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Yo  r  r  e  d  e. 


Aeussere  Umstände  haben  mich  veranlasst^  die  beiden  ersten 
Theile  meines  Werks  über  die  Liniengeometrie  za  veröffentlichen,  ehe 
ich  an  die  Bearbeitung  des  dritten  Tbeils  ging;  das  hat  natürlich  zur 
Folge  gehabt,  dass  in  diesem  mancherlei  nachzuholen  war.  Insbeson- 
dere bringt  er  ziemlich  ausgedehnte  Untersuchungen  über  die  Gon- 
gruenz  2.  Grades;  vielleicht  ist  er  aber  doch  für  den  grösseren  Theil 
derselben  der  richtigere  Ort,  indem  sie  sich  in  ihm  den  analogen 
Untersuchungen  über  den  Gomplex  2.  Grades  anschliessen. 

Die  spätere  Veröffentlichung  des  dritten  Theils  hat  mir  die  Mög- 
lichkeit verschafft;  einige  Mängel  der  beiden  ersten  Bände  zu  ver- 
bessern. 

Es  ist  mir  ein  Bedürfniss,  in  der  Vorrede  diejenigen  Schriften 
hervorzuheben,  welche  hauptsächlich  für  meine  Arbeit  werthvoll  und 
anregend  gewesen  sind.  Es  sind  dies  die  beiden  zusammenhängenden 
grossen  Abhandlungen  von  Segre:  Studio  sulle  quadriche  in  uno  spazio 
lineare  ad  un  numero  qualunque  di  dimensioni  und  Sulla  geometria 
delle  retta  e  delle  sue  serie  quadratiche,  welche  in  den  Memorie  der 
Turiner  Akademie  (Ser.  II  Bd.  36)  erschienen  sind,  Reye's  Abhand- 
lungen im  Journal  für  Mathematik  Bd.  95,  97,  98,  vornehmlich  die 
dritte  über  die  Gattungen  des  allgemeinen  Gomplexes  2.  Grades,  und 
Montesano's  Dissertation:  Su  i  complessi  di  rette  di  secondo  grado 
generati  da  due  fasci  projettivi  di  complessi  lineari  (Neapel,  1886). 

Auch  dieser  Band  beruht  grösstentheils  auf  eigenen  Untersuchungen; 
ich  bin  vielfach,  auch  wo  synthetische  Arbeiten  vorlagen,  eigene  Wege 
gegangen;  andererseits  aber  galt  es,  analytische  Darstellungen  syn- 
thetisch umzuarbeiten.  So  basirt  z.  B.  Reye's  Eintheilung  in  Gat- 
tungen auf  der  analytischen  Gleichung.  Mit  dieser  Eintheilung  hängt 
der  analytisch  sich  fast  unmittelbar  ergebende  Satz,  dass  durch  jeden 
Gomplex  2.  Grades  ein  Büschel  quadratischer  Systeme  4.  Stufe  von 
Gewinden  geht,  eng  zusammen;  ich  lege  deshalb  Werth  auf  die  beiden 
Bynthetischen  Beweise  dieses  Satzes,  die  ich  seit  dem  Frühjahr  1894 
besitze. 


VI  Vorrede. 

F.  Klein  hat  es  zuerst  ausgesprochen ^  dass  die  Liniengeoraetrie 
die  Geometrie  auf  einer  (vierdimensionalen)  Fläche  2.  Grades  in  einem 
Räume  von  5  Dimensionen  ist.  Von  diesem  Gesichtspunkte  ist  Segre 
ausgegangen;  deshalb  untersucht  er  in  der  ersten  der  beiden  genannten 
Abhandlungen  die  Flächen  2.  Grades  in  einem  linearen  Räume  von 
beliebig  vielen  Dimensionen.  In  den  Besprechungen ^  welche  Loria 
und  Schon  flies  den  beiden  ersten  Theilen  meines  Buches  haben  zu 
theil  werden  lassen,  weisen  sie  mich  auf  diesen  Weg  und  erwähnen, 
dass  durch  Benutzung  der  einfachsten  Sätze  aus  der  Geometrie  der 
mehrdimensionalen  Räume  die  Kapitel  des  ersten  Theils  über  die  fünf- 
fach unendliche  Mannigfaltigkeit  der  Gewinde  und  die  in  ihr  enthal- 
tenen Büschel,  Netze,  Gebüsche,  Gewebe  sich  wesentlich  kürzer  hätten 
gestalten  lassen. 

Ich  glaube  nicht^  dass  ich  meine  Darstellung  ändern  würde.  Zu- 
nächst werden  doch,  wie  auch  anerkannt  wird,  auf  meinem  längeren  Wege 
eine  ziemliche  Anzahl  yon  einzelnen  Eigenschaften,  Beziehungen  und 
Constructionen  zum  Ausdruck  gebracht,  die  sonst  versteckt  geblieben 
wären  und  die  auch  später  vielfach  von  Nutzen  sind.  Vor  allem  aber 
halte  ich  den  Weg  durch  die  mehrdimensionale  Geometrie  zur  Linien- 
geometrie nicht  für  pädagogisch  richtig,  nicht  für  geeignet  in  einem 
Buch,  das  in  die  Liniengeometrie  einführen  soll:  man  wolle  doch  nicht 
das  Anschauliche,  die  Liniengeometrie,  durch  das  Nichtanschauliche, 
die  mehrdimensionale  Geometrie,  beweisen;  ich  denke  in  dieser  Be- 
ziehung wie  mein  Freund  Reye  und  schliesse  mich  seinen  Aeusse- 
rungen  im  Journal  f.  Mathematik  Bd.  107  S.  162  an,  will  aber  keines- 
wegs das  Verdienstliche  der  Segre'schen  Monographie  verkennen. 

Umgekehrt  hingegen  glaube  ich,  durch  jene  längeren  Kapitel,  so- 
wie auch  durch  dasjenige,  in  dem  die  Abbildung  des  Strahlenraums  in 
eine  vierfach  unendliche  lineare  Mannigfaltigkeit  von  Flächen  2.  Grades 
und  in  den  linearen  Punktraum  von  4  Dimensionen  besprochen  wird^ 
dem  Studium  der  mehrdimensionalen  Geometrie  zu  dienen.  Und  so 
hoffe  ich  auch,  im  dritten  Bande  dem  Wunsche  von  Schön  flies  ent- 
sprochen und  die  Beziehung  der  Liniengeometrie  zu  den  mehrdimen- 
sionalen Speculationen  eingehend  berücksichtigt  zu  haben  durch  die 
ausführliche  Behandlung  der  vierfach  unendlichen  quadratischen  Systeme 
von  Gewinden.  Aber  ich  bleibe  bei  diesen  Systemen  von  Gewinden, 
realen  Gebilden,  und  verwandle  sie  nicht  in  vierdimensionale  Punkt- 
fiächen  2.  Grades  eines  fünfdimensionalen  Raums. 

Hätte  ich  nicht  auch,  den  Weg  durch  die  mehrdimensionale  Geo- 
metrie einschlagend,  das  Studium  meines  Buchs  erschwert?  Das  muss 
ich  um  so  mehr  annehmen,  nachdem  ich  die  Besprechung  von  Schotten 


Vorrede.  VII 

gelesen,  welcher  der  Ansicht  ist,  dass  wenige  Studirende  am  Schlüsse 
ihrer  Universitätszeit  hinreichende  Kenntniss  zum  Yerständniss  des- 
selben haben  werden,  und  so  wie  die  Verhältnisse  heute  bei  uns  in 
Deutschland  liegen,  wo  Analjsis  und  Algebra  den  mathematischen 
Universitats-Cnterricht  beherrschen  und  die  Geometrie  stark  in  den 
Hintergrund  drangen,  hat  er  vielleicht  nicht  unrecht.  In  Italien^  das 
die  dortigen  Mathematiker  schon  als  aquilifera  della  geometria  pura 
bezeichnen,  ist  es  anders;  italienische  Schriften  habe  ich  am  meisten 
benutzt  und  habe  auch  umgekehrt  den  Eindruck  erhalten,  dass  mein 
Buch  in  Italien  am  meisten  gelesen  wird. 

Wenn  die  Stndirenden  durch  geometrische  Vorlesungen  ordentlich 
vorbereitet  werden,  dann  sind  sie  nicht  erst  am  Schlüsse  ihrer  Stu- 
dienzeit allenfalls  reif,  mein  Buch  zu  lesen;  ich  habe  hier  vor  Stu- 
denten des  4.  und  5.  Semesters  eine  Vorlesung  über  Liniengeometrie 
gehalten,  in  die  ich  auch  schon  Abschnitte  aus  dem  dritten  Bande 
aufgenommen. 

Herr  Schotten  wünscht,  ich  möchte  die  nothwendige  Literatur 
angeben;  ich  bleibe  bei  dem,  was  ich  in  der  Vorrede  des  ersten  Bandes 
gesagt,  dass  ich  im  allgemeinen  das  Studium  der  Schroter'schen  und 
Re je' sehen  Bücher  und  die  Bekanntschaft  mit  den  allgemeinsten 
Sätzen  über  die  höheren  Curven  (einschliesslich  der  mit  dem  Ge- 
schlechte zusammenhängenden)  f&r  eine  hinreichende  Vorbereitung 
halte;  das  von  Schotten  angegebene  Buch  ist  freilich  ungeeignet 

Dieser  dritte  Band  sei  dem  Andenken  an  Steiner  (geb.  18.  Mllrz 
1796)  gewidmet,  dessen  hundertjähriger  Geburtstag  in  das  Jahr  fällt, 
in  welchem  er  erscheint. 

Breslau,  im  September  1896. 

R.  Starm. 


Inhalt. 


Der  allgemeine  Complez  Bweiten  Gradea. 

Die  Correspondenzen,  die  Gerade,  das  Strahlennetz,  die 
Gewinde  and  die  Fläche,  welche  durch  ihn  einer  Geraden 

zugeordnet  werden. 

®  Soite 

611,  512.  Die  einer  Geraden  zugeordneten  Gorreepondenzen;  Polare,  Polar- 

Strablennetz,  Polargewinde  einer  Geraden 1 

618,  614.  Die  Complexfläche  einer  Geraden:  Ordnung,  Klasse;  ihre  Doppel- 

gerade und  deren  Cuspidalpunkte  und  Cuspidalebenen 2 

515,  616.  Ihre  Doppelpunkte  und  Doppel- Berührungsebenen 5 

617.  Ihre  Mannigfaltigkeit 9 

618.  Vier  mit  ihr  yerbundene  Gewinde 10 

619,  520.  Die  zu  einem  Complezatrahle  gehörige  Complexfläche;  die  4  Complez- 

Strahlenbüschel  durch  ihn ;  einfache  Erzeugung  dieser  Fläche ...     11 

621.  Tangential-Strahlennetz  und  -Gewinde 14 

Die  singulare  Fläche  und  die  singulären  Strahlen 

eines  Compiezes  2.  Grades 

622.  Singulare  Punkte,  Ebenen,  singulare  Fläche  ^ 14 

623.  Singulare  Strahlen  und  zugehörige  singulare  Punkte,  Ebenen;   Be- 
rührung mit  0 15 

624.  Gongruenz  S  der  singulären  Strahlen;  Berührung  der  Complezflächen 
mit  der  singulären  Fläche 17 

626,  526.  Der  zweite  Brennpunkt,  Polare,  Tangential-Strahlennetz,  Tangential- 

gewinde  eines  singulären  Strahls 18 

527,  528.  Die  Complexfläche  eines  singulären  Strahls,  speciell  eines  solchen, 

welcher  0  dreipunktig  berührt 19 

Das  System  der  Complexcuryen  und  die  stationären  Ele- 
mente des  Complexes. 

629.  Charakteristiken  des  Systems  der  Complexcuryen 22 

530 — 532.  Charakteristiken  des  Systems  der  Complex- Punktepaare;  endliche 

Zahl  (16)  der  Punktepaare  mit  vereinigten  Punkten 23 

633,  534.  Die  32  stationären  Elemente  D,  d  imd  zugehörigen  Elemente  «,  E; 
Büschel  singulärer  Strahlen;  die  X>,  d  sind  Doppelelemente  von  $; 
die  Kegelschnitte  [d],  Kegel  [D];  gegenseitige  Lage  dieser  Elemente    28 
635.  Zweiter  Bestandtheü  der  Brennfläche  von  S 31 


Inhalt.  IX 

Die  consingulären  Complexe  und  die  Fundamental- 

Gewinde.  s^,t^ 

636.  Projectiyit&t  der  Büschel  der  Doppeltangenten  der  Kammer*8chen 
Fläche  ^;  weitere  homologe  Strahlen  sind  je  singulare  Strahlen 
eines  Complezes  2.  Qrades  r',  fflr  welchen  ^  singulare  Fläche  ist    32 

637.  Orad  4  der  Reihe  consingulärer  Complexe;  S  Schnitt  mit  einem 
andern  Complexe  2.  Grades 34 

538.  Inyarianten 36 

689.  InTolation  auf  einem   gemeinsamen  Strahle  zweier   consingulärer 

Complexe;  gemeinsame  ßegelfläche  von  dreien 36 

540.  Die  6  Fundamental-Gewinde  F^  einer  Reihe  consingulärer  Complexe: 
die  Gewinde  durch  die  Congruenzen  C^',  für  welche  ^  Brennfläche 
ist;  sie  gehören,  doppelt  gerechnet,  zur  Reihe;  die  Punktreihen  auf 
den  Kegelschnitten  [d]  projectiv  zu  den  Tangentenbüscheln  von  0    38 

641.  r*  und  jeder  der  Complexe  F^  gehen,  je  in  Bezug  auf  den  andern 
polarisirt,  in  sich  selbst  über 89 

642.  Zu  den  Complexcurven  einer  Reihe  consingulärer  Complexe  in  einer 
Ebene  gehören  die  Geradenpaare  der  C^' 40 

643.  Die  Correspondenzen,  welche  auf  einer  Geraden  durch  consinguläre 
Complexe  inducirt  werden 41 

544.  Herstellung  jener  Complexcurven  in  einer  Ebene 43 

545,  546.  Ort  der  Polaren  einer  Geraden  l  in  Bezug  auf  consinguläre  Com- 
plexe; Specialfälle,  wo  l  einem  oder  mehreren  F^  angehört ....     46 

Ausgezeichnete  singulare  Strahlen  und  Haupttan- 
genten-Curven  der  singulären  Fläche. 

547.  Singulare  Tangenten  von  0;  singulare  Strahlen,  welche  0  dreipunktig 
berühren  (singulare  Strahlen  2.  Ordnung) 49 

548.  Regelfläche  16.  Grades  dieser  Strahlen,  Curve  16.  Ordunog  16.  Klasse 
ihrer  Berührungspunkte:  eine  Haupttangenten- Curre  von  0.    .    .   .     50 

549.  32  singulare  Strahlen  3.  Ordnung;  die  D  und  d  sind  Rückkehr- 
punkte  und  Wende-Berührungsebenen  aller  dieser  den  verschiedenen 
Complexen  zugehörigen  Curven ;  6  Regelflächen  8.  Grades  von  Doppel- 
tangenten, welche  längs  einer  dieser  Curven  tangiren 62 

560.  SpecieUe  Hanpttangenten- Curven  8.  Ordnung,  von  den  ^  vierpunktig 
berührenden  Strahlen  der  C^'  herrührend;  Regelflächen  4.  Grades 
von  Doppeltangenten 53 

561.  Stationäre  Tangenten,  Rang  der  Haupttangenten-Curven 64 

562.  Configurationen  16^ 66 

Einige  Nachträge. 

553.  Sätze  über  Haupttangenten-Curven 57 

654.  Strahlennetze  eines  Gewindes,  Regeischaaren  eines  Strahlennetzes, 

Dupel  einer  Regelschaar,  die  in  Involution  sind 68 

555.  Fundamental-Strahlennetze  einer  Congruenz  2.  Grades 60 

666.  Cyklen,  durch  Berührungspunkte  von  Doppeltangenten  der  Kum- 

mer'schen  Fläche  gebildet 61 


X  Inhalt. 

Weitere  specielle  Fälle  der  Complexfläche  und  Dop- 
peltangenten-Congrnenzen   der  yerschiedenen  Com- 

plexfiachen.  g^,^^ 

557.  Die  Complexfläche  eines  Strahls  einer  stationären  Ebene  9  besteht 

ans  dieser  Ebene  und  einer  cnbischen  Fläche  mit  4  Knotenpunkten    62 
558,  559.  Der  Träger  der  Complexfläche  gehört  znm  Baschel  {E^  d)  oder  be- 
rührt, noch  specieller,  den  Kegelschnitt  [d]  in  E*) 64 

560.  Doppeltangenten -Congmenzen  der  Complexfläche  einer  beliebigen 

Geraden:  diese  ist  gemeinsamer  Doppelstrahl 65 

561—563.  Doppeltangenten-Congraenzen  für  die  besprochenen  speciellen  Fälle    68 

Strahlen  mit  cyklischen  Correspondenzen. 

564.  Strahlen,  bei  denen  die  durch  r*  herrorgerufenen  Correspondenzen 
Doppel-Involutionen,  bezw.  eine  Projectivität  zwischen  Involutionen 
sind 70 

565.  Complex  6.  Grades  dieser  Strahlen;  Fläche  8.  Ordnung  der  durch 
einen  Punkt  gehenden  Complexcnrven 71 

566.  Höhere  cyklische  Correspondenzen 74 

Die   Polare   einer   Geraden,    die   Polarebene   eines 
Punktes^  der  Polarpunkt  einer  Ebene  in  Bezug  auf 

einen  Complex  2.  Grades. 

567.  Begelfläche  8.  Grades  der  Polaren  der  Strahlen  eines  Büschels   .   .     76 

568.  Complex  3.  Grades  der  Geraden,  deren  Polaren  eine  gegebene  Ge- 
rade schneiden;  zwei  andere  Definitionen 77 

569.  Der  Complex  2.  Grades  der  Polar- Strahlennetze  der  Strahlen  eines 
Büschels;  seine  singulare  Fläche 77 

570.  Die  beiden  einem  Bündel  zugehörigen  Congruenzen  (2, 3)',  (2,  3)" : 
der  Ort  der  Polaren  der  Strahlen  des  Bündels,  und  der  Ort  der 
Strahlen,  welche  die  Strahlen  des  Bündels  zu  Polaren  haben;  die 
dualen  einem  Felde  zugehörigen  Congruenzen  (3, 2)',  (3,  2)"     ...     78 

571,  572.  Specielle  Eigenschaften  der  beiden  (2,8),  ihre  singulären  Punkte; 

sie  sind  confocal 80 

573.  Die  Polarebene  eines  Punktes;  verschiedene  Definitionen  derselben    83 
574,  575.  Weitere  Sätze  über  die  singulären  Punkte  der  beiden  (2,3);  die 

Regelschaaren  dieser  Congruenzen      85 

576.  Die  Regelfläche  7.  Grades  der  Geraden,  deren  Polaren  einen  Büschel 
bilden;  der  Complex,  die  Congruenz  der  Polaren  der  Strahlen  eines 
Complexes,  einer  Congruenz 87 

577.  Die  9  Geraden,  welche  eine  gegebene  Gerade  zur  Polare  haben         89 

578.  Verallgemeinerung  der  Construction  der  Polarebene  eines  Punktes, 
des  Polarpunktes  einer  Ebene 89 

579,  580.  Die  Leitgeraden   der   15  Schnitt -Strahlennetze   der  Fundamental- 

Gewinde  sind  gegenseitig  Polaren  und  sie  allein 92 

581.  Ecken  und  Gegenebenen  der  15  Fundamental-Tetraeder  sind  allein 
gegenseitig  Polarpunkt  und  Polarebene 94 


*)  Drei  andere  Specialfälle  der  Complexfläche  werden  in  Nr.  778  behandelt. 


Inhalt  XI 

Die  Durchmesser  und  Gylinderaxen  eines  Gomplexes 

2.  Grades. 

Seite 

582.  Durchmesser  des  Gomplexes;  jedem  ist  die  Axe  eines  Gomplex- 
cylinders  parallel;  Gongruenzen  (3,2)  der  Durchmesser,  der  Gylin- 
deraxen; coDJugirte  Durchmesser,  Gylinderaxen 96 

688.  Gubische  Begelflächen  der  Durchmesser,  die  einer  Gylinderaxe,  der 

Gylinderaxen,  die  einem  Durchmesser  coi^ugirt  sind 97 

584.  Central  -  Parallelopipede  und  ihr  gemeinsamer  Mittelpunkt,  der 
Mittelpunkt  des  Gomplexes 98 

585.  Die  singul&ren  Ebenen  der  obigen  Gongpruenzen 100 

Die  Polarität  in  Bezug  auf  eine  Gongruenz  2.  Grades. 

586.  Polare,  Polar-Begelschaar,  Polar- Strahlennetze,  in  Bezug  auf  eine 
Gongruenz  2.  Grades,  eines  Strahls  ihres  Gewindes  F 102 

587.  Singulare  Strahlen,  singulare  Berfihrungscurve  der  Gongruenz  .   .     108 
588,  589.  Die  Polaren  und  Polar-Begelschaaren  der  Strahlen  eines  Büschels, 

die  Polaren  der  Strahlen  eines  Netzes  und  die  Geraden,  deren  Po- 
laren ein  Netz  bilden ;  jede  Gerade  von  F  ist  Polare  von  7  Strahlen    104 

Die  Regelfläche  4.  Grades  mit  zwei  doppelten  Leit- 
geraden (I.  Art). 

590.  Die  Paare  yerbundener  Inyolationen  einer  solchen  Regelfläche  q\ 
die  Doppel  strahlen  dieser  luTolutionen,  die  4  sich  selbst  yerbun- 
denen  Inyolntionen *. 106 

591.  Die  specielle  Regelfläche  (f\  welche  durch  zwei  projective  Involu- 
tionen erzeugt  wird 108 

592.  Die  Regelfläche  q^  mit  einer  doppelten  Erzeugenden 110 

593.  Dapel  einer  Involution,  die  mit  8  Geraden  des  Strahlennetzes  der 

0*  durch  eine  Regelschaar  verbunden  sind HO 

594.  Abbildung   der   q^  und   ihrer  Involutionen   auf  eine   Raumcurve 

4.  Ordnung  I.  Art 111 

595.  Transformation  einer  Involution  der  9*  durch  eine  andere  ....     112 
596,  597.  Die  Doppelstrahlen  der  sich  selbst  verbundenen  Involutionen;  die 

Fundamental-Regelschaaren  der  9*,  Polarisirung  nach  der  Träger- 
fläche einer  solchen  Regelschaar 112 

598,  599.  Die  Doppeltangenten,  die  vierpunktigen  Tangenten  der  ff\  die 
4  Gongruenzen  jener  und  ihre  Gewinde;  deren  Beziehnng  zu  den 
Involutionen 115 

600,  601.  Die  Gnspidal-  und  Doppelpunkte  auf  den  Leitgeraden,  ihre  Pro- 
jectivitäten  und  Involutionen,  die  Torsallinien  und  Verbindungs- 
linien von  Guspidalpunkten 117 

602,  608.  Gorrespondenzen  [2,  2]  mit  gemeinsamen  Verzweignngselementen ; 

consinguläre  Regelflächen  0* 121 

604,  605.  Zwei  verbundene  Involutionen  führen  zu  einer  [2, 2]  zwischen  den 

Leitgeraden,  durch  welche  eine  consinguläre  Regelfläche  entsteht    125 

606.  üebertragung  auf  Strahlenbflschel-Systeme 127 

607.  Projectivität  der  Tangentenbüschel  der  9* 121) 


XII  Inhalt. 

Die  llegelBchaaren  eines  Complexes  2.  Grades,  seine 
Erzeugung  durch  correlative  Netze  von  Gewinden. 
Nachweis   des  Bflschels   quadratischer   Systeme 

4.  Stufe  Yon  Gewinden  durch  den  Gomplex.  g^^^^ 

608.  Schnitt  des  Complexes  mit  einem  Strahlennetze;  oo*  Regehchaaren 

im  Complexe  F" 130 

609,  610.  Ein  Begelscbaar-Feld,  Ketten  yon  Regeischaaren,  Beduction  auf  3 

oder  4  Glieder 132 

611.  Erzeugung  des  Complexes  durch  correlative  Gewindenetze.   ...     134 
612—614.  Regelschaar- Reihen,  oo^  Regelsch  aar -Gebüsche  27,  in  r';  zwei 

verknüpfte  Gebüsche  Sst  ^i ^^^ 

616.  'Collineare  Beziehbarkeit  einer  Reihe,  eines  Feldes  oder  Gebüsches 

von  Regeischaaren 189 

616.  Die  Mannigfaltigkeit  19  des  Complexes  2.  Grades 140 

617.  Die  Leitschaaren  der  Regeischaaren  eines  Feldes  oder  eines  Ge- 
büsches erzeugen  einen  consingulären  Complex 141 

618.  Die  6  sich  selbst  verknüpften  Gebüsche  2^3  ^;  die  Leitschaaren  er- 
zeugen die  (doppelten)  Fundamental-Gewinae  r^ 142 

619.  Das  System  2.  Grades  4.  Stufe  S^\  bezw.  S^*  von  Gewinden,  er- 
zeugt durch  die  Netze,  welche  die  Regeischaaren  eines  Gebüsches 
von  r',  bezw.  deren  Leitschaaren  zu  Basen  haben;  unter  den  00' 
64'  giebt  es  6  doppelte  Gewebe  (&^\  diese  (B^  sind  zu  den  r^  in 
Involution 144 

620.  Die  00*  S^*  gehen  durch  F',  genauer  durch  den  Inbegriff  Hg*  (F') 
der  Strahlengebüsche,  welche  die  Strahlen  von  F'  zu  Axen  haben, 

und  bilden  einen  Büschel;  das  Hauptsystem  JT^' 147 

621.  Ketten  von  Gewindenetzen  in  einem  S^* 148 

622.  Die  Liniengeometrie  ist  die  Geometrie  auf  einer  vierdimensionalen 
Fläche  2.  Grades  in  einem  Räume  von  5  Dimensionen 148 

Die  Schnittcongruenz  eines  Complexes  2.  Grades  mit 

einem  Gewinde. 

623.  Die  6  Paare  verknüpfter  Regelschaar-Reihen  und  die  16  Strahlen- 
büschel der  Congruenz 149 

624.  Ihre  Erzeugung  durch  projective  Büschel  von  Strahlennetzen  in 
einem  Gewinde 152 

625.  Durch  jede  Congruenz  2.  Grades  C  gehen  00^  Complexe  F'    .   .     153 
626,  627.  Die  Schnittcongruenz  mit  einem  Strahlengebüsche  [2],  für  ihre  4 

confocalen  Congruenzen  ist  die  Axe  l  Doppelstrahl.    Jede  Fläche 
4.  Ordnung  mit  einer  Doppel  geraden  und  8  Knotenpunkten  ist  Com- 

plexfläohe  für  00«  F« 155 

628,  629.  Das  einschneidende  Gebüsche  hat  einen  allgemeinen,  bezw.  einen 

sing^lären  Strahl  von  F'  zur  Axe 158 

Die   Tangentialgewinde,   ihre   Schnittcongruenzen 

und  die  Hauptflächen. 

680.  Der  Strahl  g  von  F',  zu  welchem  ein  Tangentialgewinde  F    ge- 

Cr 

hört,  ist  Doppelstrahl  der  Schnittcongruenz;  diese  enthält  2  ver- 
knüpfte Regelschaar-Reihen  von  F',  die  durch  g  gehen 160 


Inhalt.  Xm 

Softe 

631.  r  berührt  F'  in  g  und  ist  einem  Paare  Yerknüpfier  Gebüsche 
zugeordnet;  dnröh  2  Gerade  von  F'  gehen  2  Begelschaaren  des 
Gomplexes,  zu  verknüpften  Gebüschen  gehörig 161 

632.  Die  Tangentialgewinde  eines  singnlären  Strahls 163 

633.  In  zwei  Strahlen  berührende  Tangentialgewinde;  Begelschaar- 
Reihen  mit  zwei  gemeinsamen  Geraden 164 

634,  635.  Drei  ausgezeichnete  unter  den  Tangentialgewinden  von  g\  für  ihre 
Schnitte  ist  g  cnspidaler  DoppeUtrahl;  die  drei  Hauptflächen  durch 
g^  Schnitte  von  F'  mit  je  zwei  von*  den  3  durch  g  gehenden  con- 
siDgulären  Complexen 166 

636.  Haupttangenten  -  Gurven  auf  einer  Hauptfläche  und  Berührungs- 
curyen  mit  den  Brennflächen  der  Schnittcongruenzen  der  3  in  der 
Hauptfläche  sich  schneidenden  Complexe 169 

637.  Andere  Entstehungs weise  der  Haupttangenten- Gurren  von  ^.   .    .     171 

Die  confocalen  Gongruenzen  und  die  Brennflächen 
der  in  einem  Gomplexe  2.  Grades  enthaltenen  Gon- 
gruenzen 2.  Grades.     Gonsinguläre   Gongruenzen 

2.  Grades. 

638,  639.  Der  Schnitt  von  F'  mit  einem  Fundamental-Gewinde  hat  seine 
confocalen  Gongruenzen  in  den  andern  Fundamental -Gewinden; 
Lage  der  singnlären  Elemente 172 

640.  Die  Brennfläche  einer  jeden  in  F'  enthaltenen  C  ist  $  umge- 
schrieben   174 

641.  Gonsinguläre  Gongruenzen  2.  Grades,  eingeschnitten  durch  con- 
singuläre  Gomplexe  in  ein  gemeinsames  Fandamental -Gewinde; 
gemeinsame  singulare  Berührungscurve ,  längs  deren  sich  die  ^ 
der  Gomplexe  und  die  Brennflächen  der  Gongruenzen   berühren; 

5  Fundamental-Strahlennetze 176 

642.  Die  Brennflächen  dieser  5  ausgearteten  Gongruenzen  sind  Regel- 
flächen 178 

643.  Grad  3  der  Reihe  consingulärer  Gongruenzen 179 

644.  Gonsinguläre  Gong^enzen  einer  gegebenen  C;  zugehörige  Büschel- 
Schaar  Kummer 'scher  Flächen;  6  Fundamental-Gewinde  einer  C  180 

646,  646.  Schnitte  consingulärer  Gomplexe  mit  2,  bezw.  3  Fundamental-Ge- 

winden 182 

Die  Strahlendupel  eines  Gomplexes  2.  Grades,  seine 
Erzeugung  durch  correlative  Gebüsche  von  Gewin- 
den; Erzeugungen  einer  Gongruenz  2.  Grades,  einer 

Regelfläche  4.  Grades. 

647.  Dupelgebüsche,  Ketten  von  Dupeln,  zwei  Dupel  in  Involutionslage    184 

648.  Systeme  S^  von  oo*  Dupeln  des  F*,  jedes  einem  Paare  verknüpf- 
ter Regelschaar-GebÜBche  zugeordnet 185 

649,  650.  Jedes  System  S^^  durch  F'  entsteht  auch  durch  die  Gewinde- 
büschel, deren  Grund -Strahlennetze  die  Dupel  eines  2f,  zu  Leit- 
geraden haben 188 


XIV  Inhalt. 

Seite 

651.  Zwei  correlative  Gebüsche  Ton  Gewinden  erzeugen  einen  T';  die 

Grnndgeraden-Dapel  sind  in  Involuiionslage 190 

662,  668.  Jeder  Complex  2.  Grades  kann  so  erzeugt  werden;  Mannigfaltig- 
keit 19 192 

664—666.  Erzeugungen  der  Begelfläche  4.  Grades  q\  der  Congruenz  2.  Gra- 
des C*    196 

667,  668.  Erzeugnisse  correiatiyer  Gewebe  oder  Räume  von  Gewinden  ...     198 

Dupel  einer  Congruenz  2.  Grades;  der  Bflschel  qua- 
dratischer Systeme  8.,  2.  Stufe  von  Gewinden  durch 
die  Congruenz,  bezw.  eine  Regelfläche  4.  Grades. 

669.  Dupelbündel  und  Systeme  von  oo'  Dupeln  einer  O;  der  Büschel 

YOn  Äg*  durch  C* 200 

660,  661.  Andere  Herstellung  eines  Systems  5,"  durch  C* 202 

662.  Die  6  Systeme  iSi,'  im  Büschel  mit  Doppelgewinden 204 

663.  Der  Büschel  Ton  jS^'  durch  eine  Regelfiäche  q*  und  seine  4  Sy- 
steme mit  Doppelgewinden 204 

Quadratische  Systeme  4.  Stufe  Ton  Gewinden,  ihre 
Polarcorrelationen    und    Büschel    von  solchen   Sy- 
stemen. 

664.  Grad  eines  Systems  von  Gewinden 206 

666.  Die  Polarcorrelation  eines  quadratischen  Systems  4.  Stufe  S^*  von 

Grewinden,  Polargewebe  eines  Gewindes,  Polargebüscbe  eines  Bü- 
schels, u.  s.  w.,  coi^jugirte  Elemente 207 

666.  Selbständige  Herstellung  dieser  fünfdimensionalen  Polarcorrelation 
vermittelst  eines  Polarsextnpels 208 

667.  Mannigfaltigkeit  20  der  jS^' 211 

668.  Die  Polarcorrelation  des  Hauptsystems 212 

669,  670.  Specielle  Lagen  eines  Gewindes  und  seines  Polargewebes,  eines 

Büschels  und  seines  Polargebüsches,  zweier  polarer  Netze;  Tan- 

gentialgewebe;  einige  specielle  Netze  von  Gewinden 212 

671.  Ort  der  Berührungsgewinde  der  durch  ein  lineares  System  t^'  Stufe 
gehenden  Tangentialgewebe 217 

672.  Herstellung  eines  Büschels  von  S^* 217 

673.  Das  einfach  specialisirte  System  6\'  mit  einem  Doppelgewinde    .  218 

Der  Büschel  quadratischer  Systeme  4.  Stufe  von  Ge- 
winden durch  einen  Complex  2.  Grades,  seine  Polar- 
figur nach  dem  Hauptsystem,  die  durch  die  Con- 
gruenz der  singulären  Strahlen  gehenden  Neben- 
complexe  und  deren  polare  Complexe. 

674.  Jedes  S^*  des  genannten  Büschels  geht  durch  Polarisirung  in  Bezug 
auf  ein  Fundamental  •  Gewinde  des  F'  in  sich  selbst  über;  die 
6  Fundamental- Gewinde  sind  Doppelgewinde  von  Systemen  des 
Büschels  und  bilden  dessen  gemeinsames  Polarsextupel 220 

676.  Die  Polargewinde  eines  Strahls  in  Bezug  auf  F^  aus  diesen  durch 
r*  gehenden  S^*  abgeleitet,  und  ihre  Zuordnung  zu  den  Gebüsche- 
paaren    221 


Inhalt  XV 

Seite 

676.  Projecidyität  der  verschiedenen  Polargewinde -Bfischel;  neae  Defi- 
nition der  Invarianten 222 

677.  Ort  der  Strahlen,  deren  einem  bestimmten  S^*  durch  F'  zugeord- 
nete Polargewinde  Gebflsche  sind:  ein  durch  die  Congruenz  S  der 
singulären  Strahlen  gehender  Gomplex  2.  Grades  A^;   F*  gehört 

zu  diesen  Nebencomplexen 223 

678.  Projecüvität  des  Büschels  der  8^*  durch  F*  zur  Punktreihe  eines 
Kegelschnitts  [d]  von  ^,  u.  s.  w 224 

679.  Die  singulären  Flächen  der  Nebencompleze,  ihre  Schnittcurven  mit 
der  (P  von  F';  die  Haupttangenten -Curven  dieser  ^  sind  volle 
Schnitte  mit  Flächen  4.  Ordnung 225 

680.  Zwei  zusammengehörige  Systeme  ©4",  S^*  sind  in  Bezug  auf  das 
Hauptsystem  polar  und  stehen  in  eindeutiger  Beziehung  ihrer  Ele- 
mente  228 

681.  Von  den  S^*  gehen  5  durch  ein  Gewinde,  von  den  S^*  berühren 
5  ein  Gewebe;  die  Tangentialge winde  von  F'  bilden  ein  System 

4.  Stufe  16.  Grades 2Ä0 

682.  Die  Tangentialgewebe  eines  Sl^  mit  Doppelgewinde 231 

683.  Hierbei  auftretende  Gruppen  von  6  Gewinden  in  Involution  .   .    .     232 
684,  685.  Der  zu  einem  Nebencomplexe  A*  nach  F'  polare  und  zu  ihm  con- 

singulare  Gomplex  A'*;  die  Polar -Begelschaar  eines  Punktes, 
einer  Ebene  in  Bezug  auf  ein  8^*  durch  F';  diese  Polar -Begel- 
schaaren  erzeugen  die  dem  Punkte,  der  Ebene  zugeordnete  Con- 
gruenz (2,8)",  (3,2)" 232 

686.  Dem  Nebencomplexe  A^^  der  einem  6?  ,■  mit  Doppelgewinde  F,. 
zugeordnet  ist,  ist  dieses  Gewinde,  doppelt,  polar;  Beziehung  zwi- 
schen Af*  und  F,.;  die  9  Strahlen,  welche  einen  Strahl  von  F.  zur 
Polare  haben,  zerfallen  in  2  Gruppen  von  7  und  2  Strahlen.   .   .     236 

Die   linearen  Systeme   niedrigerer  Stufe   in    einem 
quadratischen  Systeme  4.  Stufe  von  Gewinden. 

687,  688.  Die   beiden   Systeme   von   00^  Netzen   und   die   cx)'^  Büschel  in 

einem  fi^' 237 

689.  Gemeinsame  Gewinde  zweier  Systeme  2.  Stufe  in  einem  S^* .   .    .     241 

690.  Ein  8^*  mit  Doppelgewinde  enthält  nur  ein  System  von  00'  Netzen, 

die  alle  durch  das  Doppelgewinde  gehen 243 

691.  Das  System  der  00"  Begelschaaren  in  einem  Fundamentalgewinde, 
welche  Begelschaaren  von  F*  verbunden  sind;  der  Schnitt  eines 

8^*  mit  einem  Gewebe 244 

692.  Ausartung  der  eindeutigen  Beziehung  zwischen  zusammengehörigen 
@4»,  8^^ 246 

Weitere  Betrachtung   des  Büschels  quadratischer 

Systeme  3.  und  2.  Stufe  von  Gewinden  durch  eine 

Congruenz  2.  Grades,  eine  Regelfläche  4.  Grades. 

693.  Die  Nebencongruenzen  L'  einer  C  und  die  zu  ihnen  polaren  Con- 
gruenzen  L'* 247 


XVI  Inhalt. 

8oito 

694.  Zwei  so  zusammengehörige  Coogruenzen  L',  L'*  sind  Schnitte  mit 
den  Complexen  A\  Ä*,  die  zn  einem  darch  C  gehenden  F'  ge- 
hören, wenn  das  Gewinde  von  C  für  J"  fandamental  ist,  nnd  da- 
her consingnlär ^    .    .    ,     249 

696.  Der  Büschel  von  S^*  durch  C  ist  Schnitt  aller  Baschel^Ton  S^'^ 

durch  die  r\  in  welchen  C  enthalten  ist 250 

696.  Durch  eine  q^  gehen  <x>^  Gongruenzen  C  und  oo"  Gompleze  F'     251 

697.  Herstellung  der  oo^  Complexe  F'  durch  eine  C^  für  welche  deren 
Gewinde  fundamental  ist 252 

698.  Die  oo'  Gongruenzen  C*  und  oo*  Gomplexe  F'  durch  eine  q\  ffir 
welche  deren  Strahlennetz  fandamental  ist 253 

699.  Analoge  Untersuchung  für  4  Gerade  einer  Begelschaar 255 

Der  Büschel  von  Gomplexen  2.  Grades. 

700.  Herstellung  eines  solchen  Büschels 257 

701,  702.  Die  Begelschaar  der  Polaren  eines  Strahls  in  Bezug  auf  die  Gom- 
plexe des  Büschels  und  ihre  Leitschaar 259 

703.  Der  Gomplex  der  singul&ren  Strahlen  aller  Gomplexe  des  Büschels    261 

Ahhildung  des  Gomplexes  2.  Grades  in  den  Punkt- 

raum. 

704,  705.  Die  Begelschaaren  durch  2  feste  Strahlen  von  F'  bewirken  im 
Gomplexe  eine  eindeutige  iuToIutorische  Beziehung;  die  sich  selbst 

entsprechenden  Strahlen 262 

■  706 — 708.  Einzweideutige  Abbildung  von  F'  in  den  Punktraum;  Bilder  der 
Strahlenbüschel,  Begelschaaren,  Regelflächen  4.  Grades;  das  Bild 
einer  F^F;  die  Ebenen,  in  die  sich  die  beiden  Hauptstrahlen  ab- 
bilden; Bilder  der  Begelschaar-GebOsche  von  F' 264 

709.  Die  Fläche  4.  Ordnung,  deren  Punkte  zwei  vereinigten  Strahlen 

von  F*  entsprechen 268 

710.  Zwei  Gerade  von  F'  ordnen  ihm  zwei  andere  Gomplexe  2.  Gra- 
des zu 271 

711,  712.  Eindeutige  (Gap orali' sehe)  Abbildung;  der  Hauptbüschel  im 
Gomplexe;  die  Hauptcur?e  5.  Ordnung  im  Punktraume;  Bilder  der 
Strahlenbüschel,  Begelschaaren,  Gongruenzen  2.  Grades;  Involution 
auf  der  Hauptcurve;  Bilder  der  Begelschaar-Gebüsche,  der  Kegel 
und  Kegelschnitte  von  F' 272 

713,  714.  Bilder  der  Schnitte  der  Tangentialgewinde,  insbesondere  derer  mit 
cuspidalem  Doppelstrahle,  der  Doppelbüschel  und  der  singulären 
Strahlen 278 

Eintheilung  der  allgemeinen  Gomplexe  2.  Grades  in 
8   Gattungen   nach   der   Beschaffenheit    der    durch- 
gehenden quadratischen  Systeme  4.  Stufe  von  Ge- 
winden. 

715.  Die  3  Gattungen  der  Polarquadrupel  bei  den  quadratischen  Syste- 
men 2.  Stufe  iS,*  und  der  Systeme  selbst 282 


Inhalt  XVII 

Seite 

716,  717.  Die  3  (Jattnngen  der  Polarquintopel  bei  den  quadratischen  Syste- 
men 3.  Stufe  j^s'  und  der  Systeme  selbst:  reell- imaginäre,  ellip- 
tische, hyperbolische 284 

718,  719.  Die  4  Gattungen  der  Polarsextupel  bei  den  quadratischen  Systemen 
4.  Stufe  S^*  und  der  Systeme  selbst:  reell-imaginäre,  elliptische, 

elliptisch-hyperbolische,  hyperbolische 286 

720.  Untersuchung  der  Realität  der  in  einem  elliptischen,  hyperbolischen 

£•3'  enthaltenen  Büschel,  Netze,  der  Schnitte  mit  linearen  Systemen    289 
721 — 723.  Die  nämliche  Untersuchung  bei  den  elliptischen,  elliptisch- hyper- 
bolischen, hyperbolischen  S^^ 291 

724.  Theilweise  oder  ganz  imaginäre  Polaraextupel 296 

726.  Uebergänge;   die    4  Hauptgattungen   Yon    Complexen   2.  Grades: 

hyperbolische,  elliptisch-hyperbolische,  elliptische,  reell-imaginäre    297 
726,  727.  Die  8  Gattungen  I,  II,  ...  VIII  der  Complexe  2.  Grades 298 

728.  Zusammengehörige  Systeme  5^',  (S^*  sind  von  gleicher  Gattung  .     301 

729.  Kennzeichen  für  die  Realität  der  Basis  eines  Büschels  ?on  jSf,', 
bezw.  A3* 301 

730.  Der  hyperbolische  und  der  elliptisch  -  hyperbolische  Complex  sind 
reellstrahlig 304 

731.  Kennzeichen  für  die  Realität  der  Basis  eines  Büschels  yon  S^*\ 
auch  der  elliptische  Complex  ist  reellstrahlig 305 

732.  Der  hyperbolische  Complex  hat  eine  reelle  singulare  Fläche  und 
reelle  Strahlenbüschel 306 

733,  784.  Der  elliptisch -hyperbolische  enthält  C,  dnrch  welche  nur  hyper- 
bolische Äj'  gehen 307 

735.  Der  elliptische  Complex  hat  keine  reellen  Strahlenbüschel;  innere 
und  äussere  Punkte ,  Ebenen;  elliptische  Complexe  mit  reeller, 
bezw.  reell -imaginärer  singulärer  Fläche;  Gerade,  welche  inner- 
halb aller  Complexkegel  ihrer  Punkte  liegen 310 

Die  Gattungen  der  durch  eine  Congruenz  2.  Grades 
gehenden   quadratischen  Systeme  3.  Stufe  von  Ge- 
winden; Art  und  Weise,  wie  verschiedene  Gattungen 
Yon  Complexen  2.  Grades  consingulär  sein  können. 

786.  7  Gattungen  $(,...  ^  von  Congruenzen  2.  Grades;  Gruppirung  zu 

confocalen  Congruenzen 312 

737.  Brennfläche  mit  imaginären  ebenen  Schnitten  und  Berührangskegeln ; 
zwei  Arten  der  reellstrahligen  Congruenzen  $:  mit  reeller,  bezw. 

reell-imaginärer  Brennfläche 313 

738 — 741.  Untersuchung  der  Realität  der  singolär^n  Elemente  bei  den  ver- 
schiedenen C;   Reihenfolge   der  verschiedenen  Abtheilnngen   der 

durchgehenden  8^^\  der  elliptisch -hyperbolische  Complex  enthält 
reelle  Strahlenbüschel 316 

742.  Die  Abtheilungen  der  Complexcurven  consingulärer  Complexe  in 
einer  Ebene  und  ihre  Uebergänge 320 

743.  Alle  Fundamental -Gewinde  imaginär:  alle  zu  ^  gehörigen  C  sind 
imaginär,  alle  zu  $  gehörigen  F*  hyperbolisch  von  der  Gattung  I.  — 

Sturm,  Liniengeometrie.    III.  b 


XVIII  Inhalt. 

Seita 

2  Fundamental -Gewinde  reell:  2  reelle  Gongroenzen  d^;  alle  Com- 

plexe  elliptisch-hyperbolisch  von  der  Gattung  II 321 

744.  4  Fundamental- Gewinde  reell:  entweder  4  reelle  Congraenzen  9, 
alle  Complexe  elliptisch-hyperbolisch  III a;  oder  4  reelle  Congraen- 
zen (£,  die  Complexe  abwechselnd  elliptisch-hyperboliBch  Illb,  el- 
liptisch IV 822 

745,  746.  Alle  Fandamental-Gewinde  reell:  entweder  alle  6  Congraenzen  % 
alle  Complexe  elliptisch-hyperbolisch  Va;  oder  2  Congraenzen  S), 
4  Congraenzen  §,  8  abwechselnde  Abtheilongen  Ton  elliptisch- 
hyperbolischen Complexen  Vb,  zwei  elliptische  Via,  eine  ellip- 
tische VII;  oder  2  Congraenzen  2),  4  (reeU-imagin&re)  0,  4  Ab- 
theibingen  elliptischer  Complexe  VIb,  2  Abtheilnngen  reell -ima- 
ginärer VIU;  in  diesem  Falle  and  in  ihm  allein  ist  ^  reell-imagin&r. 
Im  Ganzen  11  Gattangen  von  Complexen  F* 324 

Der  harmonische  oder  Battaglini*sche  Complex  and 

das  Tetraedroid. 

747—749.  Die  harmonische  Carve  zweier  Kegelschnitte 328 

760.  Der  Complex  der  Strahlen,  welche  zwei  Flächen  2.  Grades  /",,  /*, 

harmonisch  schneiden;  singaläre  Ebenen,  Strahlen 331 

761 — 763.  Das  aasgezeichnete  Tetraeder;  die  Kegelschnitte  von  «P  in  seinen 

Ebenen,  die  Kegel  ans  seinen  Ecken;   Doppelelemente  der  singn- 

l&ren  Fläche 382 

754.  Die  InTolntion  in  jedem  Tangentenbüschel  von  ^  oder  in  der  Beihe 

der  consingnlären  Complexe 888 

755,  756.  Es  giebt  oo^  Flächenpaare,  aus  denen  der  Complex  entsteht;   er 

entsteht  aach  aaf  die  daale  Weise 339 

757 — 759.  Beide  Flächensysteme  sind  identisch;  weitere  Eigenschaften  dieses 

Systems 848 

760.  Erzeugung  der  singalären  Fläche  (Tetraedroid)  und  ihre  Mannig- 
faltigkeit 17 345 

761.  Der  zweite  zum  nämlichen  Tetraedroide  gehörige  harmonische 
Complex 347 

762.  Das  aasgezeichnete  Tetraeder  ist  ein  Fundamental -Tetraeder  der 

6  Fundamental- Gewinde 349 

768.  Nur  der  harmonische  Complex  enthält  verbundene  Begelschaaren 

zugleich 851 

764,  765.  PainTin*s  Complex  der  Strahlen,  welche  an  eine  Fläche  2.  Gra- 
des rechtwinklige  Berührungsebenen  senden;  der  Complex  der 
Strahlen  gleichen  Trägheitsmoments 351 

Die  Complexe  Bweiten  Gradea  mit  DoppeLBtrahlen. 

Eigenschaften  eines  Complexes  2.  Grades,   die  mit 
einem  Doppelstrahle  zaaammenhängen. 

766.  Definition  eines  Doppelstrahls;   Correspondenzen,  die  er  bewirkt; 

stationäre  Elemente,  die  mit  ihm  incidiren 855 


Inhalt  XIX 

S«lta 

767.  Der  Doppelstrahl  d  ist  Doppelgerade  von  ^;  jene  stationären  Ele- 
mente, bin&r  für  den  Gomplez,  sind  cnepidal  für  diese  Fläche; 

die  übrigen  stationären  Elemente 356 

768.  ^  ist  die  einem  beliebigen  Strahle  zugehörige  Gomplexfläche  des 
allgemeinen  Complexes  2.  Grades 858 

769.  Ein  Doppelg^büsche  in  der  Reihe   der   consingalären  Gompleze, 

4  eigentliche  Fandamental- Gewinde;  Gomplex  [21111] 359 

770—772.  Die  consingulären  Compleze  imd  ihre  Gorrespondenzen  auf  dem 
gemeinsamen  Doppelstrahle  d\  die  consingulären  StiahlenbOschel- 
Systeme  ©^  s  ^^^ch  d 360 

773.  Gomplexfläche  einer  den  Doppelstrahl  treffenden  Geraden  ....     364 
774.  775.  Schnitt  mit  einem  Gewinde,  Strahlennetze,  einer  Begelschaar,  die 
durch  d  gelegt  sind;  oo'  Regeischaaren  von  F*  durch  d;  sie  bil- 
den ein  sich  selbst  verknüpftes  Grebüsche 865 

Die  Gomplexe  2.  Grades  mit  einem  oder  mehreren 
Doppelstrahlen,  unter  denen  keine  zwei  windschie- 
fen sich  befinden. 

776.  ^  ist  Gomplexfläche  des  allgemeinen  Gomplexes  r^'  für  einen 
Strahl  desselben:  Gomplex  [3111] 368 

777.  Sie  ist  es  fflr  einen  allgemeinen  singulären  Strahl  von  Tq',  bezw. 

für  einen  der  zweiten  Ordnung:  Gomplexe  [411],  [51] 369 

778.  ^  ist  Gomplexfläche  von  Fq'  für  eine  Tangente,  bezw.  Haupt- 
tangente der  singulären  Fläche  ^^  von  Fq*:  Gomplexe  [2211], 
[321],  [33] 371 

779—781.  Der  Träger  der  Gomplexfläche  liegt  in  einer  stationären  Ebene  von 
r^';  3  Doppelstrahlen  in  einer  Ebene,  deren  ganzes  Feld  zum 
Gomplexe  gehört;  «P  zerfällt  in  diese  Ebene  und  eine  Fläche  3.  Ord- 
nung 4;  Klasse:  Gomplexe  [222]',  [42]',  [6]'  und  die  zu  ihnen  dua- 
len [222]",  [42]",  [6]" 375 

Abbildung   und   Mannigfaltigkeit   der  bisherigen 

Gomplexe. 

782.  Gap  oral  i's  Abbildung  des  allgemeinen  Falls  [21111];  dem  Doppel- 
strahle entspricht  ein  Doppelpunkt  der  Hauptcurve 380 

783.  Die  einzweideutige  Abbildung 383 

784—786.  Die  eindeutige  Abbildung  der  übrigen  bisher  behandelten  Arten  .     384 

787.  Mannig&ltigkeit 387 

Der  Gomplex  2.  Grades  mit  zwei  windschiefen  Dop- 
pelstrahlen. 

I. 

788.  Die  singulare  Fläche  ist  eine  Regelfläche  4.  Grades  1.  Art;  alle 
stationären  Elemente  incidiren  mit  den  beiden  Doppelstrahlen  d,  d' 
und  sind  binär;  oo'  Regeischaaren  von  F'  durch  d,  d';  ein  Bü- 
schel von  Fundamental-Gewinden,  4  einzelne:  Gomplex  f(ll)llll]    389 

b* 


XX  Inhali 

Seite 

789.  Zwei  Schaaren  von  Strahlennetzen;  Erzeugung  dnrob  zwei  pro- 
jective  Gewindebüschel ;  Mannigfaltigkeit  17 391 

790.  Die  Leitgeraden  der  Strahlennetze  erzeugen  in  der  Regelfläche  ^ 
zwei  verbundene  Involutionen;  singulare  Strahlen 393 

791.  Correlation  des  Gewindegebüsches  {dd')  zum  Punktraume;  den 
Regeischaaren  von  r'  durch  d,  d'  entsprechen  die  Punkte  einer 
Fläche  2.  Grades  F^*;  Montesano's  Abbildung;  die  Grund- 
fläche JTi« 394 

792,  793.  Nebencomplexe;  consingoläre  Compleze,  erzeugt  durch  die  Paare 
verbundener  Involutionen  von  ^;  das  Gtobüschepaar  [dj[<2']  unter 
den  consingulären  Complexen,  die  4  doppelten  Gewinde,  von  den 
sich  selbst  verbundenen  Involutionen  herrührend 397 

794.  Der  Grad  der  Reihe  ist  nur  3;  die  Hauptfl&chen  zerfallen  ....     398 

II. 

795.  Zwei  Arten  von  Regelschaaren  r,  q  in  F',  von  denen  die  t  in  den 
Strahlennetzen  des  Complexes  enthalten  sind;  ausgezeichnete  Tan- 
gentialgewinde 399 

796.  Gebüsche  von  Regelschaaren  r,  gemeinsame  Regelschaaren  dieser 
Gebüsche,  alle  diese  Gebüsche  führen  zu  demselben  Systeme  S^* 
durch  r';  die  Leitschaaren  der  Regelschaaren  eines  t-Gebüsches 
erzeugen  nicht  einen  consingulären  Complez  2.  Grades,  sondern  ein 
Gewinde  aus  dem  fundamentalen  Büschel 401 

797.  Die  Regelschaaren  durch  einen  Doppelstrahl  sind  sowohl  r,  als  q    403 
798,  799.  Caporali's  Abbildung,  die  Hauptcurve  zerfällt  in  eine  Gerade 

und  eine  Raumcurve  4.  Ordnung  I.  Art,  die  sich  zweimal  schnei- 
den; Verknüpfung  der  Gebüsche  der  Regelschaaren  durch  d, 
bezw.  d' 404 

800,  801.  Jenes  ausgezeichnete  System  S^*  hat  den  fundamentalen  Büschel 
zum  Doppelbüschel,  ist  doppelt  specialisirt;  es  enthält  2  Systeme 
von  oo^  Gewindegebüschen,  die  alle  durch  diesen  Büschel  gehen, 
und  c»*  Netze 408 

Die  Gomplexe  2.  Grades   mit  einer  endlichen  Zahl 
von  Doppelstrahlen,  unter  denen  sich  windschiefe 

befinden. 

I. 

802,  803.  Untersuchung,  welche  unter  den  Regelflächen  4.  Grades  singulare 

Flächen  von  Complexen  2.  Grades  sein  können 410 

II. 

804.  Alle  weiteren  Arten  subsumiren  sich  der  Art  [(11)1111]    .   .    .    .     414 

805.  Zu  den  windschiefen  Doppelstrahlen  tritt  ein  dritter,  welcher  beide 
schneidet:  Gomplexe  [(11)211],  [(11)31] 414 

806.  ^  zerföllt  in  zwei  Flächen  2.  Grades,  die  sich  in  einem  Vierseite 
durchschneiden;  die  4  Seiten  sind  Doppelstrahlen 416 


Inhalt.  XXI 

Seite 

807.  4  Projeciivit&ten  zwiBchen  2  Begelacbaaren  mit  2  sich  selbst  ent- 
sprechenden Geraden,  von  denen  jede  die  8  andern  bestimmt,  er- 
zengen   den   Complex;    4   Schaaren    von    Strahlen  netzen    darch- 

ziehen  ihn 418 

808,  809.  Er  ist  in  zwei  Weisen  der  Kerocomplex  zweier  correlativen  R&ome; 

Grad  2  der  Reihe  consingnlärer  Compleze 419 

810.  2  fundamentale  Büschel  und  2  einzelne  Fundamental- Gewinde: 
Complex  [(n)(ll)ll] 422 

811.  Die  Congmenz  S  der  singulftren  Strahlen  zerf&llt  in  zwei  Con- 
gruenzen  2.  Grades,  Beziehung  der  Gewinde  durch  sie  zur  Corre- 
lation 423 

812.  Mannigfaltigkeit  15;  Caporali^s  und  Montesano's  Abbildung      426 

813.  Zwei  windschiefe  YOn  den  4  Doppeletrahlen  vereinigen  sich:  Com- 
plex [(21)(ll)l] ; 427 

814.  Eine  der  beiden  Flftchen  artet  in  ein  Ebenen-Punkte-Paar  aus; 
dessen  Doppellinie,  eine  Diagonale  des  Vierseits,  ist  ein  fünfler 
Doppelstrabi;  4  erzeugende  ProjecÜTitäten  zwischen  einer  Regel- 
schaar  und  einem  Strahlenbüschel  mit  einem  sich  selbst  entspre- 
chenden Strahle;  2  Bündel,  2  Felder  gehOren  zum  Gomplexe; 
[(11)(11)2T • 427 

816,  816.  Er  ist  Hirst's  Complex,   erzeugt  durch  zwei  correlative  Felder 

oder  Bündel;  Mannigfaltigkeit  14;  Abbildungen 429 

817.  Von  den  5  DoppeUtrahlen  vereinigen  sich  3:  [(31)  (11)] 483 

818.  Auch  die  zweite  Fläche  zerfällt;  tetraedraler  Complex;  3  funda- 
mentale Büschel;  [(11)(11)(11)];  6  erzeugende  Projectivitäten,  6  Schaa- 
ren von  Strahlennetzen,  deren  R-egelschaaren  r 434 

819.  Specialfall  [(22) (11)];  Doppelstrahl  mit  lauter  stationären  Ebenen 
oder  Punkten;  Büschel  von  Doppclstrahlen 486 

in. 

820.  (P  zerfällt  in  eine  cubische  Regelfläche  und  einen  Strahlenbüschel; 
Erzeugung  durch  eine  Projectivität  zwischen  ihnen  mit  zwei  sich 
selbst  entsprechenden  Strahlen  oder  durch  eine  Involution  in  der 
cubischen  Regelfläche 438 

821.  4  Doppelstrahlen:  ein  Dreikant  und  ein  Dreiseit;  Complex  [(11)22]; 

ein  Feld  und  ein  Bündel;  zu  S  gehurt  ein  zerfallendes  Strahlennetz    439 
822,  823.  Abbildungen,  Mannigfaltigkeit;  Specialfall  [(11)4] 441 

IV. 

824.  Die  beiden  windschiefen  Doppelsti-ahlen  von  [(11;  1111]  vereinigen 
sich:  [(21)111];  die  Grundfläche  Z^ '  von  Montesano's  Abbildung 
wird  ein  Kegelschnitt 442 

826.  Specialfälle  [(21)21],  [(21)3],  [(21)(11)1],  [(21)(21)] 444 

826,  827.  ^  ist  eine  Regelfläche  4.  Grades  mit  einer  dreifachen  Geraden, 
welche  einfache  Leitgerade,  doppelte  Erzeugende  ist  (Art  XII): 
Complex  [(31)11]  und  Specialfall  [(41)1] 446 

828.  Diese  Fläche  zerfällt  in  eine  Caylej'sche  cubische  Regelfläche 

und  einen  Strahlenbüschel:  [(81)2],  [(61)] 447 


XXII  Inhalt 

Complexe  2.  Grades  mit  unendlich  vielen  Doppel- 
strahlen. 

^-  Salt« 

829.  Eine  Begelschaar  /i  von  Doppelstrahlen;    ^  ist  die  Trftgerfläche 

doppelt;  eine  Schaar  von  Strahlen  netzen;  Mannigfaltigkeit  14  .    .     449 

830,  831.  Stationäre  Geraden;  consinguläre  Complexe,  erzeugt  dnrch  oonsin- 

guläre  inYolatorische  Correspondenzen  [2]  in  der  Leitschaar  q?  von 

/i\   unter  ihnen  der  Tangentenoomplex  von  ^  und  drei  doppelte 

Gewinde;   Grad  2   der  Reihe;   ein  fundamentales  Netz  durch  9: 

[(111)111] 461 

832,  833.  Zweierlei  Regeischaaren 455 

884.  Unter  den  B^  durch  den  Complex  ein  dreifach  specialisirtes  mit 
einem  doppelten  Netze  und  oo^  Gebüschen,  die  durch  dasselbe 
gehen;  es  ist  dem  Tangentencomplexe  und  den  ausgezeichneten 
Tangentialgewinden  zugeordnet,  welche  je  l&ngs  eines  Strahlen- 
netzes berühren 457 

835.  Das  Bild  F^  in  Montesano's  Abbildung  ist  ein  Kegel  2.  Grades    459 

II. 

836,  837.  Specialfälle   durch   Vereinigung   stationärer   Geraden:    [(111)21], 

[(111)3],  [(111)(11)1],  [(111)(21)] 460 

838.  Der  Tangentenoomplex  einer  Fläche  2.  Grades  mit  zwei  fundamen- 
talen Netzen:  [(lll)(lllr)]  und  seine  Regelschaar-Systeme  ....     462 

839—841.  Die  Regeischaaren  <p  und  d  zerfallen  in  je  zwei  Strahlenbüschel: 
[(211)11],  [(311)1],  [(211)2],  [(211)(ll)],  [(411)];  Mannigfaltigkeit 
und  Montesano's  Abbildung 464 

842—844.  Die  Büschel  fallen  zusammen;  der  Complex  besteht  aus  einer 
Reihe  von  singulären  Strahlennetzen,  von  denen  zwei  lauter  sin- 
gulare Strahlen  enthalten,  die  allen  consingulären  Complexen  ge- 
meinsam sind:  [(221)1],  [321];  Utannigfaltigkeit 467 

III. 

845,  846.  Ein  Büschel  von  Doppelstrahlen;  K^^  ist  ein  Punktepaar;  zwei 
Schaaren  von  Strahlennetzen:  die  einen  Leitgeraden  bilden  einen 
Kegel  2.  Grades,  die  andern  umhüllen  einen  Kegelschnitt;  zwei 
Gerade  aus  dem  Doppelbüschel  sind  beiden  gemeinsam;  ^  besteht 
aus  Kegel,  Kegelschnitt,  dem  doppelten  Bündel  um  die  Spitze  des 
Kegels,  der  doppelten  Ebene  des  Kegelschnitts 471 

847.  Die  beiden  erzeugenden  Projectivitäten;  die  stationären  Elemente; 

die  beiden  Congruenzen  singulärer  Strahlen 473 

848.  Die  consingulären  Complexe;  Grad  2;  die  beiden  isolirten  Funda- 
mental-Ge winde:  [(22)11];  Kerncomplex  einer  speciellen  Corre- 
lation;  Specialfall  [(32)1] 476 

849_852.  Der  Kegel  oder  der  Kegelschnitt  oder  beide  zerÜEillen:  [(22)2]'  und 

[(22)2]",  [(42)]'  und  [(42)]",  [(22)(11)],  [(33)] 478 

853   Complex  der  Treffgeraden  eines  Kegelschnitts,  der  Tangenten  eines 

Kegels  2.  Grades:  [(222)]',  [(222)]" 482 


Inhalt.  XXUI 

Seite 

864.  Mannigfaltigkeit  nnd  Abbildung,   nach  Montesano,   der  voran- 

gebenden  Gomplexe 488 

Znsammenstellung  in  Tabellen. 

866.  Unmöglichkeit  fundamentaler  Gebüsche  von  Gewinden;  Zusammen- 
stellung der  gefundenen  49  (bezw.  65)  Arten  nach  der  Beseich- 
nung  und  nach  der  Mannigfaltigkeit s  •   •     484 

856.  Zusammenstellung  nach  der  Zahl   und  Lage   der  Doppelstrahlen 

und  nach  der  Beschaffenheit  der  singulären  Fläche 485 

Besondere  Fälle  des  harmonischen  Complezes. 

857,  858.  Die  Arten  zerfallen  in  4  Klassen;  ein  Doppelstrahl  entsteht,  wenn 
eine  Kante  des  gemeinsamen  Polartetraeders  von  /*i,  f^  diese  Flä- 
chen harmonisch  schneidet;  harmonische  Gomplexe  [21111]  und 
[(11)1111] 488 

859.  Harmonischer  Complex  [222]'  und  [222]";  Painv  in 'scher  Complex 

fQr  ein  Paraboloid 489 

860.  Harmonischer  Complex  [(11)22]  auf  zwei  Weisen  erhalten;  Pain- 
▼  in 's  Complex  für  ein  gleichseitiges  Paraboloid;  der  Complex  der 
Axen  der  Gewinde  eines  Gebüsches  5, 490 

861.  Harmonischer  Complex  [(11)  (11)  11],  zu  jedem  gehören  oo*  Paare 
/*,,  f^\  harmonischer  Complex  für  zwei  Kugeln;  Painvin's  Com- 
plex für  eine  Rotationsfläche  2.  Grades 492 

862.  Harmonischer  Complex  [(11)  (11)  2],  auf  mehrere  Weisen  erzeugt, 
insbesondere  durch  eine  specielle  Correlation;  Painvin's  Com- 
plex fElr  ein  Rotationsparaboloid ,  für  ein  PuDktepaar;  Complex 
der  Geraden  mit  gegebenem  Verhältniss  der  Entfernungen  von 
zwei  Punkten 494 

868—866.  Harmonischer  tetraedraler  Complex  [(1])(11)(11)]  und  [(22)(]1)]; 
Complex  der  Geraden  von  gegebenem  Momente  in  Bezug  auf  eine 
gegebene  Gerade;  harmonischer  Tangentencomplex 496 

866.  [(28)11]  liefert  keinen  harmonischen  Complex;  harmonischer  Com- 
plex [(42)]" 497 

867.  Ort  der  Strahlen,  welche  zwei  Flächen  2.  Grades  nach  gegebenem 
Doppelyerhältnisse  schneiden 498 

Anhang. 

I. 
868y  869.  Die  zu  einem  Gewinde  gehörigen  cubischen  Ranmcurven,  welche 

durch  8,  2  oder  1  gegebenen  Punkt  gehen 500 

870.  Die  specielle  Raumcurve  4.  Ordnung  II.  Art,  in  welche  die  Tau- 
gentenfläche einer  zu  einem  Gewinde  gehörigen  cubischen  Baum- 
curre  bei  dessen  eindeutiger  Abbildung  übergeht 503 

871.  Einige  Sätze  zur  einzweideutigen  Abbildung  des  Gewindes  in  den 
Punktraum 503 

II. 
878.  Interessantes  Auftreten  der  Sehnencongruenz  einer  cubischen  Raum- 

curre 504 


XXIY  Inhalt. 

Seit« 

873.  Die  Normalencongraenz  einer  Fläche  2.  Grades  and  die  5  zu  des- 

mischen  dualen  Tetraeder  ihrer  singulären  Ebenen 504 

874—877.  Die  drei  confocalen  Congraeneen  (2,6)  zweiter  Art,  welche  bei  einem 
Dreiseite  einer  cnbischen  Fl&che  sich  ergeben;  ihre  drei  desmi- 
sohen  Tetraeder  der  singul&ren  Punkte  und  die  gemeinsame  Breon- 
flache 605 

878.  .Eine  Erzeugung  der  Congruenz  (2, 6) 518 

879.  Die  Congruenz  (7, 2)  der  Axen  der  Paraboloide,  die  ein  gegebenes 
Polartetraeder  haben 513 

Zusatz 514 

Verzeichniss  von  Benennungen 516 


Der  allgenieine  Oomplex  zweiten  Grades. 


Die  Coirespondenzen,  die  Gerade,  das  Strahlennetz,  die  Gewinde  and 
die  Fläehe,  welche  durch  ihn  einer  Geraden  zugeordnet  werden. 

Es  sei  r*  der  betrachtete  allgemeine  Complex;  der  Kegel  2.  Ord-  511 
nung,  der  von  einem  Punkte  X  an  ihn  kommt,  sei  mit  (X)   und  die 
Camplexcurve  2.  Klasse  in  einer  Ebene  S  mit  (|)  bezeichnet. 

Auf  einer  beliebigen  Geraden  l  ruft  F*  drei  ähnliche  Correspondemen 
hervor,  wie  es  eine  Gongruenz  2.  Grades  thut  (II,  Nr.  377);  wir  wollen 
sie  in  derselben  Weise  bezeichnen.    Die  beiden  ersten  sind  involutorisch. 

In  der  einen,  [2]p,  entsprechen  sich  smei  Funkte  von  l,  welche  Schnitte 
dieser  Geraden  mit  der  Complexcurve  in  irgend  einer  Ebene  durch  sie 
sind;  in  der  andern^  [2]^,  entsprechen  sich  zwei  Ebenen  durch  l,  welche 
den  Complexkegel  aus  irgend  einem  Punkte  von  l  berühren. 

Zwischen  den  Complexcurvfui  in  den  Ebenen  g  durch  l  und  den 
Complexkegeln  aus  den  Futtkten  X  von  l  besteht  —  bei  jedem  fUnctfe  des  6erA.£U_ 
Complexes  —  die  Begiänmg,  dass,  wenn  eine  solche  Curve  (|)  die  l  in 
X  schneidet,  ihre  beiden  in  X  sich  schneidenden  unendlich  nahen 
Tangenten  Kanten  von  {X)  sind,  g  also  den  Kegel  (X)  berührt;  und 
umgekehrt,  wenn  ^  den  (X)  berührt,  geht  (|)  durch  X  Somit  gehen  bei 
r*  2  Curven  (|)  durch  jeden  Punkt  X  von  l  und  zwei  Kegel  (X)  be- 
rühren jede  Ebene  |  durch  l;  dem  X  entsprechen  in  [2]p  die  beiden  zweiten 
Schnitte  jener  Curven  mit  l,  der  |  in  [2]^  die  beiden  zweiten  Berührungs- 
ebenen  dieser  Kegel  aus  l. 

In  der  dritten  Gorrespondenz,  [2,  2]^  entsprechen  jedem  Punkte  X 
von  l  die  Berührungsebenen  g  aus  l  an  den  Kegel  (X),  jeder  Ebene  g 
durch  l  die  Schnitte  der  Curve  (g)  mit  l. 

In  jedem  Strahlenbüschel  (X,  ^),   zu  welchem  l  gehört,   wollen  512 
wir   zu   l  in  Bezag   auf  die   beiden   dem  Complexe  F*   angehörigen 
Strahlen  den  vierten  harmonischen  Strahl  construiren;  da  die  genannten 
Strahlen  sowohl  die  in  |  gelegenen  Kanten  von  (X),  als  die  von  X 
kommenden  Tangenten  von  (|)  sind,  so  liegt  der  vierte  harmonische 

Sturm,  Liniengeometrie.    III.  1 


2    Die  Correspondeozen,  die  Gerade,  das  StrahleDnetz,  die  Gewinde  n.  die  Fl&che, 

Strahl  ebenso  in  der  Polarebene  von  l  nach  {X),  wie  er  durch  den 
Pol  von  l  nach  (g)  geht.  Folglich  befinden  sich  alle  diese  Pole  in 
allen  jenen  Polarebenen  und  könneu  daher  nur  in  einer  Geraden  liegeo^ 
durch  welche  diese  Ebenen  gehen. 

Durch  den  Complex  T*  mrä  jeder  Geraden  l  eine  andere  V  zu- 
geordnet, die  wir  ihre  Polare  in  Bezug  auf  I^  nennen.  Sie  ist  so- 
woJd  der  Ort  der  Pole  von  l  in  Bezug  auf  die  CompUxcurven  in  den 
Ebenen  i  durch  l,  als  auch  der  Ort  der  Polarebenen  von  l  in  Bezug  auf 
die  Complexkegel  aus  den  Punkten  X  von  l. 

Die  Beziehung  zunschen  l  und  V  ist  nicht  reciproh 

Die  vierten  harmonischen  Strahlen,  welche  der  Geraden  l  zugeordnet 
sind  in  Bezug  auf  die  beiden  Strahlen  von  F*  in  den  durch  l  gehenden 
Strahlenbüscheln  (Xy  |),  erzeugen  das  Strahlennetz  \ly  Z'],  welches  die 
Polarcongruenz  oder  das  Polar-Strahlennetz  von  l  in  Bezug  auf  I^  heissL 

Die  durch  dieses  Netz  gehenden  Gewinde  heissen  die  Polarcomplexe 
oder  die  Polargewinde  von  l  in  Bezug  auf  F^. 

Der  Schnitt  des  Polar-Strahlennetzes  mit  F*,  eine  Regelfläche 
4.  Grades  (I,  Nr.  35),  wird  durch  die  Tangenten  der  Complexcurven 
der  Ebenen  S  durch  l  in  ihren  Schnitten  mit  l  oder,  was  dasselbe  ist, 
durch  die  Kanten  der  Kegel  aus  den  Punkten  l,  in  denen  sie  von 
Ebenen  durch  l  berührt  werden,  gebildet. 

Wenn  p  zum  Polar-Strahlennetze  von  l  gehört,  so  gehört  l  auch  zu 
dem  von  p;  oder  wenn  p  die  Gerade  l  und  ihre  Polare  V  trifft,  so  trifft 
l  auch  die  Polare  p  von  p. 

a 
513  Auch  auf  einer  zweiten  Graden  m  rufen  die  Complexkegel   aus 

den  Punkten  von  l  eine  involutorische  Gorrespondenz  [2]  hervor,  weil 

durch  jeden  Punkt  von  m  diejenigen  beiden  von  diesen  Kegeln  gehen, 

welche  ihre  Spitzen  in  den  Schnitten  von  l  mit  dem  Complexkegel  aus 

jenem  Punkte  haben.    Nun  giebt  es  (I,  Nr.  23)  in  einer  involutorischen 

Gorrespondenz  [2]  stets  2  Paare  entsprechender  Elemente,   die  zu  2 

gegebeneu  Elementen  des  Trägers  harmonisch  sind.     Also: 

Der  Ort  der  Spitzen  derjenigen  Complexkegel,  in  Bezug  auf  welche 
zwei  gegd>ene  Punkte  U,  V  conjugirt  sind,  ist  eine  Fläche  2.  Grades  (U,  V), 
welche  durch  0,  F  selbst  geht;  wie  Battaglini  gefunden  hat. 

Die  involutorische  Gorrespondenz  [2],  welche  durch  die  Complex- 
kegel, die  ihre  Spitzen  X'  auf  der  Polare  V  haben,  auf  l  entsteht,  ist 
die  [2]p  auf  l  selbst. 

Denn  die  Kanten  eines  solchen  Kegels  in  der  Ebene  ^^E^X'l  sind 
die  Tangenten  von  X'  an  die  Complexcurve  (S)  und  schneiden  l  in 
denselben  Punkten  wie  diese  Curve,  da  sie  dieselbe  auf  l  berühren. 


welche  dorch  den  Complex  einer  Geraden  zugeordnet  werden.  3 

Betrachten  wir  die  Fläche,  welche  durch  die  Complexctirven  in  den 
Ebenen  g  durch  l  gdnldet  wird.  Sie  ist  identisch  mit  der  Fläche^  welche 
von  den  Complexkegdn  der  Punkte  X  auf  l  umhüllt  wird. 

Denn  jeder  Punkt  einer  Curve  (6)  gehört  als  Schnitt  zweier  un- 
endlich naher  Tangenten  derselben  zur  Schnittcurve  der  beiden  Com- 
plexkegel,  welche  den  Schnitten  dieser  Tangenten  mit  l  zugehSren. 

Wir  nennen  diese  Fläche  die  Camplexfläche  von  l  in  Bezug  auf  F**) 
und  bezeichnen  sie  mit  (2);  l  mag  ihr  Träger  genannt  werden. 

Wegen  ihrer  dualen  Entstehnngsweisen  ist  diese  Fläche  (l)  gleicher 
Ordnung  und  Klasse  und  zwar  vierter;  man  ersieht  sofort,  dass  l  auf 
ihr  sowohl  Doppelgerade,  als  Axe  eines  Büschels  doppelter  (in  zwei  Punk- 
ten berührender)  Tangentialebenen  ist;  in  jeder  Ebene  g  durch  l  haben 
wir  noch  die  Curve  (g)  als  weiteren  Schnitt,  und  ebenso  aus  jedem 
Punkte  X  von  l  noch  den  Kegel  (X). 

Allgemeiner  aber  ergiebt  sich  die  Ordnung  von  (2)  (und  dual  die 
Klasse)  vermittelst  der  Charakteristikenformeln  (I,  Nr.  19)  für  die 
Kegelschnitte  (S),  welche  die  Fläche  (l)  erzeugen.  Weil  sie  in  den 
Ebenen  eines  Büschels  liegen,  in  jeder  Ebene  ein  Kegelschnitt,  so  ist 
f*  =  1 ;  der  Grad  von  I^  lehrt,  dass  zwei  von  ihnen  eine  gegebene 
Ebene  berühren:  die  Tangenten  sind  die,  welche  an  die  Complexcurve 
dieser  Ebene  vom  Spurpunkte  von  l  kommen;  also  p  »>  2.  Durch  die 
Entstehung  dieser  Kegelschnitte  ist  im  allgemeinen  ein  Geradenpaar 
ausgeschlossen:  d  <»  0;  daher  liefern  die  genannten  Formeln: 

V  —  4,        12  =«  4. 

Ersteres  bedeutet,  dass  4  von  diesen  Kegelschnitten  eine  Gerade  treffen. 

Dass  es  unter  ihnen  4  Punktepaare  giebt,  wie  das  zweite  Ergeb- 
niss  aussagt,  und,  dual,  unter  den  Complexkegeln  aus  den  Punkten 
von  {  4  Ebenenpaare,  wird  uns  bald  von  Werth  sein. 

Wenn  T  ein  Punkt  einer  von  den  Curven  (J)  ist,  so  sind  die 
beiden  in  ihm  sich  schneidenden  Tangenten  Kanten  des  Kegels  (Y); 
folglich  ist  S  Berühruogsebene  dieses  Kegels  und  l  Tangente  desselben. 

Daher  ist  die  Complexfläche  (l)  auch  Ort  der  Punkte,  deren  Complex- 
kegel  die  Gerade  l  berühren,  und  wird  (dual)  von  den  Ebenen  eingehüllt, 
deren  Complexctirven  die  Gerade  l  treffen. 

Die  Complexkegel,  welche  ihre  Spitzen  auf  einer  Geraden  m  haben, 
erzeugen   auf  l  eine  involutorische  Correspondenz  [2J;   die  4  Coinci- 


*)  Plücker  nennt  sie  in  der  Neuen  Geometrie  des  Raumes,  je  nachdem  l 
endlich  oder  unendlich  fern  ist,  die  Meridian-,  bezw.  Aeqnatorialfl&che  von  l.  Und 
die  Polare  t  nennt  er  nicht  Polare  in  Bezug  auf  r\  sondern  in  Besag  auf  diese 
Flftche  (0. 


4     Die  CoiieBpondenzen,  die  Gerade,  das  Strahlennets,  die  Gewinde  u.  die  F^che, 

denzen  derselben  beweisen,  dass  es  auf  m  4  Punkte  giebt,  deren  Kegel 
l  berühren,  also  die  Ordnung  4  der  Complexfiäche  (t). 

Suchen  wir  femer  bei  der  dualen  Erzeugung  den  Berührungspunkt 
einer  von  den  einhüllenden  Ebenen.  Die  Curve  (i^)  in  ihr  treffe  l  in 
X;  die  Tangente  o;  in  X  an  (17)  ist  die  Beruh  rungskante  von  1]  mit 
(X);  die  in  der  Ebene  xl  befindliche  der  x  unendlich  nahe  Kante  des 
Kegels  aus  dem  Nachbarpunkte  des  X  auf  l  schneidet  x  in  einem  Punkte 
der  Berührungscurve  von  (X)  mit  (l),  also  in  dem  von  17;  dieser  Schnitt 
ist  der  Berührungspunkt  von  x  mit  der  Complexcurve  in  der  Ebene  xl. 

Also  Berührungspunkt  einer  der  einhuUenden  Ebenen  rj  ist  der  Be- 
rührungspunkt der  Geraden^  welche  (ji)  in  ihrem  Schnitte  mit  l  tangirt, 
mit  der  Complexcurve  in  der  diese  Gerade  mit  l  verbindenden  Ebene. 

514  Betrachten  wir  die  Correspondenz  [2,  2]<  zwischen  der  Punktreihe 

l  und  dem  Ebenenbüschel  {. 

Jene  hat  4  Verzweigungspunkte  A^,  A^,  A^^  A^,  denen  je  zwei 
zusammenfallende  Ebenen  entsprechen:  die  Doppelebenen  im  Ebenen- 
büscbel.  Die  beiden  Ebenen  aber,  die  einem  Punkte  X  von  l  enir 
sprechen,  sind  im  allgemeinen  die  Tangentialebenen  aus  l  an  den 
Kegel  (X).  Nun  gehört  l  nicht  zum  Complexe  und  also  auch  zu 
keinem  der  Kegel  (X);  wenn  daher  die  A^  entsprechenden  Ebenen 
zusammenfallen,  so  kann  dies  nur  dadurch  geschehen,  dass  der  Kegel 
(^J  ein  Ebenenpaar  ist;  die  beiden  „Berührungsebenen^^  aus  l  vereinigen 
sich  dann  in  der  Ebene  nach  der  Doppellinie  a^]  dass  es  auf  l  4  Punkte 
giebt,  deren  Complexkegel  Ebenenpaare  sind,  haben  wir  ja  eben  auch 
auf  andere  Weise  gefunden. 

Wir  erkennen  weiter,  dass  die  beiden  Punkte,  welche  dem  Aj^  in 
der  Correspondenz  [2]/>  entsprechen,  sich  in  dem  zweiten  Schnitte  der 
l  mit  der  Complexcurve  in  der  Ebene  la^  vereinigen:  der  erste  Schnitt 
ist  der  Punkt  A^]  denn  da  der  Kegel  {A^)  von  dieser  Ebene  in  der 
Doppellinie  a^  geschnitten  wird,  so  repräsentirt  dieselbe  die  beiden  im 
Punkte  Ai  sich  schneidenden  unendlich  nahen  Tangenten  der  genannten 
Complexcurve. 

Daher  ist  A^  auch  Verzweigungspunkt  der  Correspondenz  [2]p 
und  der  erwähnte  zweite  Schnitt  zugehöriger  Doppelpunkt. 

Endlich  für  [2]^  ist  die  Ebene  la^  sich  selbst  entsprechende  Ebene. 

Also: 

Auf  jeder  Geraden  l  giebt  es  4  Punkte  A^,  A^,  A^,  A^,  deren  Com- 
plexkegel Ebenenpaare  sind: 


mit  den  DoppeUinien  a^,  a^,  ^3»  ^4- 


welche  dnrch  den  Complez  einer  Geraden  zugeordnet  werden.  5 

Die  4  Punkte  Ai  sind  Vergweigungspunkte  sowohl  von  [2,  2]i,  als 
wn  [2]p;  die  4  Ebenen  2  a,-  sind  die  Doppelebenen  von  [2,  2]i  und  die 
Coincidenzd>enen  von  [2]^. 

Ebenso  dual: 

Durch  jede  Gerade  l  gid>t  es  4  Ebenen  ft,  /},,  /J3,  /J^,  deren  Com- 
plexeurven  in  Punktepaare  ausarten: 

mit  den  Doppellinien  b^y  b^j  b^j  b^. 

Die  4  Ebenen  ßi  sind  Verzweigungsd)enen  sowohl  von  [2^  2]j,  als 
von  [2]^;  die  4  Punkte  Ibi  sitid  die  zugehörigen  Doppelpunkte  von  [2,  2]^ 
und  die  Coincidenzpunkte  von  [2]p. 

Für  jedes  der  beiden  Geradenquadrupd  ai  und  bt  ist  die  Polare  V 
von  l  die  zweite  Treffgerade.  Denn  die  Polarebene  von  l  nach  dem 
Ebeuenpaare  (Ai)  geht  durch  Oi,  und  der  Pol  von  l  nach  dem  Punkte- 
paare (ßi)  liegt  auf  bi. 

Die  Schnittpunkte  eines  jeden  der  die  Fläche  (t)  erzeugenden 
Kegelschnitte  (|)  mit  l  sind  die  Berührungspunkte  seiner  Ebene  |  mit 
der  Fläche,  und  dual  die  Tangentialebenen  von  l  an  den  Complexkegel 
(2[)  eines  Punktes  X  von  l  sind  die  Berührungsebenen  der  Fläche 
in  X. 

Also  sind  die  4  Punkte  A^,  A^,  A^,  A^  die  Ouspidcdpunkte  von  (l) 
auf  ihrer  Doppelgeraden  l,  d.  h.  die  Punkte  mit  einer  einzigen  durch  l 
gehenden  Berühr imgsebene  lot]  und  die  Ebenen  ß^,  ß^,  ß^j  ß^  sind  die 
4  Ebenen  durch  l,  deren  beide  auf  l  gelegenen  Berührungspunkte,  in  Ibi, 
zusammengerückt  sind.    Nennen  wir  solche  Ebenen  Ouspidalebenen. 

Aber  jede  Ebene  ßi  berührt  nicht  blos  in  diesem  Punkte,  sondern 
längs  der  ganzen  (torsaien)  Geraden  bi,  da  diese  doppelt  gerechnet  die 
Schnittcurve  (ßi)  darstellt. 

Und  Aenso  ist  dual  im  Punkte  Ai  nicht  blos  Idi,  sondern  jede  Ebene 
des  Büschels  at  Berührungsebene;  so  dass  Of  die  ausgezeichnete  Gerade 
des  Cuspidalpunktes  Ai  ist  (II,  Nr.  405). 

Eine  solche  Gerade  —  dual  zu  einer  torsaien  —  mag  eine  Ouspir 
dalaxe  genannt  werden. 

Die  Punkte  Ai  und  die  Ebenen  ßi,  als  die  einen  und  andern  Ver-  515 
Zweigungselemente  einer  Correspondenz  [2,  2],  haben  dasselbe  Doppel- 
verhältniss  (I,  Nr.  15). 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Bezeichnung  so  eingerichtet  sei,  dass: 

(A^A^A^AJ  =  (ßJJM' 
Die  beiden  Tangenten  aus  einem  Punkte  X  von  l  an   die  Gurve   in 
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einer  Ebene  |  durch  l  sind  die  Schnittkanten  von  £  mit  dem  Kegel 
(X)f  ihre  Berührungspunkte  mit  (S)  zugleich  die  Berührungspunkte 
der  Ebenen,  welche  längs  der  Kanten  den  (Z)  tangiren,  mit  der  Fläche 
(Z).  In  der  Ebene  ß^  sind  dieselben  in  die  Punkte  B^'y  B^'  gefallen, 
und  weil  die  Kanten  XJ^^';  XJ?/^  verschieden  sind,  sind  auch  ihre 
Berührungsebenen  von  einander  und  von  ß^  verschieden.  So  erhalten 
für  jeden  der  beiden  Punkte  J?^  ausser  /3|  noch  eine  Berührungsebene, 
und  die  übrigen  Punkte  X  von  l  bringen  noch  weitere. 

Die  8  Funkle  der  4  PunktqMare,  die  sich  unter  den  erzeugenden 
Kegelschnitten  der  Complexfläche  (l)  befinden^  sind  Doppelpunkte  derselben. 

Sie  erniedrigen  die  Klasse  20,  die  einer  Fläche  4.  Ordnung  mit 
Doppelgeraden  zukommt,  um  2.8  auf  4  (II,  Nr.  420, 421).  Die  Geraden 
bi  sind  die  a.  a.  0.  besprochenen  torsalen  Geraden,  welche  je  zwei 
Knotenpunkte  verbinden  und  die  Doppelgerade  treffen. 

Ingleichefi  sind  die  8  Ebenen  der  4  Ebenenpaare  {Ai),  die  sich  unter 
den  einhüllenden  Kegein  befinden,  DoppehBerührungsebenen  der  Fläche  (l). 

Die  Berührungscurven  aller  Complexkegel  ans  den  Punkten  von  l 
mit  ({)  gehen  durch  die  8  Punkte  B. 

Demnach  sind,  weil  diese  Curven  als  Schnittcurven  zweier  Kegel 
2.  Grades  Raumcurven  4.  Ordnung  1.  Art  sind,  diese  8  Punkte  asso- 
ciirte  Punkte  (vergl.  auch  11  Nr.  490). 

Die  Complexkegel  aus  den  Punkten  einer  Geraden  befinden  sich  in 
demselben  Flächennetge  2.  Ordnung, 

Es  seien  U,  V  irgend  2  Punkte  auf  Z;  der  Complexkegel  (JB/) 
zerfällt  offenbar  in  den  Strahlenbüschel  (J?/,  ß^)  und  einen  zweiten; 
da  die  Ebene  des  ersten  durch  l  und  U,  V  geht,  so  sind  ersichtlich 
U,  V  in  Bezug  auf  dieses  Ebenenpaar  conjugirt;  folglich  liegt  J?/  und 
ebenso  jeder  der  8  Punkte  B  auf  der  Fläche  (17,  V). 

Mithin  unrd  das  Netz  durch  die  8  Punkte  B  durch  die  Flächen  (?7,  F) 
gebildet,  welche  zu  den  oo^  auf  l  möglichen  Punktepaaren  gekoren:  jede 
Fläche  des  Netzes  schneidet  in  l  die  beiden  Punkte  CT,  V  ein,  zu  denen 
sie  gehört. 

Die  Polarebenen  von  l  in  Bezug  auf  die  Kegel  (X)  und  (7)  von 
zwei  Punkten  X  und  Y  auf  l  schneiden  sich  auf  Z';  also  enthält  diese 
Gerade  die  beiden  andern  Kegelspitzen  des  Büschels  [(X)(F)]. 

So  zeigt  sich  nun,  dass  die  Kegelspitzen-Ourve  unseres  Netzes  sich 
zusammensetzt  aus  Z,  l'  und  den  4  Ebenenpaar-Doppellinien  ai,  und  dass 
die  Punkte  X'  der  Polare  t  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  8  Strahlen 
X'  (JSi', . . .,  jB/')  auf  einem  Kegel  2.  Grades  liegen.  Die  diesen  Kegeln 
zugehörigen  U,  V  sind  die  Paare  entsprechender  Punkte  von  [2]p  auf  Z. 

Wir  fanden,  dass  die  Curve,  längs  deren  ein  Kegel  (X)  aus  einem 


welche  durch  iden  Gomplex  einer  Geraden  zugeordnet  werden.  7 

RutMe  X  von  l  die  Camplexfläche  (l)  berührt,  eine  Baumcurve  4.  Ord- 
nung 1.  Art  ist.  Der  Berührungspunkt  einer  Kante  x  eines  solchen 
Kegels  ist  der^  in  welchem  sie  die  Complexcurve  in  der  Ebene  Ix 
tangirt^  und  so  haben  wir  in  jeder  Ebene  (  durch  l  zwei  solche  Punkte, 
deren  Verbindungslinie  als  Polare  von  X  durch  deu  Spurpunkt  V^ 
geht;  die  Kegelspitze  X  ergiebt  sich  als  Doppelpunkt;  der  Raumcurye. 
In  den  beiden  Ebenen  durch  2,  welche  (X)  tangiren,  sind  diese  beiden 
Punkte  nach  X  gerückt;  diese  Ebenen  sind  die  beiden  Schmiegungs- 
ebenen  der  Raumcurve  und  die  Kanten,  längs  deren  sie  (X)  tangiren, 
die  Tangenten  des  Doppelpunktes.  Kommt  X  in  einen  der  Punkte  Äij 
so  zerlegt  sich  die  Raumcurve  in  die  beiden  Kegelschnitte,  längs  deren 
die  Doppel-Berührungsebenen  a/,  Oi'  die  Fläche  (l)  tangiren.  Von  einer 
Ebene  ßi  wird  der  Kegel  (X)  geschnitten  in  den  Strahlen  aus  X  nach 
Bi  und  Bi'\  Kommt  aber  die  Spitze  in  den  Punkt  89^  ^  &t2,  so  fallen 
diese  Strahlen  in  bi  zusammen:  der  Kegel  aus  diesem  Punkte  beröhrt 
also  ßi  längs  bi  und  die  Complexfläche  ausserdem  noch  längs  einer 
cubischen  Baumcurve  B^j  welche  in  83^  einen  einfachen  Punkt  hat  mit 
der  zweiten  BerOhrungsebene  aus  l  an  (89,)  und  ihrer  Berührungskante 
als  Schmiegungsebene  r<  und  Tangente  U*  Weil  die  Verbindungsebene 
der  beiden  Kanten  biy  ti  Polarebene  von  l  nach  (fdi)  ist,  so  tri£Ft  auch 
ti  die  Polare  V. 

Die  beiden  Tangenten  aus  83<  an  die  Complexcurve  (g)  in  einer 
Ebene  |  durch  l  berühren  in  den  weiteren  Schnitten  der  i?»'  mit  |; 
ihre  Verbindungslinie,  die  Polare  von  f&i,  geht  durch  gT,  den  Pol  von 
{;  also  treffen  alle  diese  Sehnexi  der  jß,^  die  l  und  V,  folglich  bilden 
sie  eine  Regelschaar,  zu  deren  Leitschaar  l  und  V  gehören.  In  der 
Ebene  /J«  fallen  jene  Tangenten  in  bi  zusammen;  daher  wird  die  Sehne 
Tangente  der  Bi^  mit  dem  Berührungspunkte  auf  &»•;  auch  sie  trifft  V 
und  zwar,  da  Punkt  ßiV  ^  biV  ist,  in  diesem  Punkte,  der  dadurch  sich 
als  zweiter  Punkt  99/  von  Bi^  auf  der  Sehne  &»•  herausstellt,  mit  in  ßi 
liegender  Tangente  t/]  die  Ebene  ti't  ist  Berührungsebene  des  Hyper- 
boloids der  beiden  Regeischaaren,  also  Schmiegungsebene  t/  der  Bi^  in 
89/.  Nennt  man  nun  noch  Z)^  den  Schnitt  von  U  mit  V  oder  r/  und 
Z)/  den  von  t/  mit  l  oder  ti,  so  ist  89,99/S)<S)/  ein  Schmiegungstetra- 
eder  von  Bi\ 

Die  Curve  Bi^  geht  durch  die  6  nicht  auf  bi  gelegenen  Doppel- 
punkte B\  die  drei  andern  Geraden  bk  sind  Polaren  des  89i  in  Bezug 
auf  die  (/J^).  Also  gehören  sie  zur  Sehnen -Regelschaar  der  Bi^  und 
bestimmen  sie.*) 


*)  Yergl.  Kleiber,  Zeitachr.  f.  Mathem.  Jahrg.  83  8.  849. 
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516  Untersuchen  wir  nunmehr  die  gegenseitige  Lage  der  8  Doppelpunkte 

Bi\  . . .,  £/'  und  der  8  DoppeUBerührungsebenen  a^\  . . .,  cc/'. 

Der  Berührungs-Kegelschnitt  [a^']  von  «/,  der  den  vollen  Schnitt 
mit  (l)  bildet,  muss  die  Ebene  ß^y  deren  voller  Schnitt  aus  der  Doppel- 
geraden l  und  der  torsalen  Geraden  b^  besteht,  auf  diesen  Geraden 
treffen,  also  in  zwei  getrennten  Punkten,  so  dass  der  Begegnungspunkt 
mit  &i  einer  der  beiden  Doppelpunkte  J?/,  B^  auf  6^  ist,  weil  sonst 
Berührung  von  [a/J  mit  /3^  auf  b^  stattfände.  Daher  enthält  die  eine 
von  0wei  zusammengehörigen  Ebenen  at  und  ihr  Berührungs- Kegelschnitt 
4  Punkte  Bi  und  zwar  aus  jedem  Paare  einen,  die  andere  die  4  andern. 

Wenn  also  die  auf  [a^]  gelegenen  JSi",  B^',  B^,  Bl  sind,  so 
liegen  J5/,  B^',  B^\  B^'  auf  [«/'];  [«/]  muss  durch  2  Punkte  einer 
jeden  dieser  beiden  Gruppen  gehen,  weil  andernfalls  [a^"]  durch  3 
gehen  müsste.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  B^^  ausser  auf  [a/'],  noch 
auf  [«a']»  [««']>  [«/]  Jiögö  "~  80  weit  ist  es  blosse  Sache  der  Bezeich- 
nung — ,  so  müssen  die  3  andern  Punkte,  welche  mit  B^  auf  [a/'] 
sich  befinden,  sich  auf  die  3  weiteren  J?/  enthaltenden  Kegelschnitte 
so  vertheilen,  dass  B^'  auf  [«/],  B^'  auf  [«j'],  B^'  auf  [«/]  liegt; 
weil  diese  Vertheilung  allein  zu  der  vorausgesetzten  Projectivitat: 

führt. 

Wir  wollen,  um  dies  zu  erkennen,  die  dann  vollständig  bestimmte 
Vertheilung  der  Punkte  B  auf  den  Ebenen  a  und  ihren  Kegelschnitten 
[a]  in  einer  Tabelle  hinschreiben;  es  liegen  in: 

«/':    Bi'y   B^%  jBj",  5/'; 
[«,  J?]     <:    B/,  B^\  B,\  J?;;        a,":    B,'\  B,\  B^\  5/; 

o,":    B;\  B^\  B,\  £/'; 

«/'•     ^19    ^2%    ^8»    -B*   ' 

Aus  dieser  Tabelle  ist  umgekehrt  zu  entnehmen,  welche  von  den 
Ebenen  a  durch  jeden  Punkt  B  gehen  und  dessen  Anschmiegungskegel 
berühren.  So  wird  z.  B.  der  Anschmiegungskegel  [^^'J  berührt  von 
^i"i  ^if  ^^7  ä/j  ^iö  Tangente  6/  in  B^  an  \a^']  ist  offenbar  eine  Kante 
desselben  und  zwar  die,  längs  deren  a^'  berührt.  Ferner  tangirt  ihn 
auch  ß^\  schneiden  wir  daher  jene  4  Berührungsebenen  mit  ß^  und 
«/',  so  erhalten  wir,  da  z.  B.  B^A^  der  Schnitt  von  a^'  mit  /J,,  b^ 
und  B^B^'  die  von  c/',  «/  mit  a"  sind: 

b;(^„  ä„  a„  a,)  a  b^K  b,",  b,",  b:'). 

Aber  auf  [«/'],  auf  dem  auch  A^  liegt,  haben  wir: 

B,'{i,\  B,",  B-',  b:')  A  A,iB,',  B,",  B,",  B/'); 


<: 

B,", 

^«'> 

Bi, 

b;-, 

«j': 

B,', 

Bt', 

Bs', 

b;-, 

«»': 

B^, 

Bi, 

B,", 

b;-, 

«/: 

5.', 

Bl, 

Bi, 

b:'i 

welche  dnrcb  den  Compiex  einer  Geraden  zugeordnet  werden.  9 

also: 

b;(a„  j„  a„  a,)  a  a,(b,',  b,",  b,",  b;') 

oder: 

denn  A^B^j  ...  sind  die  Schnitte  von  a^'  mit  /S^,  ....  Würden  wir 
aber  beispielsweise  B^\  B^\  J?/'  auf  «3',  ofg',  «/  vertheilt  haben,  so 
ergäbe  sich: 

A,A,A,A,  A  B-^iA,,  ^,  A,,  A,)  A  B,\h,\  B,'\  B,%  B,") 
A  -4i(B/,  £3",  JSg",  B^")  A  ßißzßißi' 

Diese  gegenseitige  Lage  der  J?  und  a  entspricht  natürlich  dem  in 
II  Nr.  419  und  421  Gesagten;  hier  handelte  es  sich  darum,  sie  aus 
den  Eigenschaften  des  Complezes  abzuleiten. 

Jeder  von  den  (J)  erzeugenden  Kegelschnitten  berührt  die  8  Doppel-  517 
Berührangsebenen,  wie  dual  jeder  von  den  einhüllenden  Kegeln  durch 
die  8  Doppelpunkte  geht. 

Prqjicirt  man  cüso  die  Complexcurven  in  den  Ebenen  durch  l  aus 
einem  der  Punkte  B  auf  eine  beliebige  Ebene  »,  so  ergibt  sich  eine  Kegel- 
schnittrSchaar  mit  den  Spuren  der  4  durch  den  B  gehenden  Ebenen  a 
in  n  als  Grundtangenten ;  man  erkennt  leicht,  warum  eins  der  4  Punkte- 
paare verloren  geht. 

Die  Strahlen  von  F*,  welche  l  treflfen,  berühren  alle  die  Complex- 
fiäche  (Q,  als  Tangenten  der  erzeugenden  Curven  oder  als  Kanten  der 
einhüllenden  Kegel. 

Daher  ist  die  Congruenss  2,  Grades^  welche  aus  F*  durch  ein  Strahlen- 
gebüsche  [l]  ausgeschieden  tvird,  diejenige  mit  der  singulären  Geraden  l, 
die  wir  in  Bd,  II  Nr,  490  als  Congruenz  der  Geraden  erhielten  ^  welche 
eine  Fläche  4.  Ordnung  mit  einer  Doppdgeraden  und  8  weiteren  Knoten- 
punkten berühren  und  die  Doppelgerade  treffen. 

Nehmen  wir  unter  den  8  Doppel-Berührungsebenen  5  heraus,  so 
befinden  sich  darunter  entweder  2  Paare,  deren  Schnittlinien  die  l 
treffen,  oder  nur  eins.  Wir  wollen  jenen  Fall  bevorzugen  und  erhalten 
folgende  Herstellungsweise  der  Fläche  (/): 

Eine  Gerade  l  und  5  Ebenen  «/,  «/',  a^',  «g",  «3'  sind  gegeben  in 
der  Lage,  dass  die  Schnittlinien  cc/a/',  cc^'cc^*'  die  l  schneiden;  durcli  die 
Kegelschnitte  in  den  Ebenen  von  Z,  u^elche  die  5  gegebenen  Ebenen  oder 
ihre  Spuren  tangiren,  entsteht  unsere  Fläche  (l). 

Da  l  stets  durch  den  Schnitt  der  Spuren  von  a^  und  a/'  und  den 
der  Spuren  von  a/,  a^ '  S^^^>  ^^  würde  ein  erzeugender  Kegelschnitt, 
welcher  l  berührt,  in  diese  beiden  Punkte  zerfallen;  aber  «3'  geht 
durch  keinen  von  beiden.    Daher  berührt  kein  erzeugender  Kegelschnitt 
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die  Grerade  2.  Daraus  folgt  dann  wiederam,  dass  die  Tangenten  dieser 
Gurren  so  angeordnet  sind^  dass  von  jedem  Pnnkte  X  Ton  I  ein  Kegel 
2.  Grades  kommt;  die  beiden  Berüfarungsebenen  von  l  an  denselben 
lebren,  dass  durch  X  zwei  von  den  erzengenden  Curven  gehen.  Die 
Fläche  ist  daher  4.  Ordnung  mit  l  als  Doppelgerade. 

In  den  Ebenen  von  l  nach  den  Punkten  a^ip^a^f  ^\^%'}  ^^ti 
a^'a^')  zerfallen  die  Kegelschnitte  in  Punktepaare.  Diese  8  Punkte 
ergeben  sich^  wie  schon  Nr.  515,  als  conische  Doppelpunkte  der  Fläche ; 
woraus  dann  wieder  (11,  Nr.  421)  folgt,  dass  sie,  ausser  den  5  ge- 
gebenen Ebenen,  noch  3  andere  conische  Doppel-Berührungsebenen  hat. 

Diese  Erzeugung  beweist,  dass  der  Fläche  die  MannigfaUigkeit  17 
ztikommt;  denn  l  ist  in  oo^  Weisen,  a/,  a^\  a,'  sind  je  in  oo'  Weisen, 
a/',  a^"  aber,  welche  durch  Za/,  la^'  gehen  mQssen,  nur  in  je  oo* 
Weisen  zu  wählen;  4  -l-  3.3  4~  ^-^  =  17.  Diese  ausgezeichneten  Ele- 
mente besitzt  aber  die  Fläche  nur  in  endlicher  Zahl. 

Die  Fläche  4.  Ordnung  mit  einer  doppelten  Geraden  ohne  Knoten- 
punkte hat  die  Mannigfaltigkeit  25*),  welche  durch  8  Knotenpunkte 
auf  17  herabgebracht  wird. 

518  Mit  der  Compiexfläcke  (Q  sind  vier  Gewinde  verbunden. 

Wir  bestimmen  zuoächst  ein  Gewinde  F  durch  die  5  Strahlen  {, 
die  Polare  T,  femer  J5/^",  -^'J5/',  B/JB,".  Die  beiden  Punkte,  in 
denen  bi  die  beiden  Geraden  I,  t  trifft,  sind  zu  den  beiden  Punkten 
Bi,  Bi'  auf  bi  harmonisch;  denn  der  auf  V  ist  ja  Pol  von  {  in  Bezug 
auf  dieses  Complex-Punktepaar  (B/,  B/')]  daraus  folgt,  dass  zu  der 
Regelschaar,  welche  durch  b^y  b^  aus  F  ausgeschieden  wird  und  I,  V, 
B^B^'  enthält,  auch  B^'B;  gehört.  Folglich  sind  B^'B^  und  B/'JB/, 
B^'B^  auch  in  F  enthalten.  Die  Nullebene  von  B^  ist  daher  a^'j 
weil  in  sie  B^B^\  B^B^'  fallen,  und  B^\  B^,  B^\  BI,  JS/'  haben 
Oj',  ttj",  a,',  «/',  «/  zu  Nullebenen.  In  «,''  liegt  B/';  somit  werden 
BC  B;  und  B;\B;,B;),  B^{B^',B^\B;')  strahlen  von  F;  und 
folglich  sind  a^^  a^'  die  Nullebenen  der  Punkte  Bl\  B^.  In  unserem 
Gewinde  F  sind  daher  den  Punkten: 

die  Ebenen: 

fdar. 

Dem  Punkte  A^Tiila(  entspricht  die  Ebene  ZB/'fe/Jj,  dem 
Strahle  b^'^iB^'B^'  der  Strahl  a/'a/^Oj;  mithin  sind  in  Bezug  auf 

*)  Mathem.  Annalen  Bd.  Sl  8.  614. 


welche  durch  den  Complez  einer  Geraden  zugeordnet  werden.  H 

r  den  Punkten  Äi,  J^y  A^,  A^  die  Ebenen   ß^^  /3g ,  ß^,  ß^  und   den 
Strahlen  b^  h^,  h^,  b^  die  Strahlen  o^,  a^,  a^^  a^  polar. 

Die  singulären  Elemente  von  (l)  gehen  durch  Polarisirung  in  Bezug 
auf  r  in  einander  über. 

Der  BerQhrungs-Eegelschnitt  [o^']  enthält  die  Punkte  A^  B^'^ 
B2,  B^j  £/;  folglich  geht  er  über  in  den  Anschmiegungskegel  \B^'\ 
welcher  von  /Jj,  o^',  «,",  a^",  c/'  tangirt  wird. 

Jeder  Punkt  X  yon  l  transformiert  sich  in  eine  Ebene  £  durch  \  der 
Complexkegel  (X)  aus  jenem,  der^  wie  wir  wissen,  durch  die  8  Punkte 
B  geht,  in  einen  in  |  gelegenen  Kegelschnitt,  welcher  die  8  Ebenen 
a  berührt,  also  in  die  Complexcurve  (|)  und  demnach  auch  die  Be- 
rührungsebenen von  jenem  in  die  Punkte  von  dieser.  Wir  sehen,  die 
Camplexfläche  (l)  geht  durch  Polarisirung  in  Bezug  auf  F  in  sich  selber  über. 

In  den  drei  andern  Gewinden  sind  den  Punkten  B  in  der  obigen 
Beihen folge  polar  die  Ebenen: 

f      0f      f      ff      f      ff      f      ff 


^if 

«8  ;  «4* 

ff          f 
«4  >    «1 J 

//        /        ff 

«4'; 

ff        f 

«4  ;    «8  > 

ff          f 

«8  >  ««; 

ff       f       ff 

Wir  können  diese  drei  Gewinde,  ausser  durch  l,  l\  durch: 

T>'7?'  H  ""O  '  "D^'ID'.  T?'"!?'  T?"T>"  T?'!?".  "D'T}*'  7?'T>'  "D"!?" 
-ö,  iJj  ,  JJj   JJ4 ,  JJ4   1^2  ;  ^2  i>S  ?   -^8   -^4  y  ^A^%    5    -''2  -^8   >  -^8  -^4  >  -^4   ^2 

bestimmt  denken.  Die  j1|,  ^,  A^,  A^  führen  sie  über  in  /Ig,  /3|,  /S^,  /S,; 
ß^y  ß^f  ß\y  ßij  ßif  ß%}  ßif  ßi9  entsprechend  den  drei  andern  Formen, 
in  denen  die  Projectivität  der  Würfe  der  Ai  und  ßi  auch  geschrieben 
werden  kann. 

In  Bezug  auf  das  erste  Gewinde  sind  &|  und  o^,  sowie  b^  und  o, 
polar;  das  zweite  führt  jene  in  diese  über,  mithin  sind  beide  in  Invo- 
lution. So  haben  wir  in  unsem  Gewinden  eine  Gruppe  von  4  Gewinden, 
icdche  gegenseitig  in  Involution  sind.*) 

Wir  setzen  jetzt  voraus,  dass  die  Gerade  l  ein  Strahl  g  des  Com-  519 
pUxes  selber  sei.    Sie  ist  dann  Kante  des  Complexkegels  eines  jeden 
ihrer  Punkte  und  Tangente  der  Complexcurve  einer  jeden  ihrer  Ebenen. 

Die  drei  Correspondenzen  arten  in  besonderer  Weise  aus.  Bei  [2]p 
und  [2]^  vereinigt  sich  jedes  Element  mit  den  beiden  entsprechenden; 
[2,  2\g  ist  die  doppelte  Projectivität  zwischen  der  Punktreihe  auf  g  und  dem 
Ebenenbüschel  von  g  geworden,  in  der  jedem  Punkte  X  von  g  die  Ebene 
g  entspricht,  welche  den  Kegel  (Z)  längs  g  tangirt,  jeder  Ebene  |  durch 
g  der  Punkt,  in  dem  die  Ourve  (|)  von  g  berührt  wird. 

*)  Yergl  F.  Klein,  Math.  Annalen  Bd.  7  S.  908. 


12     Die  Correspondensen,  die  Gerade,  das  Strahlennetz,  die  (Gewinde  n.  die  Fl&che, 

Genaa  in  derselben  Weise  ergiebt  sich  übrigens  bei  jedem  Com- 
plexe,  welches  aach  sein  Grad  sei,  eine  Projectiyität  zwischen  der 
Punktreihe  und  dem  Ebenenbüschel  eines  seiner  Strahlen.*) 

Von  jedem  der  4  Funktepaare  muss  der  eine  Futüd  auf  g  fallen^ 
weil  g  es  ,,berührt";  nehmen  wir  an,  dass  das  die  4  Punkte  B/'  seien. 
Diese  sind  dann  die  auf  g  gelegenen  Punkte,  deren  Kegel  zerfallen, 
also  die  Ai.  Behalten  wir  diesen  Namen  bei,  so  können  wir  die  B/ 
kürzer  Bi  nennen.  Ebenso  geht  von  jedem  Ebenenpaare  a/,  cc/'  die  eine 
Ebene  durch  g;  da  nach  der  Tabelle  [a,  JB]  in  Nr.  516  jede  a/  nur 
einen  Bh\  jede  al'  deren  drei  enthält,  so  werden  es  die  Ebenen  al' 
sein,  welche  demnach  mit  den  ßi  identisch  werden;  die  a/  können  nun 
mit  ai  bezeichnet  werden. 

Bl'  fällt  in  Ai,  da  beide  der  Schnitt  vod  ai{^a/)  mit  g  sind; 
ebenso  «/'  in  ßi. 

Wie  im  allgemeinen  Falle  geht  a«  durch  Ai  und  liegt  bi  in  /S^; 
aber  jetzt  liegt  auch  at  in  ßt  (als  a{')  und  geht  bi  durch  Ai  (als  B/^)] 
folglich  berührt  ßi  in  Ai  die  Fläche  (ß).  Die  Ouspidalebenen  gehören 
den  Cuspidalpunkten  als  Berührungsebenen  zu. 

Die  4  nicht  durch  g  gehenden  Ebenen  at  sind,  wie  im  allgemeinen 
Falle,  doppelte  Berührungsebenen  und  die  4  nicht  auf  g  gelegenen  Funkte 
Bi  Doppelpunkte  der  Complexfläche  (jg).  Jene  als  Ebenen,  diese  als  Ecken 
bilden  ein  und  dasselbe  Tetraeder;  denn  z.  B.  a^^  enthält  noch  B^,  B^, 
B^,  ausserdem  A^  ^  JB/',  und  ebenso  gehen  durch  J?|  die  Ebenen  a^j 
«g,  «4  und  /5i  =  «/'. 

In  der  obigen  Projectivität  entsprechen  den  Punkten  -4,,  A^,  A^, 
A^  die  Ebenen  ft,  /Jg,  ft,  ß^\  denn  der  Kegel  {A^  zerfallt  in  /Jj,  a^, 
erstere  enthält  g  und  ist  also  die  Berührungsebene  längs  g.  Die  Pro- 
jectivität A^A^A^A^  A  ßißiß&ßi  ergiebt  sich  also  hier  noch  einfacher. 

Wir  erhalten  den  wichtigen  Satz: 

Jeder  Strahl  g  von  F*  gehört  ssu  4  Strahlenbüscheln  des  Complexes; 
die  Scheitel  und  Ebenen  derselben  bilden  zwei  projective  Würfe. 

Aber  auch  das  Tetraeder  der  Bi  und  a,-  lehrt  diese  Projectivität; 
denn  die  Ai  sind  die  Schnitte  von  g  mit  den  a,-,  die  ßi  projiciren  die 
Bi  aus  g. 

Berührungsebenen  der  Fläche  {l)  des  allgemeinen  Falls  in  einem 
Punkte  X  der  Doppelgeraden  l  sind  die  beiden  Ebenen  durch  Z,  welche 
den  Kegel  (X)  berühren.  Jetzt  sind  diese  durchweg  zusammengefallen. 
Daher  ist  g  für  die  Fläche  (jg)  eine  Cuspidalgerade,  Und  dual:  alle 
Ebenen  durch  g  berühren  in  zwei  benachbarten  Punkten  von  g. 

*)  Pasch,  Zur  Theorie  der  Complexe  und  Congnienzen  von  Geraden.  Habili- 
tationsschrifl;.    Giesaen  1S70.  —  Vergl.  auch  II  Nr.  290. 
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Jber  unter  den  Punkten  von  g  zeichnen  sich  doch  immer  noch  die 
Punkte  Äi  af4S,  da  in  ihnen  je  oo^  durch  die  Guspidalaze  o,-  gehende 
Ebenen  berühren,  und  ebenso  unter  den  Ebenen  durch  g  die  Ebenen  ßiy 
welche  je  längs  der  torsalen  Geraden  bt  berühren. 

Der  Berührungs-Eegelschnitt  [aj  geht  durch  B^,  B^,  B^,  Ä^  und 
berührt  im  letzten  Punkte  die  Tangentialebene  ßi\  er  ist  dadurch  ein- 
deutig bestimmt. 

• 

Alle  erzeugenden  Kegelschnitte  ($)  berühren  die  4  Ebenen  a^,  a^,  520 
«3,  «4   und    die  Gerade  g  und  sind   so  eindeutig  durch  5  Tangenten 
festgelegt.*) 

Wir  erhalten  auf  diese  Weise  eine  überaus  einfache  Herstellung  dieser 
Fläche  4.  Ordnung  4.  Klasse  mit  einer  Cuspidalgeraden,  4  DoppelpunJcten 
und  4  —  diese  verbindenden  —  Doppel-BerOhrungsd^enen, 

Ein  Tetraeder  a^a^cc^a^^  B^B^B^B^  und  eine  Gerade  g  sind  ge- 
geben;  in  jeder  Ebene  durch  g  construire  man  den  Kegelschnitt^  welcher 
g  und  die  vier  Ebenen  des  Tetraeders  berührt,  oder  aus  jedem  Punkte 
von  g  den  Kegel  2.  Grades,  welcher  g  und  die  Ecken  desselben  enthält. 
Jene  Kegelschnitte  erzeugen^  diese  Kegel  umhüllen  die  Fläche,**) 

Da  das  Tetraeder  in  oo^*  und  die  Gerade  in  oo*  Weisen  gewählt 
werden  kann,  so  ist  die  Mannigfaltigkeit  der  Fläche  16. 

Wenn  im  vorigen  Falle  die  Tangentialkegel  der  (Q  aus  den  Punkten 
▼on  l  —  deren  Complexkegel  —  zu  einem  Netze  gehören,  dessen  Grund- 
punkte die  8  Doppelpunkte  B  sind-,  so  hat  jetzt,  wo  alle  diese  Kegel 
durch  g  gehen,  das  Netz  eine  Grundgerade  und  nur  noch  4  ausserhalb 
derselben  gelegene  Grundpunkte.  Es  genügt,  einen  der  8  Grundpunkte 
auf  g  liegend  anzunehmen,  wodurch  noch  3  weitere  auf  diese  Gerade 
gezogen  werden. 

Die  Berührungscurve  eines  jeden  der  Complexfläche  {g)  umgesdirie- 
benen  Complexkegds  ist  nur  noch  eine  cuhische  Raumcurve,  welche  durch 
g  zur  vollständigen  Raumcurve  4.  Ordnung  ergänzt  wird.  Für  diese 
ist  der  Scheitel  des  Kegels  Doppelpunkt,  und  seine  Tangenten  sind 
die  Kanten  des  Kegels,  längs  deren  er  von  den  durch  l  gehenden 
Berührungsebenen  tangirt  wird.  Nun  fallen  diese  zusammen:  die 
cubische  Raumcurve  berührt  g  im  Scheitel.  Sie  geht  durch  die  4  Doppel- 
punkte B.    Und   so   zeigt   sich,   dass   unsere  Fläche  auch   dur^h  die 


*)  Plücker  bestimmte  sie  durch  g  and  die  zweiten  Schnitte  der  Ebene  \  mit 
den  [fft]  und  kam  so,  nicht  bemerkend,  dasa  auch  die  Tangenten  dieser  Punkte 
bekannt  sind,  zu  einer  zweideutigen  Bestimmung  (Nene  Geometrie,  Nr.  230). 

**)  In  Bd.  II  Nr.  480  ist  diese  Fl&che   schon  erwähnt;   die  Congmenz  der 
Strahlen  von  T',  welche  g  treffen,  ist  die  dort  besprochene. 


14       Singulare  Fläche  und  singalSxe  Strahlen  eines  Complexea  2.  Grades. 

Ciibischen  Baumcurven  entsteht,  welche  durch  die  4  Punkte  Bi  gehen  und 
die  Gerade  g  in  ihren  verschiedenen  Funkten  berühren. 

521  Das  Polar-Strahlennetz  von  g  —  das  wir  besser  TcmgewUcHrStrcJüen' 

netB  von  g  nennen  —  hat  zwei  in  g  vereinigte  Leitgeraden;  es  besteht 
aus  den  Strahlenbüscheln  um  die  Punkte  von  g  je  in  den  .ihnen  durch 
die  obige  Prqjedivität  mgeordneten  Ebenen  (I^  Nr.  58).  Im  allgemeinen 
hat  ein  solcher  Büschel  mit  F^  nur  zwei  in  g  zusammengefallene 
Strahlen  gemein,  der  vierte  harmonische  Strahl  wird  also  unbestimmt^ 
und  so  kommt  der  ganze  Büschel  in  das  Strahlennetz. 

Er  berührt  F*  in  g\  4  Büschel  aber  gehören  ganz  zu  JT*,  die 
{Äiy  ßi),  und  bilden  die  Begelfläche  4.  Grades,  welche  dem  Polar- 
Strahlennetze  mit  F*  gemeinsam  ist. 

Die  oo^  Gewinde  durch  dieses  Tangential*StrahIennetz  von  g  nennen 
wir  die  Tangentiälgewinde  von  g.*) 


Die  singulare  FUche  und  die  singulären  Strahlen  eines  Complexes 

2.  Orades. 

522  Wir  haben   gefunden,   dass  es  auf  jeder  Geraden  4  Punkte  giebt, 

deren  Complexkegel  in  zwei  Strahlenbüschel  (Ebenen)  zerfallt  Solche 
Punkte  nennt  Plücker  singulare  Purüde  des  Complexes;  ihr  Ort  ist  also 
eine  Fläche  4.  Ordnung. 

Ebenso  heissen  die  Ebenen  ^  deren  Complexcurve  aus  zwei  Strahlen^ 
büscheln  {Punkten)  besteht,  singulare  Ebenen  des  Complexes;  da  durch 
jede  Gerade  4  gehen,  so  umhüllen  sie  eine  Fläche  4.  Klasse. 

Wir  wissen  schon  (Nr.  515),  dass  der  Wurf  der  4  singulären 
Punkte  Äi  auf  einer  Geraden  zu  dem  Wurfe  der  4  singulären  Ebenen 
ßi  durch  sie  prqjectiv  ist. 

Daraus  folgt,  dass  wenn  zwei  von  jenen  zusammenrücken,  auch 
zwei  von  diesen  sich  vereinigen  müssen,  und  umgekehrt;  d.  b.  jede 
Tangente  der  einen  Fläche  ist  zugleich  Taugente  der  andern. 

Demnach  ist  die  eine  Fläche  mit  der  andern  identisch.^^) 


*)  Jedem  Complexe,  welches  auch  sein  Grad  sei,  ordnet  jeder  ihm  angehOrige 
Strahl  in  derselben  Weise  ein  Tangential- Strahlennetz  und  einen  Büschel  von 
Tangentialgewinden  zn. 

**)  F.  Klein,  Math.  Annalen  Bd.  7  S.209.  Von  Voss  rührt  der  kürzere  Name: 
„singulare  Fläche"  her  (Göttinger  Nachrichten  1873  S.  546).  In  Bezug  auf  einen 
Complex  beliebigen  Grades  vergl.  man  die  in  Nr.  619  erwähnte  Habilitationsschrift 
von  Pasch. 
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Die  smgtdären  Punkte  und  die  singulären  Ebenen  eines  quadratischen 
Complexes  erzeugen  und  umhiälen  eine  und  dieselbe  in  sich  duale  Fläche 
4.  Ordnung  und  4.  Klasse,  die  singulare  Fläche  oder  Singularüätenfiäche 
9  des  Complexes. 

Wenn  B  der  eine  Punkt  des  Complex-Punktepaares  in  der  singu- 
lären  Ebene  ß  ist,  so  sind  alle  Strahlen  von  {B,  ß)  Gomplexstrahlen, 
also  zerfallt  der  Kegel  (JS)  in  2  Ebenen,  von  denen  ß  die  eine  ist. 
Ebenso  gehört  jeder  singulare  Punkt  zu  2  Complex-Punktepaaren. 

Die  singulare  Fläche  O  ist  auch  Ort  der  Punkte  der  Complex-Punkte- 
paarcy  und  jeder  von  ihren  Punkten  ist  mit  zwei  andern  gqmirt.  Ebenso 
ist  sie  Ort  der  Ebenen  der  Complex- Ebenenpaare y  und  jede  von  ihren 
Beriihrtmgsd>enen  ist  mit  jswei  andern  gepaart. 

Die  obige  Projectiyität  können  wir  nun  in  anderer  Form  aus- 
sprechen: 

Der  Wurf  der  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  der  singulären  Fläche 
isi  gu  dem  Wurfe  der  BeriUirungsebeneny  welche  von  derselben  Geraden 
an  sie  kommen,  projectiv. 

Wir  haben  denselben  Satz  (II,  Nr.  377)  für  die  Brennfläche  (4.  Ord- 
nung, 4.  Klasse)  einer  Congruenz  2.  Grades  gefunden,  also  (wegen  II, 
Nr.  392)  fflr  die  Kummer'sche  Fläche. 

Auch  unsere  Fläche  O  wird  sich  als  Kummer^sche  Fläche  heraus- 
stellen. 

Zu  jedem  singul&ren  Punkt  A  gekürt  eine  Gerade  a,  die  Doppellinie  523 
s^nes  CompleX'Ebeneixpaars  a,  d';  tsu  jeder  singulären  Ebene  ß  d)enfalls 
eine  Gerade  b,  die  Doppellinie  ihres  Gomplex- Punktepaars  B',  B".  Jede 
durch  a  gelegte  Ebene  schneidet  {Ä)  in  zwei  in  a  vereinigten  Strah- 
len, „berührt''  (J.)  längs  a;  also  berührt  ihre  Complexcurve  die  a  in  Ä] 
denn  allgemein,  wenn  eine  Ebene  g  <l6n  Kegel  (X)  längs  x  berührt, 
so  tangirt  (()  die  ^  in  X. 

Es  sei  nun  X  ein  von  Ä  verschiedener  Punkt  auf  a,  sein  Kegel 
(X)  geht  durch  a  und  in  jeder  beliebigen  Ebene  durch  a  ist  die  zweite 
Kante  von  (X)  die  zweite  Tangente  aus  X  an  die  Complexcurve; 
in  der  Ebene,  welche  (X)  längs  a  berührt,  kommen  also  sowohl  von 
A,  als  von  X  zwei  in  a  vereinigte  Tangenten  an  die  Complexcurve; 
folglich  ist  diese  ein  auf  a  gelegenes  Punktepaar,  und  die  Kegel  aller 
Punkte  von  a  berühren  dieselbe  Ebene  längs  a.  Unsere  Gerade  a  ist 
demnach  zugleich  eine  b. 

Jede  DqppeUinie  eines  Complex-Ebenenpaars  ist  zugleich  Doppellinie 
eines  Complex-Punktepaars,  und  umgekehrt. 

Diese  in  eweifacher  Unendlichkeit  vorhandenen  Linien  heissen,  nach 
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PlücJceTy  die  singtdären  Strählen  des  Complexes;  wir  bezeichnen  sie  nun 
besser  mit  dem  neutralen  Namen  s. 

Jedem  singulären  StraMe  s  ist  daher  sowohl  ein  singtdärer  Punkt 
zugeordnet y  den  wir  nun  lieber  mit  S  bezeichnen  wollen  ^  derjenige  näm- 
lich, für  dessen  Ebenenpctar  a,  a"  er  Doppellinie  ist,  als  auch  eine  sin- 
gulare Ebene  0,  für  deren  Punktepaar  B',  JB"  er  Doppellinie  ist*) 

Die  Ebene  0  ist  BerüKrungsebene  längs  s  für  die  Complexkegei  aller 
Punkte  von  s,  während  die  übrigen  Ebenen  durch  s  als  ,,Berührung8- 
ebenen^'  zu  dem  Ebenenpaare  {S)  geboren. 

Der  Punkt  S  ist  Berührungspunkt,  mit  s,  der  Complexcurven  in 
allen  Ebenen  durch  s,  während  in  den  übrigen  Punkten  von  s  das 
Punktepaar  (<y)  „berührt". 

Die  bei  einem  beliebigen  Complexstrahle  g  gefundene  Prqjectivität 
zwischen  Punktreihe  und  Ebenenbüschel  ist  hier  ausgeartet:  sie  hat  die 
singulären  Elemente  S,  6  zu  ihren  ausgezeichneten  (singulären),  denen  im 
andern  Gebilde  je  alle  entsprechen. 

In  jenem  allgemeinen  Falle  sind  die  4  Punkte  A^,  A^,  A^,  A^j 
die  Schnitte  mit  9,  die  Scheitel  der  4  Complex-Strahlenbüschel,  zu 
denen  g  gehört;  bei  einem  singulären  Strahle  s  ist  der  Punkt  S  Scheitel 
zweier  solcher  Büschel;  und  ebenso  ist  die  Ebene  6  Ebene  zweier; 
die  4  Büschel  sind  aber  im  allgemeinen  verschieden;  erst  wenn  der 
singulare  Strahl  Haupttangente  von  O  wird,  tritt  Vereinigung  zweier 
ein  (Nr.  547). 

Jeder  singulare  Strahl  s  berijfirt  die  singulare  Fläche  9  und  zwar 
im  zugdüirigen  singulären  Punkte  S  und  schneidet  sie  in  den  beiden 
Punkten  S,  jB"  des  Punktepaars  in  der  zugehörigen  singulären  Ebene  6. 

Die  Ebene  6  ist  zu  s  und  zu  S  gehörige  Berührungsebene;  die  beiden 
weiteren  Berührungsebenen  attö  s  sind  die  Ebenen  a,  a  des  Ebenen- 
paars  {S). 

Die  singulären  Strahlen  s  von  F^  bilden  eine  Congruenz  S.  Sei 
r'  irgend  ein  anderer  Complex,  der  durch  sie  geht,  —  wir  werden 
später  sehen,  dass  dies  für  00^  quadratische  Complexe  gilt  — ;  derselbe 
ruft  (Nr.  519)  auf  einem  Strahle  s  von  S  eine  zweite  Projectivität 
hervor.  In  dieser  entspreche  dem  Punkte  S  die  Ebene  ö^y  der  Ebene 
6  der  Punkt  5|.  Folglich  entspricht  öi  dem  S  in  beiden  Projectivi- 
täten  und  ebenso  S^  der  0, 

Daher  sind  S  und  81  (11,  Nr.  290)  die  Brennpunkte  von  s  als 
Strahl  von  S  und  6^,  6  die  associirten  Brennebenen,   oder  6  und  <y, 


*)  Die  Punkte  und  Berührungsebenen  von  tf  erhalten  so,  je  nach  der  Auf- 
fassung, verschiedene  Bezeichnung:  A  und  S,  ß  und  a. 
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sind  die  Berührungsebeuen  von  S  und  S^  an  die  Brennfläche  dieser 
Congmenz  S.  Nun  entstehen  5,  6  anders  als  S^^  6^  und  bilden  eine 
selbständige  Schaale  dieser  Brennfläche. 

Die  singulare  Fläche  eines  quadratischen  Complexes  ist  der  eine  Theil 
der  Brennfläche  der  Congruene  seiner  singulären  Strahlen, 

Auch  damit  ist  erkannt,  dass  die  singulären  Punkte  und  die  sin- 
gulären Ebenen  eine  und  dieselbe  Fläche  erzeugen  und  die  singulären 
Strahlen  sie  berühren. 

Aber  von  den  oo'  Tangenten  dieser  Fläche  sind  nur  cx>^  singtdäre 
Strahlen^  in  jedem  Tangentenbüschel  einer.  Das  ist  iiberhaupt  der  einzige 
Strahl  von  F*  in  einem  Tangentidlbüsdiel  {S^  ö),  weil  der  Kegel  {S) 
mit  ö  nur  die  Doppellinie  gemein  hat. 

Enthält  also  ein  Tangentenbüschel  noch  einen  weitem  Strahl  von 
r*y  so  gehöreny  wie  wir  noch  auf  andere  Weise  erkennen  werden,  (üle 
seine  Strahlen  zu  F*. 

Die  Klasse  (oder  Ordnung)  Ton  O  kann  man  auch  folgendermassen 
ermitteln: 

Die  Complexkegel  aus  drei  Punkten  einer  Geraden  l  haben  8  Punkte 
gemein.  In  der  Ebene  von  l  nach  einem  derselben  hat  die  Complex- 
cnrre  3  in  einen  Punkt  zusammenlaufende  Tangenten;  also  zerfallt  sie 
in  2  Punkte,  und  der  zweite  Punkt  ist  ein  weiterer  von  den  8  Punkten. 
Somit  gehen  durch  l  4  singulare  Ebenen. 

Eine  Ebene  n  schneidet  aus  O  eine  Curve  4.  Ordnung;  sei  A  524 
ein  Punkt,  welcher  derselben  mit  der  Curve  (sc)  gemeinsam  ist;  sein 
Kegel  (A)  zerfällt;  die  Schnittlinien  der  beiden  Ebenen  mit  yc  sind  die 
Tangenten  aus  A  an  (x):  sie  fallen  zusammen;  also  liegt  der  zu  A 
gehörige  singulare  Strahl  s  in  x  und  berührt  (»)  in  A.  Er  berührt 
aber,  wie  wir  wissen,  auch  O  und  daher  die  Curve  Otc  in  A.  Also 
jeder  gemeinsame  Punkt  von  (tt)  und  Otc  ist  Berührungspufikt  dieser 
beiden  Oitrven,  und  die  gemeinsame  Tangente  sein  singulärer  Strahl. 

Umgekehrt,  jeder  in  x  fallende  singulare  Strahl  ist  gemeinsame 
Tangente  j  welche  die  beiden  Curven  in  dem  nämlichen  Punkte  tangirt. 

Die  Congruenz  der  singidären  Strahlen  ist  4.  Klasse;  in  den  singu- 
lären  Punkten,  die  0u  den  in  eine  Ebene  fallenden  singulären  Strahlen 
gehören,  berührt  die  Complexcurve  der  Ebene  die  singulare  Fläche. 

Diese  —  in  sich  duale  —  Congruenz  ist  auch  4,  Ordnung;  der 
Complexkegel  aus  einem  Punkte  berührt  die  singulare  Fläche  viermal  auf 
den  4  vom  Punkte  kommenden  singulären  Strahlen  mit  den  zugehörigen 
Ebenen  als  Berührungsebenen. 

Die  4  Berührungspunkte   einer  jeden  Complexcurve   mit  O   he- 

Starm,  LiniAngeometrie.    m.  2 
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weisen^  dass  alle  Gomplexfiächen  die  O  längs  einer  Curve  8.  Ordnung 
berOhren;  und  der  mgehSrige  Tarsus  der  Beruhrungs^enen  ist  8,  Klasse. 

Insofern  die  Complexfläcfae  (T)  einer  Geraden  Ort  der  Ponkte  ist, 
deren  Complexkegel  die  Gerade  l  berühren,  ist  die  eben  gefundene  Curve 
8.  Ordnung  der  Ort  der  Funkte  und  der  Tarsus  8.  Klasse  der  Ort  der 
Berührtingsebenen  von  9,  deren  zugehörige  singulären  Strahlen  die  Crerade 
l  treffen;  denn  dann  ^^berührt'^  l  das  Ebenen-  bezw.  Punktepaar. 

Von  jedem  Punkte  S  der  O,  sls  des  einen  Theils  der  Brennfläcbe 
von  S,  kommen  2  vereinigte  singulare  Strahlen:  der  singulare  Strahl^  eu 
dem  8  gehört  und  der  in  S  berührt,  die  Doppellinie  von  (5)  ^  («',  a"); 
die  beiden  andern  sind  die  Doppellinien  der  Punktepaare  in  a,  a\  eu 
denen  beiden  S  gehört.  Ebenso:  in  jeder  Ebene  6  rq^räsentirt  der  zuge- 
hörige singulare  Strahl,  die  Doppeüinie  des  Punktepaars  (<j)  ^  (jB',  B"), 
zwei  von,  den  4  singulären  Strahlen,  die  beiden  andern  sind  die  Doppel- 
linien der  Ebenenpaare  aus  B'  und  B',  zu  denen  beiden  6  gehört. 

Betrachten  wir  nun,  statt  der  allgemeinen  Ebene  n,  eine  singu- 
lare 0.  Die  Curve  <E><r  hat  im  Berührungspunkte  S  einen  Doppelpunkt; 
{6)  ist  ein  Punktepaar  B',  B",  dessen  Doppellinie  s  durch  S  geht, 
während  B',  B"  auf  jener  Curve  liegen.  Dies  sind  2  Berührungs- 
punkte^ die  beiden  andern  concentriren  sich  im  Doppelpunkte  S  und 
zugehöriger  Strahl  ist  s.  So  sehen  wir  auch  auf  diese  Weise,  dass  c 
zwei  vereinigte  Strahlen  von  S  enthält  und  O  ein  Theil  der  Brenn- 
fläche dieser  Congruenz  ist.  Uebrigens  folgt  dies  auch  schon  daraus, 
dass  alle  singulären  Strahlen  die  <E>  berühren  (II,  Nr.  291). 

525  Es  ist  nicht  schwer,  den  einer  9  berührenden  Brennebene  6  von 

S  associirten  Brennpunkt,  der  auf  der  andern  Schaale  der  Brennfläche 
liegt^  anzugeben.  Es  sei  eine  von  6  unendlich  wenig  verschiedene 
Ebene  Z  betrachtet;  die  Complexcurve  (2J)  ist  ein  unendlich  schmaler 
Kegelschnitt,  der  die  Curve  OS  ausser  in  den  beiden  Punkten,  welche, 
wenn  S  m  6  übergeht,  die  Punkte  des  Paars  {(S)  werden,  uns  aber 
hier  weniger  interessiren,  noch  in  zwei  andern  «Punkten  tangirt,  die 
beim  genannten  Uebergange  in  dem  Doppelpunkte  S  von  Oö  sich 
vereinigen.  Der  Schnittpunkt  der  diesen  beiden  Punkten  zugehörigen 
singulären  Strahlen  ist  der  Pol  ihrer  Verbindungslinie  in  Bezug  auf 
(2^;  auf  der  Grenze  geht  diese  Verbindungslinie  durch  den  Doppel- 
punkt S'^  Pol  jeder  durch  S  \n  6  gezogenen  Geraden  in  Bezug  auf  das 
Paar  {6)  ist  aber  der  vierte  harmonische  Punkt  von  S  in  Bezug  auf 
die  beiden  Punkte  von  (<t).     Also: 

Der  einer  O  tangirenden  Brennebene  6  von  S  associirte  Brennpunkt 
ist  der  vierte  harmonische  Punkt,  welcher  dem  Berührungspunkte  S  von  0 
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mit  ^  zugeordnet  ist  in  Bezug  auf  die  beiden  Punkte  von  (<t).     Dieser 
Punkt  erzeugt  den  zweiten  Theü  der  Brennfläche  von  S*) 

Wir  werden  später  seine  Ordnung  und  Klasse  bestimmen. 

Pol  eines  singulären  Strahls  s  in  Bezug  auf  die  Complexcurve  in  526 
einer  beliebigen  Ebene  durch  ihn  ist  der  zugehörige  singulare  Punkt 
Sf  als  unveränderlicher  Berührungspunkt;  in  Bezug  aber  auf  das  Punkte- 
paar in  der  singulären  Ebene  6  ist  er  unbestimmt:  jeder  Punkt  von  6. 
Ebenso  ist  Polarebene  von  s  in  Bezug  auf  den  Complexkegel  aus  einem 
beliebigen  Punkte  von  s  immer  die  6,  diejenige  in  Bezug  auf  das 
Ebenenpaar  aus  S  ist  jede  beliebige  Ebene  durch  S. 

Es  erhellt  daraus,  dass  als  Polare  von  s  jeder  beliebige  Strahl 
des  Büschels  (S,  6)  angesehen  werden  muss;  denn  mit  allen  diesen 
Strahlen  und  nur  mit  ihnen  incidirt  jeder  Punkt  von  6,  jede  Ebene 
Yon  S. 

Die  Polare  eines  singulären  Strahls  s  ist  jeder  heliehige  Strahl  durch 
den  zugehörigen  Punkt  S  in  der  zugehörigen  singulären  Ebene  6^  oder 
jede  belieinge  Tangente  des  Tangentenbüscheis  (Sy  6)  von  0. 

Das  Polar-  oder  Tangential-Strahlennetz  von  s  zerfaUt  in  den  Bündel 
S  und  das  Feld  a;   und  in  der  That  sind  deren  Schnitte  mit  F*  die 

4  Büschel  des  Complexes,  zu  denen  s  gehört,  die  beiden  Büschel  aus 

5  und  die  beiden  in  a. 

Die  durch  die  Netze  gehenden  Gewinde^  die  Polar-  oder  Tangeniial- 
gewinde  des  singulären  Strahls,  sind  sämnUlich  Gebüsche  mit  den  Strahlen 
von  {Sy  a)  als  Axen. 

Wir  müssen  nun  auch  die  zu  einem  singulären  Strahle  s  gehörige  527 
Complexfläche  (s)  untersuchen. 

Da  s  im  zugehörigen  singulären  Punkte  S  die  Fläche  ^  berührt, 
so  haben  sich  in  diesem  Punkte  zwei  von  den  Punkten  Ä  vereinigt: 
Au  Ä^]  beide  Strahlenbüschel  aus  S  gehen  durch  S]  d.  h.  a^,  a^  fallen 
bezw.  mit  ß^,  ß^  zusammen  und  zwar  so,  weil  im  vorigen  allgemeine- 
ren Falle  a^ßiy  a^ß^  Ebenenpaare  des  Complexes  sind,  die  sich  jetzt 
in  das  Ebenenpaar  (ß)  vereinigt  haben,  während  die  Ebenen  dieses 
Paars  noch  getrennt  bleiben.  Ebenso  fallen  ß^  und  ß^  in  der  zu  s 
gehörigen  singulären  Ebene  6  zusammen,  beide  Büschel  in  6  gehen 
durch  s,  d.  h.  JS,,  B^  vereinigen  sich  bezw.  mit  A^y  A^. 


*)  Diese  Fl&che  nennt  Voss  accessorische  Fl&che:  Math.  Annalen  Bd.  9  S.  89. 
Er  bestimmt  ihre  Ordnung  und  Klasse  fSr  beliebigen  Grad  des  Grundcomplexes; 
wie  überhaupt  dieser  Aufsatz  eine  grosse  Fülle  von  solchen  allgemeinen  (ana- 
lytischen) Bestimmungen  enth&lt 

2* 
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Also  («1 ,  «2)  ^  (ßif  ßi)  ^^  *»*  Ebenenpaar  (S)  und  (B^yB^)  ^  (^4,  A^) 
das  Punktepaar  (0).  Folglich  sind  auch  b^y  b^y  a^y  a,  in  s  gefallen. 
Hingegen  \y  b^  gelten  von  S  nach  den  zweiten  Büschelscheiteln  B^,  B^ 
von  ß^y  ß^y  und  a^y  a^  sind  die  Schnitte  von  6  mit  den  zweiten  Büschel- 
ebenen  a^y  a^  aus  A^,  A^, 

Jene  Punkte  B^y  B^  sind  die  einzigen  conischen  KnotenpunJUCy  wdche 
die  Fläche  (s)  haty  die  Ebenen  cc^y  a^  die  einzigen  conischen  Doppd- 
Berührungsebenen. 

Nach  der  Tabelle  [a,  B]  gehen  a^y  a^  (nach  früherer  Bezeichnung 
«3',  «/)  durch  Biy  B^  (oder  B^,  B^). 

Die  Kegel  aus  den  verschiedenen  Punkten  von  s  berühren  sich 
längs  dieser  Geraden  mit  6  als  gemeinsamer  Tangentialebene.  Wenn 
aber  die  Flächen  eines  Netzes  zwei  sich  schneidende  —  hier  unendlich 
nahe  —  Geraden  gemein  haben,  so  hat  das  Netz  nur  noch  2  Grund- 
punkte. 

Wir  wissen,  alle  die  Complexfläche  (s)  erzeugenden  Kegelschnitte 
berühren  s  in  5;  unter  ihnen  befindet  sich  das  Punktepaar  {A^y  A^)y 
der  Ebene  6  zugehörig.  Die  beiden  Nachbarcurven  müssen  daher 
unendlich  schmale  Kegelschnitte  sein,  welche  sich  unendlich  wenig 
von  derjenigen  der  beiden  durch  A^y  A^  auf  s  gebildeten  Strecken 
unterscheiden,  in  welcher  sich  S  befindet. 

Denken  wir  alle  diese  Kegelschnitte  etwa  aus  B^  auf  eine  be- 
liebige durch  s  gehende  Ebene  ar  projicirt,  so  ergiebt  sich  eine  Kegel- 
schnitt-Schaar;  alle  Kegelschnitte  derselben  berühren  s  in  S  und  die 
beiden  Spuren  arcxg,  jca^y  welche  durch  A^,  A^  gehen.  Hieraus  ergiebt 
sich,  dass  jene  beiden  unendlich  schmalen  Curven  vollständig  auf  einer 
Seite  von  s  liegen  und  zwar  die  eine  auf  der  einen,  die  andere  auf 
der  andern.*)  Daraus  folgt,  dass  für  die  Schnittcurve  einer  beliebigen 
Ebene  S  mit  (s)  der  Punkt  ^s  ein  solcher  Punkt  ist,  dass  die  Gerade 
iö  vier  in  ihm  vereinigte  Schnitte  mit  der  Curve  hat^  von  den  beider- 
seitigen Nachbarstrahlen  aber  der  eine  noch  zwei  unendlich  nahe 
Schnitte  auf  der  einen  Seite,  der  andere  auf  der  andern  Seite  hat. 
D.  h.  die  Curve  hat  im  Punkte  ^s  eine  Selbstberührung,  Tangente  ist 
die  Gerade  1^6  und  die  Zweige  liegen,  wenn  sie  reell  sind,  auf  derselben 
Seite  dieser  Tangente.**) 

In  der  Ebene  6  stellt  s  vierfach   gerechnet  den   ganzen  Schnitt 

*)  Wenn  ^3,  Ä^  reell  sind,  so  sind  es  Ellipsen;  sind  jene  Punkte  aber  ima- 
ginär, 80  dasB  die  erwähnte  Strecke  sich  in  die  ganze  Qerade  erweitert,  so  sind 
es  Hyperbeln,  deren  beide  Aeste  sich  der  Nebenaxe  nnendlich  genähert  haben« 
welche  selbst  nnendlich  wenig  von  8  verschieden  ist 

**)  Sie  sind  immer  reell,  wenn  ^,  A^  imaginär  sind;   im  andern  Falle  nur 
dann,  wenn  ^s  in  derselben  Strecke  A^Ä^  liegt,  wie  iS*. 


Singal&re  Fl&che  und  singal&re  Strahlen  eines  Complexes  2.  Orades.       21 

dar^  deon  Kegelschnitt  ist  die  Doppelgerade  S]  jede  Gerade  von  ö  be- 
rührt also  auf  8  yierpunktig. 

Also  wesentliches  Ergebniss  ist: 

Jeder  Aene  Sehniü  der  Complexßäche  (s)  hat  in  dem  Spurpunkt  von 
s  einen  Sdbst-Beruhrungspunkt^  derartig^  dass  die  Tangente  immer  in  der 
zugehörigen  singülären  Ebene  6  liegt. 

Der  Punkt  S  ist  dreifacher  Punkt,  da  jeder  durch  ihn  gehende 
Strahl  m  die  Complexcarve  in  der  Ebene  ms  nar  noch  einmal  trifft; 
ebenso  ist  c  dreifache  Beruhrungsebeiie.  Der  Änschmiegungskegel  3,  Ord- 
nung für  S  eerfaUt  in  die  3  Ebenen  a,  ß^,  ß^\  denn  die  Strahlen  durch 
8  in  diesen  Ebenen  haben  ihre  4  Schnitte  mit  der  Fläche  in  8  ver- 
einigt. Und  Aenso  gerlegt  sich  die  Beriihrungscurve  3.  Klasse  der  Ebene 
6  in  die  3  Büschel  von  8,  Ä^y  Ä^, 

Die  Schnitte  in  den  Ebenen  durch  B^B^  haben  zwei  Doppel- 
punkte und  einen  Selbst-BerQhrungspunkt,  zerfallen  daher  in  zwei 
Kegelschnitte;  die  sich  in  B^,  B^  schneiden  und  auf  s  berühren,  so  dass 
die  gemeinsame  Tangente  in  6  liegt.  In  cc^,  a^  vereinigen  sich  diese 
beiden  Kegelschnitte. 

Diese  durch  B^,  B^  gehenden  Kegelschnitte  sind  die  Berührungs- 
corven  der  Tangential-  oder  Complexkegel  aus  den  verschiedenen 
Punkten  von  s,  welche  ja  alle  6  und  die  Flache  (s)  längs  s  berühren. 
Ebenso  zerfallt  der  Berührungskegel  aus  einem  Punkte  von  a^a^  in 
2  Kegel  2.  Grades.  Diese  Kegel  sind  der  Fläche  längs  der  Complex- 
corven  in  den  Ebenen  von  s  umgeschrieben. 

Durch  die  Berührung  mit  a^  und  a^  und  mit  s  in  8  sind  die 
erzeugenden  Kegelschnitte  von  (s)  nicht  vollständig  bestimmt.  Aber 
die  Kegelschnitt-Schaar,  welche  durch  die  Projectionen  aus  Bi  auf  die 
durch  s  gehende  Ebene  ^  sich  ergiebt,  und  der  Ebenenbüschel  s  sind 
projectiv.  Dies  führt  uns  zu  einer  Construction  von  (s)  und  zur  Be- 
stimmung ihrer  Mannigfaltigkeit. 

Wir  geben  s  und^  incident  mit  ihr,  8,  6,  dann  JB|,  B^  beliebig, 
womit  /3j,  ß^  bestimmt  sind,  ferner  durch  die  Gerade  B^B^  beliebig 
die  Ebenen  a^,  a^y  welche  auf  s  wiederum  A^,  A^  bestimmen.  lu 
diesen  Stocken  liegt  die  Mannigfaltigkeit  4  -f  2.1  +  2.3  +  2.1  —  14. 
Wir  haben  die  3  Punktepaare  (S,  B^),  (S,  JBj),  (-ig,  AJ  in  ß^y  ß^^  6] 
wird  aber  aus  Bi  auf  x  projicirt,  so  geht  eins  verloren.  In  einer 
beliebigen  Ebene  1^  durch  s  wird  nun  ein  Kegelschnitt  construirt,  der 
8  in  8  und  die  Ebenen  a,,  a^  tangirt;  da  es  deren  oo^  giebt^  so  wächst 
die  Mannigfaltigkeit  damit  auf  15.  Seine  Projection  aus  B^  auf  n  sei 
K'  und  die  von  B^  sei  B']  die  Projectivität  zwischen  der  Kegelschnitt- 
Schaar  in  x  und  dem  Ebenenbüschel  s  ist  nun  dadurch  festgelegt,  dass 
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den  Curven  {S,  JB'),  (^3,  Ä^^  K'  die  Ebenen  /Jj,  tf,  g^  correspon- 
diren.  Jeden  Kegelschnitt  der  Schaar  projiciren  wir  aus  B^  auf  die 
entsprechende  Ebene  und  haben  so  alle  erzeugenden  Kegelschnitte  der 
Fläche  erhalten  und  ihre  Mannigfaltigkeit  15  erkannt. 

So  smd  die  Mannigfaltigkeiten  der  drei  bis  jetzt  betrachteten  CampleX" 
flächen  (J),  (g),  (s)  bezw.  17,  16,  15. 

528  Gehen  wir  noch  einen  Schritt  weiter:  der  singulare  Strahl  s  berühre 

9  dreipunktig;  wir  kommen  später  auf  diese  ausgezeichneten  singu- 
lären  Strahlen  zurück,  um  ihren  eigenen  Ort  und  den  ihrer  Berührungs- 
punkte zu  bestimmen.  Hier  wollen  wir  nur  einige  Bemerkungen  über 
die  Complexfläche  machen.  Wir  sehen  sofort,  dass  mit  S  sich  noch 
A^y  mit  6  sich  noch  ß^  vereinigt,  und  in  s  fallen  noch  b^,  a^  Es  bleiben 
blas  noch  ein  conischer  Knotenpunkt  B^  und  eine  conische  Doppel- BerOh- 
rungsebene  a^. 


Das  System  der  CompIexcnrYen  und  die  stationären  Elemente 

des  Complexes. 

529  Wir  wollen   das  System  der  Complexcurven  von  F^  nach   seinen 

Charakteristiken  untersuchen  und  werden  dadurch  auch  zu  den  16  Doppel- 
punkten und  den  16  doppelten  Berühmngsebenen  der  singnlären  Fläche 
gelangen  und  diese  als  Kummer'sche  Fläche  erkennen. 

Wir  bezeichnen,  wie  in  I  Nr.  19,  die  Elementarbedingungen  für 
einen  Kegelschnitt,  dass  seine  Ebene  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehe,  dass  er  eine  gegebene  Gerade  treffe  oder  eine  gegebene  Ebene 
berühre,  mit 

f*,  '^y  9 
und  haben  dann  für  unser  dreifach  unendliches  System  die  Charak- 
teristiken: 

f*',    ft>V,    ll?Q,   ^V%    (IVQy   flQ^,    V\   V^Q,   Vq\    q\ 

Unmittelbar  klar  ist,  dass: 

[i^=  1. 
Dass: 

(i^v  =  4, 

folgt  aus  der  Ordnung  der  Complexfläche  einer  Geraden. 

Durch  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  von  fi^  gehen  an 
die  Complexcurve  der  Ebene  von  q  2  berührende  Ebenen,  deren  Com- 
plexcurven dann  diese  Ebene  berühren,  also  ist: 
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Die  Ebenen  durch  einen  gegebenen  Punkt,  deren  Complexcurven  eine 
gegebene  Gerade  treffen^  bezw.  eine  gegebene  Ebene  berühren ,  um- 
hüllen einen  Kegel  4.  Klasse,  den  Tangentialkegel  aus  dem  Punkte  an 
die  Complezfläche  der  Geraden,  bezw.  einen  Kegel  2.  Klasse,  den, 
welcher  aus  dem  Punkte  die  Complexcnrve  der  gegebenen  Ebene 
projicirt. 

Die  gemeinsamen  Berührungsebenen  zweier  solchen  Kegel  mit 
demselben  Scheitel  liefern  weiter: 

f*i/*  «=  16,    ftvp  =  8,    ftp*«=4; 

also:  Die  Ebenen^  deren  Complexcurven  2  Gerade  treffen^  eine  Gerade 
treffen  und  eine  Ebene  berühren,  2  Ebenen  berühren^  un^üUen  einen  Tarsus 
16,j  8,,  4.  Klasse,  Die  gemeinsamen  Berührungsebenen  eines  jeden 
dieser  Torsen  mit  der  Oomplexcurre  in  einer  neuen  Ebene  geben: 

v*(>  — 32,    V  =  16,    p'  =  8. 

Es  fehlt  noch  die  Charakteristik  v^^  für  welche  man  durch  einen  ana- 
logen Schluss  den  Werth  64  zu  erhalten  scheint;  aber  es  findet  eine 
Erniedrigung  statt. 

Zunächst  aber  mögen  die  Charakteristiken  des  0umfach  unendlichen  530 
Systems  der  Complex- Punktepaare  ermittelt  werden;  bei  dieser  Ausartung, 
die  wir  nach  Schubert  mit  i}  bezeichnen,  haben  i/,  q  die  Bedeutung, 
dass  die  Doppellinie  des  Paars  eine   gegebene  Gerade   treffen,   bezw. 
einer  der  beiden  Punkte  in  eine  gegebene  Ebene  fallen  soll. 

Die  Klasse  der  singularen  Fläche  giebt: 

Ein  Strahlennetz  hat  mit  der  Gongruenz  (4,4)  der  singularen 
Strahlen,  der  Doppellinien  unserer  Punktepaare,  8  Strahlen  gemein- 
sam; also: 

qt/*  — 8. 

Die  Begeifläche  der  singularen  StrcMen,  wdche  eine  Gerade  l  treffen, 
ist  8.  Grades;  in  jede  Ebene  durch  l  fallen  4;  die  8  Punkte  der  Paare 
auf  ihnen,  so  wie  die  4  Schnitte  19,  von  denen  jeder  zu  2  Punkte- 
paaren gehört,  lehren,  dass  die  Curve  der  Punkte  der  Punktepaare,  deren 
Doppellinie  die  l  trifft,  16.  Ordnung  ist,  oder: 

fjVQ  =  16. 

Die  Regelfläche  8.  Grades  berührt  O  in  der  Gurre  der  singularen 
Punkte,  die  zu  ihren  Erzeugenden  gehören;  diese  ist  von  der  Ordnung 
^(4.8 — 16)  *»  8;  womit  wir  das  Nr.  524  gefundene  Resultat,  dass  die 
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Punkte  von  9,  deren  singulare  Strahlen  eine  gegebene  Gerade  treffen, 
eine  Curve  8.  Ordnung  erzeugen,  bestätigen. 

Der  Bedingung  q^  kann  auf  zwei  Weisen  genügt  werden,  dadurch, 
dass  ein  Punkt  eines  Paars  auf  die  Schnittlinie  der  Ebenen  von  q^ 
fallt,  also  in  einen  der  Schnitte  derselben  mit  Oy  oder  dadurch,  dass 
der  eine  in  die  eine,  der  andere  in  die  andere  Ebene  föUt.  Ersteres 
fährt  zu  2.4  Paaren. 

Es  sei  f  ein  ebener  Schnitt  von  O)  wenn  B'  sich  auf  f  bewegt, 
so  beschreiben  die  beiden  singulären  Strahlen  B^B",  SB{'  eine  Fläche 
(6),  auf  welcher  f  doppelt  ist  und  von  deren  Erzeugenden  4  doppelte 
in  die  Ebene  von  f  fallen;  also  ist  sie  vom  Grade  16.  Ihr  weiterer 
Schnitt  mit  O  besteht  aus  dem  Orte  (Jff')  der  Punkte  JS",  B^"  und 
der  Curve  S  der  singulären  Punkte  5,  welche  zu  den  erzeugenden 
singulären  Strahlen  gehören;  längs  dieser  Curve  berühren  sich  beide 
Flächen. 

Lassen  wir  8  auf  einem  andern  ebenen  Schnitte  f^  von  9  sich 
bewegen,  so  erzeugt  der  singulare  Strahl  eine  Fläche  s,  auf  der  sowohl 
/*!,  als  auch  die  vier  in  die  Ebene  von  f^  fallenden  singulären  Strahlen 
einfach  sind,  die  also  8.  Grades  ist;  da  sie  9  längs  /j  berührt,  so  ist 
der  weitere  Schnitt,  der  Ort  der  Punkte  der  Paare  auf  diesen  singu- 
lären Strahlen,  24.  Ordnung;  er  trifft  folglich  f  24mal;  wenn  demnach 
B'  die  f  durchläuft,  fällt  S  24 mal  auf  fy^\  daher  ist  die  Berührungs- 
curve  8  der  obigen  Fläche  (6)  mit  *  24.  Ordnung  und  die  Curve  (JB") 
von  der  Ordnung  4.16  —  2.4  —  2.24  «=  8.  Folglich  führt  der  zweite 
Fall  zu  8  Losungen,  und  wir  haben: 

i?(>^  =  16. 

i}fit/  ist  die  Zahl  der  Punkte  paare,  deren  Ebene  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  geht  und  deren  Doppellinie  eine  gegebene  Gerade  trifft, 
also  dual  und  gleich  der  Zahl  der  Ebenenpaare,  deren  Punkt  in  eine 
gegebene  Ebene  fällt  und  deren  Doppellinie  eine  gegebene  Gerade 
trifft,  d.  h.  gleich  dem  Grade  der  Regelfläche  der  singulären  Strahlen, 
deren  zugehörige  singulären  Punkte  in  gegebener  Ebene  liegen,  mithin 
der  Regelfläche  s\  also: 

i^ftv  =  8. 

Endlich,  wenn  die  Ebene  eines  Punktepaars  durch  0  gehen  und 
der  eine  Punkt  B  in  die  Ebene  cd  fallen  soll,  so  liegt  B  auf  cdC^,  die 
eine  Ebene  des  Ebenenpaars  (J5)  geht  durch  0,  BO  gehört  zum  Kegel 
(0)  und  B  ist  einer  der  Schnitte  desselben  mit  cd0,  demnach: 

ijftp  =  8. 
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Wir  betrachten  alle  Complex-Punktepaare,  deren  Doppellinien  eine  531 
gegebene  Gerade  l  treffen;  die  Ponktepaare  erzeugen  eine  Curve  16.  Ord- 
nung (lyi/p  =  16).  Die  Ebenen,  welche  von  einer  andern  Geraden  u 
je  nach  den  beiden  Punkten  gehen,  rufen  in  dem  Ebenenbüschel  u 
eine  involutorische  Correspondenz  [16]  hervor,  denn  jede  Ebene  durch 
tt  trifft  die  genannte  Curve  in  16  Punkten,  und  nach  deren  gepaarten 
Punkten  gehen  die  entsprechenden  Ebenen.  Wir  haben  8  Punktepaare, 
deren  Doppellinien  l  und  u  treffen:  ijt/'  ss  8;  diese  führen  zu  zwei- 
fachen Goincidenzen  unserer  Correspondenz,  denn  die  Ebene  von  u  nach 
einer  dieser  Doppellinien  trifft  die  Curve  16.  Ordnung  in  beiden  Punk- 
ten des  Paars  und  die  je  nach  dem  andern,  als  dem  gepaarten,  gehende 
fallt  mit  ihr  zusammen  (I,  Nr.  18).  Es  bleiben  daher  16  andere  Co- 
incidenzen,  welche  von  Punktepaaren  mit  l  treffenden  Doppellinien 
herkommen,  deren  beide  Punkte  sich  vereinigt  haben. 

Damit  ist  noch  nicht  klar  gestellt,  dass  es  nicht  oo^  solche  Punkte- 
paare  mit  zusammenfallenden  Punkten  giebt. 

Betrachten  wir  nun  die  Complex- Punktepaare,  von  denen  ein 
Punkt  in  eine  gegebene  Ebene  jc  föUt;  projiciren  wir  sie  wiederum 
ans  u,  so  ergiebt  sich  eine  (nicht  involutorische)  Correspondenz.  Jede 
Ebene  |  durch  u  schneidet  ?c0  in  4  Punkten,  deren  jedem  2  Punkte 
gepaart  sind,  so  dass  es  8  entsprechende  Ebenen  £^  giebt.  Femer 
haben  wir  gefunden,  dass  es  8  Complex-Punktepaare  giebt,  deren  beide 
Punkte  in  zwei  verschiedene  Ebenen  beziehentlich  fallen,  hier  eine 
Ebene  i'  durch  u  und  die  Ebene  sr;  also  entsprechen  auch  jeder 
g'  8  Ebenen  g. 

Alle  16  Coincidenzen  dieser  Correspondenz  [8,8]  entstehen  durch 
die  16  Complex-Punktepaare,  von  denen  ein  Punkt  auf  n  liegt,  wäh- 
rend die  Doppellinie  u  trifft  (rivg  =  16). 

Demnach  kommt  nicht  in  jede  Ebene  ein  Punkt  zu  liegen,  in  den 
sich  beide  Punkte  eines  Complex-Punktepaars  vereinigt  haben.  Punkte- 
paare mit  vereinigten  Funkten  sind  folglich  nur  in  endlicher  Zahl  vorhandetu 

Ist  also  E  der  Punkt  eines  solchen  Paars,  so  sei  x  durch  ihn 
gelegt.  Zweifellos  ist  die  Ebene  uE  eine  der  16  Coincidenzen  der 
Correspondenz  [8,8].  Die  Curve  16.  Ordnung  der  Punkte  der  Paare,  • 
deren  Doppellinie  u  trifft,  begegnet  daher  sonst  der  x  in  weniger  als 
16  Punkten  und  muss  also  durch  E  [gehen.  Diese  Complex-Punkte- 
paare (Ej  E)  mit  vereinigten  Punkten  müssen  unbestimmte  Doppel- 
linien haben,  so  dass  je  solche  Doppellinien,  welche  eine  beliebige 
Gerade  treffen,  vorhanden  sind.  Weil  nun  jedes  einer  bestimmten  Ebene 
d  zugehört,  so  erfÖUen  diese  Doppellinien  den  Büschel  {E,  d),  und  je 
eine  trifft  die  beliebige  Gerade.. 
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Somit  ergeben  sich  die  oben  gefundenen  16  Panktepaare  mit  Ter- 
einigten  Punkten,  deren  Doppellinien  die  dort  benutzte  Gerade  l  trafen, 
bei  jeder  andern  Geraden  ebenso. 

Und  wir  haben: 

JEs  giebt  16  Con^oiex-Punktepaare  {Ej  E)  mit  vereinigten  Ptmktei%; 
ihre  DoppeUinien  sind  je  unbestimmt  und  erfüllen  den  gamen  Büschel 
um  E  in  der  zugehörigen  Ebene  d. 

Die  Curren  16.  Ordnung  der  Punkte  der  Compl ex-Punktepaare, 
deren  Doppellinien  eine  gegebene  Gerade  l  treffen,  gehen  durch  die 
16  Punkte  E. 

532  Oder  wir  benutzen  die  Charakteristiken -Formeln  fdr  ein  einfach 

unendliches  System  von  Kegelschnitten  im  Baume  (I,  Nr.  19): 

wo  rf  (statt  d  a.  a.  0.)  die  Anzahl  der  Ausartungen  im  Systeme  ist, 
die  gewöhnlich  Geradenpaare  genannt  werden.  Die  als  Enreloppen 
definirten  Complexcurven  scheinen  nicht  in  Geradenpaare  ausarten  zu 
können,  und  das  ist  auch  im  allgemeinen,  aber  nicht  immer  richtig, 
wie  wir  bald  sehen  werden. 

In  unsern  Formeln  ist  die  Zahl  der  Punktepaare,  welche  i-mal 
die  Bedingung  v  erfDllen,  stets  mit  2'  zu  multipliciren*);  weil  die 
Doppellinie  eines  Punktepaars,  als  Punktcurve  des  ausgearteten  Kegel- 
schnitts, mit  der  zu  treffenden  Geraden  sofort  zwei  (vereinigte)  Punkte 
gemeinsam  hat;  daher  haben  wir  umzuändern: 

rifiv  =  2.8,      fiv^  =  2*.8,      ijvp  =  2.16. 

Wir  wenden  nun  unsere  Formeln  an  auf  die  einfach  unendlichen 
Systeme  von  Complex-Kegelschnitten,  welche  die  Bedingungen  fi',  f&v, 
[iQy  q\  vQf  V*  erfüllen.  Im  ersten  Falle  also  haben  wir  (durch  sym- 
bolische Multiplication  mit  [i'): 

2y?v  =  11^9  +  2,i»  +  1^,i^       2ii?9  =  fi^i/  -f  i^y ; 

die  erste  dieser  Formeln  wird  durch  die  oben  angegebenen  Zahlen- 
werthe  befriedigt,  die  zweite  giebt:  i;^  ==»  0,  die  eben  ausgesprochene 
Vermuthung  bestätigend.  Dasselbe  ergiebt  sich  in  den  vier  nächsten 
Fällen;  im  letzten  aber  haben  wir: 

2i;3  =  v^Q  +  2f*i/*  -1-  lyi/«,     2v^Q  =  i;»  +  ijV. 

Sie  liefern  für  die  einzigen  Unbekannten: 

1/^  =  48, 

*)  Vergl.  Schubert,  Kalkül  der  abzählenden  Geometrie  S.  98. 
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tDomU   wir   nun   alle  10  Cluxrakteristiken    wnseres  Kegelschnitt- Systems 

haben  (vergl.  Nr.  529),  und 

ffv"  =  16. 

Dies  letzte  der  obigen  Yermuthung  widersprechende  Ergebniss 
ist  nunmehr  au&uklaren. 

Es  giebt  ausgezeichnete  singulare  Ebenen  d,  in  denen  die  beiden 
Punkte  des  Punktepaars  in  einen  einzigen  Punkt  E  so  zusammen- 
gerückt sind;  dass  jeder  Strahl  des  Büschels  {E,  d)  Doppellinie  des 
Punktepaars  und  also  singulärer  Strahl  ist  Zunächst  repräsentirt^ 
wegen  der  Unbestimmtheit  der  Doppellinie,  ein  solches  Punktepaar 
cx>^  Mitglieder  des  doppelt  unendlichen  Systems  von  Panktepaaren  und 
kommt  deshalb  nur  in  endlicher  Zahl  Tor. 

Sodann  spielen  bei  der  Ableitung  der  zweiten  unserer  Charakte- 
ristiken-Formeln die  beiden  Geraden  eines  ^^Geradenpaars'^  17'  keine 
Rolle;  sondern  allein  der  Umstand  ist  wichtig,  dass  die  „Tangenten'^ 
dieser  Ausartung  einen  doppelten  Strahlenbüschel  um  den  Doppelpunkt 
des  Geradenpaars  bilden.  Diese  Eigenschaft  aber  kommt  auch  unserm 
Punktepaare  mit  vereinigten  Punkten  zu;  als  Tangentencurve  ist  es 
eindeutig,  als  Punktcurve  jedoch  00^ -deutig:  jeder  Punkt  Ton  d  gehört 
einem  der  00^  Punktepaare  an,  die  es  repräsentirt. 

Den  5  Doppelbedingungen  fi*,  i^v,  fip,  p^,  vq  wird  im  allgemeinen 
keins  der  Gebilde  [E,  d],  die  wie  gesagt  nur  in  endlicher  Zahl  vor- 
handen sind,  genügen;  denn  von  dieser  endlichen  Zahl  von  Punkten  E 
oder  Ebenen  d  kann  keine  Bedingung  q  oder  fi  erfüllt  werden,  also 
kommen  die  [E,  d]  in  den  betreffenden  00^ -Systemen  von  Complex- 
Kegelschnitten  nicht  vor.  Und  umgekehrt,  weil  da  die  Zahl  1}'fl^ 
fi'liVy  . .  •  fi'vQ  die  einzige  Unbekannte  war  und  sich  gleich  0  ergab, 
lehrt  uns  dies,  dass  die  [E,  d]  nur  in  endlicher  Zahl  vorhanden  sind. 

Aber  der  Bedingung  v^  wird  jedes  von  den  [E,  d]  genügen,  mit 
einer  von  seinen  cx>^  Doppellinien  der  einen  von  den  beiden  Geraden 
dieser  Bedingung,  mit  einer  andern  der  andern  begegnend;  und  so  ist 
ijV  nicht  0,  sondern  16.*) 

Wir  haben  also  16  Ebenen  J,  deren  Curven  (S)  Punktepaare  mit 
vereinigten  Punkten  und  unbestimmter  Dappeüinie  sind.    * 

Die  Ebenen  d  berühren  ersichtlich  auch  jede  Complexfläche  (Z); 
denn  eine  von  den  00^  Doppellinien  trifft  die  Gerade  L  Folglich  haben 
3  solche  Flächen  (Q,  (V),  (t')  ausser  ihnen  noch  48  Ebenen  gemein- 
sam, deren  Complexcurven,  im  allgemeinen  nicht  ausartende  Kegel- 
schnitte, die  Geraden  Z,  T,  V  treffen:  v*  =  48. 

^  Wir  haben  es  hier  mit  einer  dägänärescence  von  Halphen  su  than  (Math. 
Ajinalen  Bd.  16  S.  19). 
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Schubert  hat  f&r  die  Charakteristiken  eines  oo'-Systemes  von 
Kegelschnitten  die  Identität: 

2i/»  —  2v^Q  +  5vQ^  —  2q^  —  6fii/*  +  AiiQV  +  12f*«f;  —  8<i*(>  —  0 

nachgewiesen*);  unsere  Zahlen  erfüllen  sie. 

Die  Werthe  q^v  <»  16^  qv^  ^  32,  v^  —  48  geben  folgende  Sätze: 
Bie  Cotnplexcurveny  welche  2  Ebenen  'berühren ^  eine  Ebene  berühren 
und  eine  Gerade  treffen^  2  Gerade  treffen^  erzeugen  eine  Fläche  be$w.  von 
der  Ordnung  16^  32,  48.  Da  in  eine  zu  berührende  Ebene  kein  erzeu- 
gender Kegelschnitt  fallt ,  so  ist  die  Ourve  der  Berührfingen  mit  jeder 
der  Ebenen  des  ersten,  mit  der  Ebene  des  eweUen  Falls  8.,  bejsto.  16. 
Ordnung. 

533  ÄUe  Strahlen  eines  Büschds  (E,  d)  sind,  wie  bemerkt,   singulare 

Strahlen  und  die  Ebene  d  ist  für  jeden  von  ihnen  die  zugehörige  singu- 
lare Ebene;  in  E  vereinigen  sich  die  beiden  Punkte  B,  B'  des  Paars, 
so  dass  der  Strahl  die  Fläche  O  in  E  berührt.  Ausserdem  tangirt  er 
sie  noch  im  jeweiligen  zugehörigen  'singulären  Punkte,  der  sich  von 
einem  Strahle  zum  andern  ändert.  Weil  alle  Strahlen  von  {E,  8)  zum 
Complexe  gehören,  so  ist  E  selbst  singulärer  Punkt  und  der  zugehörige 
singulare  Strahl  der  Schnitt  von  ä  mit  der  zweiten  Ebene  des  Ebenen- 
paars (E). 

Danach  erzeugen  die  singulären  Punkte  der  Strahlen  von  {E,  d)  einen 
Kegelschnitt  [d],  der  durch  E  geht,  dort  den  eben  erwähnten  Strahl  tan- 
girt und  längs  dessen  die  Ebene  d  die  singulare  Fläche  berührt.  Sie  ist 
also  eine  Doppel- Tangentialebene  von  9,  und  9  hat  deren  16. 

Ingleichen  und  dual  haben  wir  16  Punkte  D,  deren  Complexkegd 
aus  zwei  in  eine  Ebene  s  zusammengefallenen  Ebenen  besteht  mit  jedem 
Strahle  des  Büschels  (D,  s)  als  DoppeUinie  Diese  Punkte  D  sind  Doppel- 
punkte von  O,  und  ihr  Anschmiegungskegd  [D]  wird  von  den  singulären 
Ebenen  uwAüllt,  u?elche  zu  den  Strahlen  von  (D,  e)  gehören  und  unter 
denen  sich  e  befindet. 

Für  den  Oomplex  sind  diese  Punkte  D  und  Ebenen  d  als  seine 
stationären  Punkte  und  Ebenen  zu  bezeichnen. 

Wir  haben  somit  zwei  verschiedene  Arten  von  je  16  StrahlenbiAScheln, 
die  aus  lauter  singulären  Strahlen  bestehen;  bei  einem  Büschd  der  einen 
Art  (E,  8)  gehört  zu  allen  Strahlen  die  nämliche  singulare  Ebene  d, 
wahrend  der  zugehörige  singulare  Punkt  einen  durch  den  Scheitel  E  gehen- 
den  Kegelschnitt  durchläuft;   bei  einem  der  andern  Art  (D,  «)   ist  der 


*)  Math.  Annalen  Bd.  10  S.  867. 
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singulare  FunM  D  fest^  und  die  singulare  Ebene  umhüUt  einen  die  Ebene 
£  berührenden  Kegel  2.  Grades. 

Diese  Doppelelemente  reduciren  die  Klasse  und  Ordnung  von  O 
auf  4. 

Die  singulare  Fläche  eines  quadratischen  Complexes  ist  eine  Kum- 
mer^sche  Fläche. 

Der  Comples^egel  eines  jeden  Punktes  einer  Ebene  d  berührt  sie  längs 
des  Strahls  nach  E. 

Die  Complexcurve  einer  Ebene  durch  einen  Punkt  D  geht  durch  ihn 
und  berührt  die  Ebene  s. 

Die  Punkte  D  liegen  auf  allen  Complex flächen;  denn  die  Complex- 
fläche  (t)  ist  der  Ort  der  Punkte,  deren  Complexkegel  die  Gerade  l 
berfihren;  weil  der  Büschel  (2),  c)  einen  l  treffenden  Strahl  enthält, 
so  berührt  das  Ebenenpaar  (s,  s)  mit  diesem  Strahle  als  Doppeliinie 
die  l,  d.  h.  trifft  sie  mit  der  Doppellinie. 

Die  Ebenen  d  berühren  aUe  Complex flächen;  wie  schon  bemerkt 
wurde. 

Die  gegenseitige  Lage  der  D  und  tf,  bezw.  der  [D]  und  [3],  wie  534 
sie  die  allgemeine  Theorie  der  Eummer'schen  Fläche  lehrt  (II,  Nr.  389), 
wie  wir  sie  aber  auch  bei  der  Brennfläche  einer  Congrnenz  2.  Grades 
kennen  gelernt  haben  (11,  Nr.  357),   haben  wir  auch  aus  ihrer  nun- 
mehrigen Entstehungsweise  abzuleiten. 

Wahrend  der  singulare  Punkt  8  einen  der  Kegelschnitte  [d]  durch- 
wandert, geht  der  zugehörige  singulare  Strahl  s  ständig  durch  E]  die 
Ebenen  des  Ebenenpaars  (5)  umhüüen  einen  Kegd  mit  der  Spitsse  E. 
Weil  der  Complexkegel  eines  beliebigen  Punktes  0  den  [d]  viermal 
trifft,  so  senden  4  Punkte  von  [ä]  einen  Complexstrahl  und  also  eine 
Ebene  des  Paars  nach  0;  jener  Kegel  hat  daher  die  Klasse  4  und  ist 
ersichüich  der  Tangentialkegel  aus  E  an  0.  Liegt  0  auf  ^,  so  vereinigen 
sich  die  beiden  in  d  gelegenen  Kanten  von  (0)  in  OE  wegen  des  Punkte- 
paars (ß)  mit  in  E  vereinigten  Punkten;  mithin  gehen  durch  0,  ausser 
der  Ebene  d  des  Ebeneupaars  (E),  nur  die  beiden  Ebenen  des  Com- 
plex-Ebenenpaars  aus  dem  zweiten  Schnitte  von  OE  mit  [9].  Folglich 
ist  d  doppelte  Tangentialebene  des  Kegels  4.  Klasse,  wie  zu  erwarten. 
Liegt  endlich  0  auf  der  Tangente  von  [6]  in  E,  so  geht  durch  ihn 
ausser  d  nur  noch  die  zweite  Ebene  von  (£);  d  stellt  sich  als  Wende- 
Beriihrungsd)ene  des  Kegels  heraus.  Im  allgemeinen  ist  ja  auch  für  den 
Tangentialkegel  einer  Fläche  aus  einem  Punkte  derselben  dessen  Be- 
rührungsebene doppelte  Tangentialebene.  Berührungskanten  sind  die 
beiden  dreipunktigen  oder  Haupttangenten;  rQcken  also  diese  zusammen, 
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so  wird  die  Ebene  Wendeberührungsebene  längs  der  einzigen  Haupt- 
tangente. Dies  gilt  für  die  Ebene  d  und  einen  jeden  Punkt  von  [d], 
da  in  ihm  die  Tangente  von  [d]  die  einzige  Haupttangente  ist. 

Unser  Kegel  4.  Klasse  atis  E  ist  daher  9,  Ordnung  und  bat  mit 
8  noch  6  einfache  Schnittkanten. 

Die  beiden  von  einem  beliebigen  Strahle  von  (JEj  S)  an  den  Eegel 
(und  O)  kommenden  von  ä  verschiedenen  Berührungsebenen  sind  immer 
die  Ebenen  des  Ebenenpaars  aus  dem  zweiten  Schnitte  mit  [d];  bei 
jeder  der  6  Schnittkanten  vereinigen  sie  sich  und  die  6  zweiten  Schnitte 
sind  Punkte  D. 

Auf  jedem  Kegelschnitte  [d]  haben  wir  demzufolge  6  Pimkte  D,  und 
jeder  Kegel  [D]  loird  von  6  Ebenen  ä  berührt. 

Dass  ein  Schnittpunkt  zweier  [d]  ein  D  ist,  folgt  auch  daraus, 
dass  sein  Complex-Ebenenpaar  eine  Doppellinie  in  jeder  von  beiden 
Ebenen  d  hat,  also  oo^  Doppellinien  besitzt. 

Wenn  nicht  beide  Schnittpunkte  zweier  d  Punkte  D  wären  und 
jede  Schnittlinie  zweier  d  zwei  D  enthielte,  so  wäre  es  nicht  möglich, 
höchstens  15  Punkte  in  die  Ebenen  d,  die  durch  einen  D  gehen,  so 
zu  vertbeilen,  dass  jede  Ebene  5  enthält 

Daher  sind  die  15  Verbindungslinien  der  6  Punkte  D  in  einer  Ebene 
d  die  Spuren  der  15  Obrigen  Ebenen  d,  die  15  Schnittlinien  der  6  Ebenen 
d,  die  durch  einen  D  gehen,  die  Geraden,  welche  ihn  mit  den  15  übrigen 
D  verbinden. 

Indem  wir  oben  erkannten,  dass  in  jeder  Ebene  d  6  Punkte  D 
liegen,  haben  wir  zugleich  gefunden,  dass  die  6  Ebenen  £,  die  zu  diesen 
Punkten  D  gehören,  durch  den  Punkt  E  gehen,  der  zur  Ebene  d  gehört. 

Also  gehen  durch  jeden  der  16  Punkte  E  6  Ebenen  s  und  in  jeder 
Ebene  e  liegen  6  Punkte  E.  Die  Punkte  E  und  die  Ebenen  s  bilden  eine 
Kummer'sche  Configuration,  wie  die  D  und  die  d;  dies  wird  sich 
gleich  noch  genauer  zeigen. 

Wie  eine  d  für  den  Eegel  EO  aus  dem  zugehörigen  E  Wende- 
Berührungsebene  ist  und  die  6  durch  E  gehenden  Ebenen  a  diesen 
Eegel  in  seinen  weiteren  Schnittkanten  mit  d  tangiren;  so  sind  die  6 
Punkte  E  in  einer  Ebene  e  die*  Berührungspunkte  der  6  Tangenten, 
die  an  die  Schnittcurve  e<D  von  deren  Rückkehrpunkte  D  kommen, 
also  die  zweiten  Berührungspunkte  der  6  Doppeltangenten  von  <D  im 
Tangentenbüschel  {D,  s),  oder  die  Nullpunkte  von  e  in  Bezug  auf  die 
6  Gewinde,  welche  durch  die  Congruenzen  2.  Grades  gehen,  deren 
gemeinsame  Brennfläche  4>  ist;  da  diese  gegenseitig  in  Involution  sind, 
so  liegen  jene  6  Punkte  auf  einem  Eegelschnitte  (I,  Nr.  188);  und 
ebenso  tangiren   die   6  Ebenen   e,    die   durch  einen  E  gehen,   einen 
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Eegel   2.   Grades;   wie   das   bei   einer   Eummer'schen   Configuration 
erforderlich  ist 

Wir  wollen  jetzt  den  zweiten  Bestandtheil   der  Brennfläche   der  535 
Congmenz  S  der  singulären  Strahlen  genauer  untersuchen;   der  erste 
ist  die  singulare  Fläche  <D. 

Wir  fanden  schon  (Nr.  525):  der  zweite  Brennpunkt  eines  singu- 
lären Strahls  8  ist  der  Punkt,  welcher  dem  ersten  Brennpunkte  S  in 
Bezug  auf  die  beiden  Punkte  B',  B"  des  Punktepaars  mit  der  Doppel- 
linie s  harmonisch  zugeordnet  ist. 

Das  in  Nr.  530  erhaltene  Ergebnisse  dass  die  singulären  Strahlen 
Sf  deren  zugehörige  singulare  Punkte  8  einen  ebenen  Schnitt  von  0 
erfüllen,  eine  Regelfläche  s  8.  Grades  erzeugen,  welche  0  längs  des 
Schnitts  tangirt,  kann  noch  dahin  ausgesprochen  werden,  dass  die 
singulären  Strahlen,  welche  sich  auf  eine  Gerade  l  stützen  und  daher 
eine  Regelfläche  8.  Grades  erzeugen,  die  Fläche  0  längs  einer  Curve 
8.  Ordnung  berühren,  die  von  den  zugehörigen  singulären  Punkten  S 
gebildet  wird;  der  fernere  Schnitt,  der  Ort  der  Punkte  B\  B'\  ist 
16.  Ordnung,  wie  das  auch  der  Werth  iqvQ  »»  16  von  Nr.  530  lehrt. 
Wir  betrachten  nun  die  Curve  der  Punkte  auf  diesen  Strahlen,  welche 
den  Stützpunkten  auf  l  in  Bezug  auf  B\  B"  harmonisch  zugeordnet 
sind.  In  jeder  Ebene  durch  l  haben  wir  zunächst  ausserhalb  l  die 
4  Punkte  auf  den  4  singulären  Strahlen,  sodann  sind  die  4  Punkte  19 
Doppelpunkte  unserer  Curve,  weil  in  jeden  von  ihnen  von  zwei  Punkte- 
paaren der  eine  Punkt  fölli  Die  Curve  ist  12.  Ordnung,  und  ihre 
48  Begeg^nngspunkte  mit  O  vertheilen  sich  auf  die  Curven  16.  und 
8.  Ordnung  in  folgender  Weise.  Jeder  von  den  4  Punkten  29  ist  auch 
Doppelpunkt  der  Curve  16.  Ordnung;  ferner  trifft  aus  jedem  der  16 
Strahlenbüschel  {E,  S)  ein  Strahl  die  !,  und  weil  auf  ihm  die  Punkte 
JS^  BT  sich  in  JE  vereinigen,  so  ist  jeder  von  den  B  Begegnungspunkt 
der  Curven  12.  und  16.  Ordnung.  Wir  haben  so  2.4  -|-  16  Begegnungs- 
punkte der  ersteren  mit  <D,  die  auf  der  letzteren  liegen.  Diejenigen, 
die  auf  der  Curve  8.  Ordnung  sich  befinden,  zählen  wegen  der  Be- 
rührung ^er  Regelfläche  8.  Ordnung  mit  Q>  längs  dieser  Curve  doppelt, 
also  ist  ihre  Zahl  ^(48  —  24)  =  12.  Sie  sind  auf  den  zugehörigen 
die  l  treffenden  singulären  Strahlen  die  Punkte  5,  und  der  Schnitt  mit 
2,  als  vierter  harmonischer  zu  einem  solchen  S  in  Bezug  auf  f ,  B!\ 
ist  ein  Punkt  des  gesuchten  Ortes. 

Der  gweite  Bestandtheil  der  Brennfläche  der  Congrueng  S  der  sin- 
gulären Strdhien  ist  12.  Ordnung  und  12.  Klasse. 

Die  volle  Brennfläche  ist  daher  von  der  Ordnung  und  Klasse  16. 
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Wir  werden  S  als  Schnitt  zweier  Complexe  2.  Grades  erkennen,  und 
dann  wird  dies  Ergebniss  durch  die  Formel  von  II  Nr.  300  bestätigt. 
Der  Rang  van  S  ist  infolge  dessen  4;   d.  h.   mit  jeder  Geraden 
gehören  4mal  zwei  singulare  Strahlen  zu  dem  nämlichen  Büschel. 
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536  In  jedem  Tangentenbüschd  (5,  0)  der  singülären  Fläche  0  haben 

wir  einen  Strahl  s,  welcher  für  den  Complex  F^  singtUär  ist;  die  Büschel 
in  6  um  die  beiden  weiteren  Schnitte  von  s  mit  4>  (oder  die  Büschel  aus 
S  in  den  beiden  weiteren  Berührungsebenen  durch  s  an  0)  gehören  ganz 
dem  Complexe  an^  und  diese  00^  Büschel  (die  in  der  Klammer  erwähnten 
sind  dieselben)  erfüllen  ihn.  Es  lässt  sich  nun  yermnthen,  dass  es 
möglich  ist,  die  sämmtlichen  Tangentenbüschel  projectiv  zu  durchlaufen, 
und  dass  je  alle  entsprechenden  Strahlen  immer  zu  einem  quadratischen 
Complexe  führen.  Dies  sollen  die  folgenden  Betrachtungen  bestätigen. 
Jede  Kummer 'sehe  Fläche  (II,  Nr.  392)  ist  gemeinsame  Brenn- 
fläche für  6  Congruenzen  2.  Grades  Q*,  Cg*,  . . .  Q^.*)  Jede  von  ihnen 
ruft  zwischen  der  Punktreihe  auf  einer  Geraden  l  und  dem  Ebenen- 
büschel um  sie  eine  Correspondenz  [2,  2\i  hervor  (II,  Nr.  377).  In 
der  Punktreihe  sind  die  Schnitte  J.',  Ä\  Ä'\  A^^  mit  <D  die  Ver- 
zweigungspunkte, und  die  Schnitte  JB',  B'\  S'\  B^^  mit  den  einzigen 
Congruenzstrahlen  b\  V\  V",  b^^,  welche  sich  in  den  durch  l  gehenden 
Berührungsebenen  ß\  ß'\  ß>'\  ß^^  von  O  befinden,  die  Doppelpunkte. 
Die  Projectivität  der  A  und  ß  sei: 

ÄA^'Ä^A^"^  A  ßrß'Tß"^' 

Wir  führen  unsere  Correspondenz  auf  zwei  sich  schneidende  Ge- 
raden Uf  V  über,  so  dass  die  Punktreihe  l  in  die  Punktreihe  u,  der 
Ebenenbüschel  l  in  die  Punktreihe  v  übergeht,  und  richten  die  lieber- 
führung  so  ein,  dass  im  Schnitte  uv  sich  entsprechende  Punkte  ver- 
einigen (yergl.  I,  Nr.  lö).  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
umhüllen  dann  eine  Curve  3.  Klasse,  die  auch  u  und  v  tangirt.  Die 
Verzweigungspunkte  A  —  die  Namen  brauchen  wir  nicht  zu  ändern  — 
sind  die  weiteren  Schnitte  der  u  mit  dieser  Curve,  während  die  Doppel- 
punkte B  die  Schnitte  der  u  mit  den  Geraden  sind,  welche  die  Curve 


*)  Ich  halte  es  nun  für  besBer,  die  Bezeichnung  des  Grades  2  hinzuzufügen, 
was  ich  im  Bd.  II  nicht  gethan,  der  grösseren  Gleichmässigkeit  der  Bezeichnung 
halber. 
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in  den  weiteren  Schnitten  mit  v  berühren.  Die  mit  gleichen  Accenten 
versehenen  Pankte  sind  solche  Schnitte  von  u,  bezw.  gehören  zu  sol- 
chen Schnitten  von  v,  welche^  wenn  t?  in  u  übergeführt  wird^  con- 
tinuirlich  in  einander  übergehen;  denn  in  dieser  Weise  sind  ja  auch 
die  Würfe  der  einen  und  der  andern  Schnitte  projectiv. 
Die  8  Punkte  Ä  und  B  geben  dann  3  Involutionen*): 

Unterscheiden  wir  nun,  zu  der  Punktreihe  und  dem  Ebenenbüschel 
l  zurückkehrend,  die  jB,  welche  zu  den  verschiedenen  Congruenzen 
gehören,  durch  die  betreffenden  Zeiger,  —  die  A  sind  allen  gemeinsam 
— ,  so  erhalten  wir  für  jede  von  diesen  schon  durch  ihre  beiden  ersten 
Paare  bestimmten  Involutionen  im  Ganzen  2  -f-  6.2  Paare.  Die  erste 
liefert,  in  zwei  projective  Punktreihen  aufgelöst: 

-öj  iJj  JÖ3  15^  Jb^  Hq     A   -Dl    JD2   -O3    -ö^   -Ö5    jDg    . 

Nach  diesen  Punkten  gehen  aber  die  je  einzigen  Strahlen  der  6  Con- 
gruenzen in  den  Ebenen  ^,  ß^\  oder,  was  dasselbe  ist,  die  6  Doppel- 
tangenten der  beiden  Tangentenbüschel  in  diesen  Ebenen.  Da  dies 
zwei  beliebige  Berührungsebenen  von  <D  sind,  so  haben  wir  folgenden 
wichtigen  Satz: 

Die  00^  Tangentenbüschel  der  Kummer' sehen  Fläche  sind  so  pro- 
jediv,  dass  diejenigen  Doppeltangenten  j  die  m  der  nämlichen  Congruenz 
2.  Grades y  für  die  sie  Brennfläche  ist,  gehören^  einander  entsprechen. 

Vermöge  aller  drei  Involutionen  aber  haben  wir: 

A'B;B^B^  A  Ä'Bl'B^'Bi'  A  Ä"B;''B;"B^"  A  A^'^B.^B^^B^^. 

Folglich  entsprechen  in  den  vier  Taugentenbüscheln  der  Ebenen 
ß^,  ß>\  ß^'\  ß^^  auch  die  beziehentlich  nach  A',  A'\  Ä'\  A^  gehenden 
Strahlen  einander. 

Zieht  man  in  irgend  einem  Tangentenbüschel  von  0  eine  beliebige 
Tangente  und  darauf  in  allen  andern  je  die  in  der  Projectivität  ent- 
sprechende,  so  hat  jede  von  ihnen  mit  *  noch  2  Schnitte.  Der  Inbegriff 
der  Paare  von  Strahlenbüscheln  in  den  Berührungsebenen  je  um  diese 
beiden  PunMe  giebt  einen  Complex  2.  Grades,  für  den  die  Fläche  * 
singulare  Fläche  ist,  und  unr  erhalten,  wenn  wir  so  die  Tangentenbüschel 


*)  Schröter,  Theorie  der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  (Leipzig,  1888), 
wo  am  Schlosse  von  §  13  der  daale  Satz  bewiesen  ist  Einen  andern  Beweis 
werden  wir  in  Nr.  601  geben. 

Stnrm,  Liniuigeometiie.    III.  3 
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prqjecHv  durchlaufen,  die  <x>^  Complexe  2.  Grades ,  welche  9  eur  singu- 
Viren  Fläche  haben  y  oder,  wenn  wir  sie  als  singulare  Fläche  eines  ge- 
gebenen Qmjplexes  I^  voraussetzen,  die  consingulären  Complexe  von  F*.*) 

Die  je  benutzten  Tangenten  sind  die  singulären  Strahlen  des  ent- 
stehenden Complexes. 

Es  ist  nur  noch  zu  beweisen^  dass  ein  so  sich  ergebender  Com- 
plex  Yom  2.  Grade  ist;  und  dazu  genügt  es,  darzuthun,  dass  in  jeder 
Tangentialebene  ß  von  <Z>  keine  andern  Strahlen  Yon  ihm  liegen,  als 
die  der  beiden  erzeugenden  Büschel.  Ä  sei  einer  von  den  beiden 
Schnitten  der  im  Tängentenbüschel  yon  ß^  gezogenen  Tangente^  g  ein 
Strahl  von  (Ä',  ß'),  also  ein  Strahl  des  Complexes,  zu  dem  diese  Tan- 
gente und  die  entsprechenden  führen,  /}''  eine  zweite  Berührungsebene 
von  0  durch  ihn.  Die  Projectivität  der  Schnittpunkte  von  g  mit  * 
und  der  Berührungsebenen  aus  g  bh  O  hat  vier  Formen,  und  in  einer 
derselben  sind  Ä^  und  ß^  entsprechend.  Sei  Ä"  der  Schnitt,  der  in 
ihr  der  ß"  entspricht;  dann  correspondirt,  wie  wir  eben  fanden,  in  der 
Projectivität  der  Tangentenbüschel  in  ß^,  ß!'  der  nach  Ä  gehenden 
Tangente  des  ersten  die  nach  Ä'  gehende  des  zweiten;  d.  h.  g  ergiebt 
sich  auch  bei  dem  Büschel  {Ä\  /S"). 

Jeder  Strahl  des  erzeugten  Complexes  ergiebt  sich  bei  4  von  den 
erzeugenden  Büscheln:  in  jeder  der  durchgehenden  Tangentialebenen  von  <D. 

537  Und  andrerseits  jede  beliebige  Gerade  l  gehört  zu  4  von  den  con- 

singulären Complexen. 

Nimmt  man  nämlich  eine  von  den  4  durch  sie  gehenden  Berüh- 
rungsebenen als  Ebene  des  „Ausgangs-Strahlenbüschels^',  so  bestimmen 
die  4  Tangenten  dieses  Büschels,  welche  nach  den  4  Schnitten  der 
Geraden  mit  0  gehen,  die  4  Complexe. 

Wir  Icönnen  4  den  Grad  der  Reihe  der  consingulären  Complexe 
nennen. 

Wenn  die  Gerade  ein  singulärer  Strahl  s  von  F*  ist  —  und  jede 
Tangente  von  9  ist  für  einen  der  consingulären  Complexe  singulärer 
Strahl  — ,  so  wollen  wir  als  Ausgangsebene  ß^  eine  von  den  beiden 
nicht  in  iS^  tangirenden  Berührungsebenen  nehmen**);  von  den  4  Schnit- 
ten  des  Strahls  mit  O  fallen  2  zusammen  in  S,  also  auch  2  Strahlen 


*)  Wir  können  natürlich  auch  daal  verfahren.  —  Eine  einheitliche  Bezeich- 
ntmg  besteht  wohl  noch  nicht  Klein  und  Lie  nennen  diese  Complexe  zu  F* 
confocal,  Segre  homofocal,  Schur  in  Involution  za  F*;  die  obige  Bezeichnung 
„consingulär"  scheint  mir  die  geeignetste. 

*^  Die  Ebene,  welche  in  S  selbst  berührt,  ist  eben  deshalb  nicht  geeignet, 
weil  die  Strahlen  ans  dem  Berührangspunkte  nach  den  Schnitten  von  sin  <f  fallen 
oder  anbestimmt  werden. 
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des  Tangentenbüschels  von  /J'.  Dieser  Strahl,  welcher  den  einen  Punkt 
S  des  Punktepaars  (ßT)  mit  dem  Berührungspunkte  von  /3'  verbindet, 
ist  singulärer  Strahl  von  F*.  Von  den  4  consingulären  Complexen  durch 
s  fallen  daher  evoei  in  F^  zusammen. 

Die  Congruems  S  der  singulären  Strählen  von  T*  ist  also  der  Schnitt 
dieses  Complexes  mit  dem  unendlich  nahen  in  der  Eeihe  der  consingulären 
Complexe. 

Schon  damit  ist  erkannt,  dass  sie  Schnitt  mit  einem  andern  Com- 
piexe  2.  Grades  ist.  Wir  werden  später  den  vollen  Büschel  von  qua- 
dratischen Complexen  durch  sie  ermitteln. 

Nennen  wir  die  Reihe  der  consingulären  Complexe  %  (O»  ^®^^ 
sie  zu  9  gehört. 

Indem  die  Complexe  dieser  Reihe  eindeutig  auf  die  Strahlen  eines  538 
Tangentenbüschels  von  9  bezogen  sind,  wobei  jeder  demjenigen  Strahle 
entspricht,  der  für  ihn  singulärer  Strahl  ist,  unrd  die  Reihe  %  (F*) 
prcjeciiv  beziehbar;  wir  können  von  einer  (gemeinen)  Involution  in  dieser 
Reihe,  ferner  von  dem  Dqppelverhältniss  von  4  Compleocen  der  Beihe 
sprechen,  welches  das  Doppelverhältniss  ihrer  4  demselben  Tangenten- 
büschel von  9  angehorigen  singulären  Strahlen  ist. 

Erinnern  wir  uns,  dass  die  vier  singulären  Strahlen  in  dem  Tan- 
gentenbüschel  einer  durch  eine  gegebene  Gerade  gehenden  Berührungs- 
ebene von  9,  welche  zu  den  durch  dieselbe  gehenden  Complexen  der 
Reihe  ^  (F^)  gehören,  nach  den  Schnitten  von  l  mit  9  laufen,  so 
haben  wir: 

Das  Dqppelverhältniss  der  vier  PunJcte,  in  denen  eine  Gerade  l  die 
Fläche  9  schneidet^  oder  der  4  Berührungsdmen  von  l  an  <P,  oder  der 
4  Seheitel  oder  der  4  Ebenen  der  durch  l  gehenden  Strahlenbüschel  eines 
jeden  der  4  Complexe  von  %  (F*),  welche  den  Strahl  l  enthalten  ^  ist  zu- 
gleich das  Dqppelverhältniss  dieser  4  Complexe. 

Die  6  Doppeltangenten  in  irgend  einem  Tangentenbüschel  von  9 
bilden  3  unabhäugige  Doppelverhältnisse,  welche  man  die  absoluten 
Invarianten  der  Reihe  ^  (F^)  consingulärer  Complexe  nennt.  Nimmt 
man  für  einen  bestimmten  Complex  F^  der  Reihe  noch  seinen  singu- 
lären Strahl  im  Tangentenbüschel,  so  heissen  die  4  uuabhängigen 
Doppelverhältnisse  dieser  7  Strahlen  die  absoluten  Invarianten  von  r\ 

Jeder   Complex    (von   beliebigem   Grade)    ruft,    wie   wir    wissen  539 

(Nr.  519),  bei  jedem  von  seinen  Strahlen  eine  Projectivität  zwischen 

der  Punktreihe  und  dem  Ebenenbüschel  hervor,  in  welcher  jedem  Punkte 

der  Reihe  die  Berührungsebene  seines  Complexkegels  längs  des  Strahls, 

3* 
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jeder  Ebene  des  Büschels  der  Berübrungspunkt  ihrer  Complexcurve 
mit  dem  Strahle  correspondirt.  Insbesondere  entsprechen  bei  einem 
r^  den  Scheiteln  der  4  StrahlenbQschel  durch  die  Oerade  die  Ebenen 
derselben.  Bei  zwei  Complezen  ergiebt  sich  daher  eine  Projectivität 
der  Punktreihe  auf  einem  gemeinsamen  Strahle  (oder  des  Ebenen- 
büschels durch  ihn),  bei  der  zwei  Punkte  homolog  sind,  welche  in  den 
Yon  beiden  Complexen  hervorgerufenen  Projectivitäten  der  nämlichen 
Ebene  entsprechen,  und  deren  sich  selbst  entsprechende  Punkte  die 
Brennpunkte  sind,  die  dem  Strahle  in  der  Schnittcongruenz  zukommen 
(n,  Nr.  290).  Ist  diese  Projectivität  eine  Involution,  so  nennt  man, 
nach  F.  Klein,  die  beiden  Gomplexe  invöltäorisch  in  Bezug  auf  den 
Strahl.  Wir  haben  es,  wenn  beide  Gomplexe  linear  sind,  mit  zwei 
Gewinden  in  Involution  zu  thun,  denn  zwei  entsprechende  Punkte 
unserer  jetzigen  Projectivität  sind  in  der  CoUineation  mit  Axen,  die 
den  Gewinden  zugeordnet  ist,  homolog:  diese  ist  dann  eine  wind- 
schiefe Involution  (I,  Nr.  102);  der  Zusatz  „in  Bezug  auf  den  Strahl^' 
wird  überflüssig,  weil  die  Involution  auf  einem  Strahle  des  Schnitt- 
Strahlennetzes  die  auf  allen  (und  um  alle)  nach  sich  zieht. 

Die  Projectivität,  welche  ein  I^  auf  einem  seiner  Strahlen  hervor- 
ruft, ist  identisch  mit  der,  welche  dem  Strahle  durch  irgend  eins  seiner 
Tangentialgewinde  oder  durch  das  Tangential  -  Strahlennetz  ertheilt 
wird;  denn  die  Ebene,  welche  längs  des  Strahls  den  Complexkegel 
eines  seiner  Punkte  tangirt,  enthält  den  von  diesem  Punkte  kommen- 
den Büschel  des  Netzes  (Nr.  521). 

Sind  also  zwei  Complexe  2.  Grades  involutorisch  in  Bezug  auf  einen 
gemeinsamen  Strdlüj  so  sind  die  Tangentialgewinde  dieses  Strahls  für  den 
einen  Complex  zu  denen  für  den  andern  in  Involution. 

Die  4  consingulären  Complexe  2.  Grades^  die  durch  einen  Strahl  g 
gehen,  sind  zu  je  zweien  in  Bezug  auf  denselben  in  Involution.*) 

In  der  That,  es  sei  wiederum  die  Projectivität  der  Würfe  der 
Schnitte  von  g  mit  9  und  der  Berührungsebenen  durch  ^  an  0: 

Dann  gehen  die  singulären  Strahlen  im  TangentenbQschel  von  ß', 
welche  zu  den  4  durch  g  gehenden  consingulären  Complexen  F*,  r^*, 
AS  A*  gehören,  durch  Ä\  Ä\  Ä\  ^^^  die  in  /3"  durch  Ä\  Ä\ 
-4^,  J.'",  die  in  ß'"  durch  Ä",  Ä^,  Ä,  Ä'  und  in  ß^  durch  A^^, 
Ä"y  Ä\  Ä']  daher  sind  die  durch  g  gehenden  Strahlenbüschel  von 


*)  Damit  ist  die  Schur 'sehe  Benennung  für  consinguläre  Complexe  begrOndet. 
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r«:  {Ä,  n  (4",  n,  w",  n,  u"^,  ^"0, 

r,»:    (A'",  ^),  iA^,  n,  (-4-,  n,     U",  /J"0, 
r,*:    {A^,  ß),  {Ä",  ß"),   (A",  n.    W,  ß"^, 

Die  durch  F*  und  F^^  veranlasste  Projectivitat  der  Punktreihe 
hat  demnach  sowohl  A\  A"  (und  Ä",  Ä^),  als  auch  Ä'\  Ä  (und 
AF^^  A"')  zu  entsprechenden  Punkten  und  ist  deshalb  Involution. 

Klein  nennt  wegen  dieser  Eigenschaft  das  System  der  consingu- 
lären  Complexe  ein  Involutianssystem.^) 

Man  erkennt  sofort^  dass  sstoei  von  den  4  Complexen  durch  einen 
Strahl  dieselbe  Involution  hervorrufen^  wie  die  beiden  andern. 

Denn  zu  den  von  r*,  F^^  und  von  F,*,  Fj*  hervorgerufenen  ge- 
hören A'A'\  Ä"AF^  als  Paare. 

Die  Doppelpunkte  dieser  Involution  sind  sowohl  die  Brennpunkte  für 
die  Schnittcongruenz  der  ersteren,  une  für  die  der  letzteren. 

Wir  bezeichnen  diese  Doppelpunkte  mit 

-^01,88;   -FoijSS;   -^08,13,    ^^08,15;   J^08,12,   Fq^h  , 

Weil  die  3  Tunktepaare^  die  man  so  erhält,  als  Doppelpunkte  zu 
den  3  Involutionen  gehören,  welche  aus  dem  Punktwurfe  Ä^  ...  AP  je 
zwei  Paare  nehmen,  so  sind  sie  zu  je  zweien  harmonisch.  Diese  4  Punkte, 
die  in  den  4  Complexen  der  /}'  (oder  in  den  3  andern  projectiven  An- 
ordnungen der  ß'j  fl"y  ß^^  correspondiren,  kann  man  durch  die  Be- 
rührungspunkte, mit  g,  der  Complexcurven  irgend  einer  Ebene  durch 
g  ersetzen. 

Die  4  Complexe  haben  zu  je  dreien  eine  Regelßkhe  16,  Grades 
gemeinsam;  betrachten  wir  die  SflJJg  ^  F^F^F^\  sie  geht  durch  g,  und 

g^  sei  die  Nachbar -Erzeugende.  Ferner  seien  F^,  Fp,i,  ^^,2,  Fg^z  die 
4  Tangentialgewinde  von  g,  welche  durch  g^  gehen;  die  den  drei  ersten 
gemeinsame  Begelschaar  Qq^^  S!^^  ebenfalls  durch  g  und  g^y  also  be- 
rührt sie  sich  mit  9{^f2  l^^gs  9i  beide  Flächen  haben  in  allen  Punkten 
von  g  die  nämliche  Tangentialebene.  Die  gegenseitige  Involution  der 
jT",  ....  in  Bezug  auf  g  macht  die  4  Tangentialgewinde  zu  einander 
involutorisch;  folglich  gehtF^^s  durch  die  Leitschaar  von  (^^is  (I;  ^i**  ^^1); 
in  einem  beliebigen  Punkte  von  g  sind  also  g  und  die  Gerade  der 
Leitschaar  Strahlen  von  Fg^z,  Die  Beruhrungsebene  von  (»^is  ^^  ^^^ 
Punkte  ist  identisch  mit  seiner  Nullebene  in  Bezug  auf  Fg^z*  Jene 
aber  föUt  mit  der  Berührungsebene  an  S^q^j'  ^^^se  mit  der  Tangential- 


*)  Math.  Amialen  Bd.  5  S.  272. 


38  l^io  consingulären  Gomplexe  und  die  Fundamental-Ge winde. 

ebene  zusammen^  welche  längs  g  den  Complexkegel  von  F^  aus  dem 
Punkte  berührt.     Also: 

Die  DurchschnittS'Regelftäche  16,  Grades  von  drei  der  4  consingu' 
lären  Complexe  2.  Grades,  welche  eine  gegebene  Gerade  g  gemeinsam  haben, 
wird  in  jede^n  Punkte  derselben  von  der  Ebene  berührt^  welcJie  längs  g 
den  aus  dem  Punkte  kommenden  Kegel  des  vierten  Complexes  iangirt, 
oder,  was  dasselbe  ist,  deren  mm  vierten  Complexe  gehörige  Curve  die  g 
in  dem  Punkte  berührt 

Wir  haben  4  solche  Regelflächen,  in  jedem  der  Complexe  3.^) 

540  Wird  in  einem  Tangentenbüschel  von  ®  etwa  die  zu  Q*  gehörige 

Doppeltangente  gezogen,  so  entsprechen  ihr  in  den  übrigen  Tangenten- 
büscheln die  ebenfalls  zu  Q^  gehörigen  Doppeltangenten.  In  jeder 
Berührungsebene  rücken  also  die  beiden  complex-erzeugenden  Strahlen- 
büschel zusammen  in  den  Büschel  um  den  associirten  Brennpunkt,  in 
dem  die  Ebene  nicht  berührt  und  die  beiden  in  ihr  gelegenen  unend- 
lich nahen  Strahlen  von  Q'  sich  schneiden^  oder  um  den  Nullpunkt 
der  Ebene  in  Bezug  auf  das  durch  Q*  gehende  Gewinde  P^;  der  Dop- 
pelbüschel ist  also  der  Büschel  von  F^  in  dieser  Ebene. 

Die  6  Strahlengewinde  F^, ,,,,  F^,  welche  bezw.  durch  die  Congrueneen 
2,  Grades  C^*,  . . .,  C^^  gehen,  0u  denen  9  als  Brenn  fläche  gehört,  befinden 
sichy  doppelt  gerechnet,  unter  den  consingulären  Complexen  2.  Grades, 
welche  9  zur  gemeinsamen  singulären  Fläche  haben. 

Jede  von  den  Qh  bildet,  doppelt  gerechnet,  da  jeder  von  ihren  Strah- 
len bei  dem  einen  wie  dem  andern  seiner  Berührungspunkte  als  sin- 
gulärer  Strahl  sich  ergiebt,  die  zugehörige  Congruenz  4,  G-rades  der 
singulären  Strahlen, 

Diese  6  Gewinde  F^,  . . .,  Tg,  deren  Wichtigkeit  im  Folgenden 
immer  mehr  hervortreten  wird,  nennt  man  die  Fundamental- Gewinde 
eines  jeden  von  den  consingulären  Complexen  oder  auch  der  Fläche  <D. 

Als  die  Gewinde  durch  6  confocale  Congruenzen  2.  Grades  bilden 
sie  eine  Gruppe  von  6  Gewinden  in  Involution;  das  ergiebt  sich  nun 
aber  auch  aus  dem  obigen  Satze. 

Die  Congruenzen  C^^,  . . .  haben  natürlich  ihre  16  singulären  Punkte 
und  16  singulären  Ebenen  in  den  16  Doppelpunkten  D  und  den  16  Doppel- 
Berührungsebenelt  Ö  von  <D. 

Kom7nt  ein  Punkt  S  von  0  auf  einen  der  Berührungs-EegelschniUe 
[6]  zu  liegen,  so  dass  (ß,  d)  der  Tangentenbüschel  ist,  so  stellen  die 
Strahlen  von  S  nach  den  6  auf  [d]  befindlichen  Punkten  D  die  6  Doppel- 
tangenten  dar  und  gehören  je  zu  derjenigen  Ca^,   in  Bezug  auf  welche 

•)  Klein,  a.  a.  0. 
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der  betreffende  D  der  Ebene  8  zugehört  oder  in  der  der  Büschel  um 
ihn  in  d  sich  befindet. 

Daher  ist  die  Punktreihe  der  6  Punkte  D  projectiv  jsu  den  Büscheln 
der  6  Doppeltangenien^  und  ebenso  der  Büschel  der  6  Ebenen  8y  die  durch 
einen  D  gehen  (vergl.  II,  Nr.  384). 

In  dem  Büschel  (5,  S)  entspricht  weiter  einer  beliebigen  Tangente 
eines  Tangentenbüschels  von  9,  die  ja  eu  einem  bestimmten  unter  den 
consingulären  Complexen  führt,  der  Strahl  nach  dem  Punkte  E,  der  diesem 
Complexe  eugehört;  durchlauft  man  die  Reihe  der  consingulären  Com- 
plexe und  also  projectiv  die  verschiedenen  Tangentenbüschel  von  9, 
so  durchwandert  E  projectiv  den  Kegelschnitt  [d];  er  fällt  in  einen 
der  Punkte  D,  wenn  wir  durch  eins  der  Doppelgewinde  F^,  ...  oder 
durch  eine  der  Doppeltangenten  gehen,  und  ebenso  bewegt  sich  die 
einem  Punkte  D  zugehörige  Ebene  s  projectiv  am  den  Anschmiegungs- 
kegel  [D]. 

Die  3  Doppel  Verhältnisse,  gebildet  aus  3  Fundamental- Gewinden 
als  Mitgliedern  der  Reihe  %  (F^)  und  je  dem  vierten,  fünften,  sechsten^ 
sind  die  absoluten  Invarianten  der  Reihe,  und  nimmt  man  einen  sie- 
benten Complex  aus  der  Reihe,  der  dann  ein  viertes  Doppelverhältniss 
giebt,  so  hat  man  die  4  absoluten  luvarianten  dieses  Complexes 
(Nr.  538). 

Diese  Invarianten  sind  auch  die  3  Doppelverhältnisse  der  6  Punkte 
2)  in  einer  Ebene  d,  bezw.  die  4  Doppelverhältnisse  dieser  6  Punkte 
und  des  Punktes  E,  der  einem  bestimmten  Complexe  aus  der  Reihe 
zugehört,  oder  die  dual  definirten. 

Es  sei  ^1  eine  Doppeltangente  von  <P,  die  zu  Q*  gehört,  F,  F"  541 
ihre  Berührungspunkte,  g)',  <p'  die  zugehörigen  Berührungsebenen  von 
0]  dann  befinden  sich  die  Büschel  {F\  tp"),  {F",  q/)  in  dem  Gewinde 
F,;  dies  Gewinde  (oder  sein  Nullsystem  SIJ  führt  daher  F',  F"  in 
qf\  tp  über  und  somit  jeden  Punkt  von  4>  in  eine  ßerührungsebene 
von  Oy  also  9  in  sich  selbst.  Folglich  transformirt  es  auch  jeden  der 
Complexe  F*,  für  welche  9  singulare  Fläche  ist,  in  einen  ebensolchen 
Complex^  also  auch  den  Tangentenbüschel  um  einen  Punkt  von  9, 
dessen  Strahlen  zu  den  verschiedenen  F^  als  singulare  Strahlen  gehören, 
in  den  Tangentenbüschel  in  der  entsprechenden  Berührungsebene.  Nun 
führt  aber  F^  jedes  der  Fundamental  -  Gewinde  in  sich  selbst  über, 
JTg,  . . .  Tß  deshalb,  weil  sie  zu  F^  in  Involution  sind  (I,  Nr.  106), 
also  die  zu  F^,  • . .  Fg  gehörigen  Strahlen  des  einen  Tangentenbüschels 
in  die  zu  F^,  ...  Fq  gehörigen  des  andern,  folglich  wegen  der  Pro- 
jectivität  der  beiden  Büschel,  bei  der  sich  zu  dem  nämlichen  Complexe 
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als  singulare  Strahlen  gehörige  Tangenten  correspondireu,  die  Tangente 
des  einen  Büschels,  die  zu  einem  bestimmten  jT*  von  den  consingu- 
lären  Complexen  als  singulärer  Strahl  gehört,  in  diejenige  des  andern, 
die  zu  dem  nämlichen  gehört.  Auch  die  Schnittcongruenz  F^F^  geht, 
Strahl  für  Strahl,  in  sich  selbst  über,  und  demnach  jeder  von  den 
consingulären  Complexen  in  sich  selber. 

Jedes  von  den  6  Fundamental' Gewinden  der  FJäcke  9  (oder  sein 
Nullsystem)  iransformirt  9  in  sich  selbst^  so  wie  jeden  von  den  ocf-  Com- 
pUxen,  für  die  sie  singulare  Fläche  ist,  und  seine  Congruenz  der  singülären 
Strahlen,  insbesondere  auch  jede  der  6  Congruensten  2.  GradeSy  für  welche 
0  Brennfläche  ist 

Daher  geht  auch  die  Gruppe  von  32  Strahlen ,  in  denen  4  consingu- 
läre  Complexe  sich  durchschneiden ,  durch  jedes  der  Fundamentai-Gewinde  in 
sich  selbst  Ober  und  entsteht  aus  einem  yon  ihnen  durch  die  32  linearen 
Transformationen,  welche  mit  den  F^,  ...  verbunden  sind  (I,  Nr.  191). 

Gehört  g  zu  einem  der  consingulären  Complexe,  so  gehören  auch 
seine  Polaren  in  Beeug  auf  F^,  ...  Fg  zu  ihm. 

Was  für  die  6  Nullsysteme  SR, ,  ...  gut,  gilt  auch  für  die  15  wind- 
schiefen Involutionen  3a«  wwti  die  10  Polarsysteme  ^uk  ^  %mny  zu  wel- 
chen sich  zwei  oder  drei  von  ihnen  combiniren  (I,  Nr.  185). 

Wenn  F^,  in  Bezug  auf  Fa  polarisirt,  in  sich  selbst  übergeht,  so 
geht  eine  Gerade  l  und  ihre  Polare  V  nach  F*  in  eine  Gerade  Z,  und 
ihre  F* -Polare  Z/  über.  Gehört  nun  l  zu  Fa,  so  fällt  sie  mit  l^  zu- 
sammen, daher  auch  V  mit  Z/;  d.  h.  auch  V  gehört  zu  Fa.     Also: 

Die  Polare,  in  Bezug  auf  F*,  eines  Strahls  eines  Fundamental- 
Gewindes  gehört  ebenfalls  diesem  Gewinde  an.     Oder: 

Ein  Fundamental'Gewinde  geht,  in  Bezug  auf  F^  polarisirt,  in  sich 
selbst  über. 

Daraus  folgt,  dass  alle  Polargewinde  eines  zu  einem  Fundamental- 
gemnde  Fa  gehörigen  Strahls  l  zu  diesem  Gewinde  in  Involution  sind, 
da  die  Leitgeraden  l,  V  des  Grund -Strahlennetzes  ihres  Büschels  in 
Bezug  auf  alle  polar  sind  und  dem  Fa  gleichzeitig  angehören  (I,  Nr.  106). 

Fassen  wir  Fa  doppelt  als  Complex  2.  Grades  auf,  so  ist  in  irgend 
einer  Ebene  Complexcurve  der  doppelte  Strahlenbüschel  von  Fa,  und 
sein  Scheitel,  der  Nullpunkt  der  Ebene,  ist  Pol  einer  beliebigen  Ge- 
raden l  derselben  in  Bezug  auf  diese  Complexcurve.  Drehen  wir  also 
die  Ebene  um  Z,  so  wird  die  Polare  von  l  in  Bezug  auf  das  Doppel- 
gemnde  der  Ort  dieser  Scheitel,  also  die  nämliche  Gerade^  die  zu  l  in 
Bezug  auf  das  einfache  Gemnde  polar  ist 
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gehen y  so  entsteht  in  einem  Strahlenbüschel  eine  involntorische  Cor- 
respondenz  [4],  in  der  zwei  zu  demselben  Complexe  gehörige  Strahlen 
entsprechend  sind.  Unter  den  8  Coincidenzen  befinden  sich  die  Strahlen 
der  6  Gewinde  F«;  die  zwei  übrigen  lehren^  dass  von  den  Complex- 
curven  der  Ebene  2  durch  den  Scheitel  des  Büschels  gehen. 

Das  System  der  Cotnplexcurven  der  consingulären  Complexe  in  einer 
Ebene  i,  welche  alle  die  Schnittcurve  mit  <b  viermal  berühren,  ist  so  be- 
schaffen,  dass  2  durch  einen  gegebenen  PunJct  gehen,  4  eine  gegebene 
Gerade  berühren.  Es  enthält  6  Doppelbüschel,  aber  kein  Büschelpaar  mit 
getrennten  Scheiteln. 

Die  Charakteristiken-Formeln  (l,  Nr.  19): 

geben^  weil  v  =  2,  p  =  4: 

1^  =  0,      1^'  =  6. 

Die  von  den  Doppelgemnden  herrührenden  Doppelbüschel  sind,  als 
PunJUcurven,  Geradenpaare. 

Für  eine  Doppeltangente  nämlich  yon  ^,  etwa  aus  C^^,  fallen  zwei 
▼on  den  durchgehenden  consingulären  Complexen  in  das  Doppelgewinde 
r\  zusammen^  denn  sie  ist  für  dieses  singulärer  Strahl  (Nr.  540);  lassen 
wir  sie  also  unserm  Strahlenbüschel  angehören ,  so  vereinigt  sie  sich 
mit  zwei  von  den  entsprechenden  Strahlen  und  ist  eine  doppelte  Co- 
incidenz  von  [4]  (I,  Nr.  18);  es  vereinigen  sich  in  ihr  eine  von  den  6 
und  eine  von  den  beiden  übrigen  Coincidenzen.  Für  jeden  Punkt  auf 
ihr  hat  also  eine  der  durchgehenden  Complexcurven  sie  zur  Tangente; 
diese  Curve  zerfällt  in  sie  und  den  zweiten  Strahl  von  C^^  in  der  Ebene. 

Zu  dem  Systeme  der  Complexcurven  gehöroi  also  auch  die  Geraden- 
paare  der  Strahlen  der  6  Congruenzen  Q*,  welche  die  Complexcurven 
der  Doppelgewinde,  als  Punktcurven  aufgefasst^  sind;  berührt  doch 
auch  jedes  dieser  Geradenpaare  den  Schnitt  mit  0  viermal. 

Die  Reihe  der  consingulären  Complexe  erzeugt  auf  einer  Geraden  543 
l  je  eine  Reihe  von  Correspondenzen  [2]i>,  [2]^  und  [2,2]^.  Für  alle 
involutorischen  Correspondenzen  [2]p  sind  die  Schnitte  mit  der  gemein- 
samen singulären  Fläche  9  gemeinsame  Verzweigungspunkte;  die  den 
Doppel  gewin  den  Fh  zugehörigen  [2]/>  sind  nach  dem,  was  wir  oben 
gefunden  haben ^  die,  welche  durch  die  Congruenzen  Q^  aaf  l  hervor- 
gerufen werden,  in  denen  (II,  Nr.  377)  die  Schnittpunkte  der  l  mit 
den  zwei  in  einer  Ebene  |  durch  l  befindlichen  Strahlen  von  Q^  sich 
entsprechen. 

Zwei  Punkte  X,  X'  auf  l  gehören  als  entsprechende  Punkte  zu 
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2  Yon  den  Correspondenzen  [2]p;  denn  übertragen  wir  das  System  der 
Correspondenzen  auf  einen  Kegelschnitt  Kj  so  sind  die  gemeinsamen 
Verzweigungspunkte  die  Schnitte  mit  den  verschiedenen  Directions- 
curven  Ä  (I,  Nr.  16);  folglich  bilden  diese  einen  Büschel  und  2  von 
ihnen  berühren  die  Sehne  von  JST,  welche  die  den  Punkten  X,  X'  ent- 
sprechenden Punkte  verbindet. 

Unter  den  ^  befindet  sich  aber  auch  £*;  dies  lehrt,  dass  unter 
den  [2]p  sich  eine  Identität  befindet. 

Eine  solche  tritt  ein^  wenn  der  Complex  durch  l  geht;  nun  gehen 
aber  4  von  den  consingulären  Complexen  durch  L  Dies  führt  uns  zu 
der  Vermuthung,  dass  jede  von  den  oo^  Correspondenzen  [2]p  zu  4 
von  den  Complexen  gehört;  sie  bestätigt  sich,  wenn  wir  zeigen,  dass 
2  Punkte  X,  X'  von  i,  die,  wie  wir  eben  bemerkten,  in  zwei  Corre- 
spondenzen entsprechend  sind,  die  Schnitte  von  l  mit  8  Complexcurven 
in  Ebenen  durch  l  sind.  In  der  That,  die  Complexkegel  aus  X  und 
aus  X'  an  die  verschiedenen  Complexe  bilden  zwei  eindeutig  bezogene 
Systeme.  Eine  Ebene  |  durch  l  berührt  2  Kegel  des  ersten  Systems; 
ihr  entsprechen  daher  die  4  Ebenen  |',  welche  durch  l  an  die  beiden 
entsprechenden  Kegel  des  zweiten  tangential  gehen;  ebenso  correspon- 
diren  jeder  g'  4  Ebenen  |.  In  den  8  Coincidenzen  haben  wir  Ebenen, 
deren  Complexcurven  durch  X  und  X'  gehen.  Vier  von  den  zuge- 
hörigen Complexen  bewirken  die  eine  der  beiden  Correspondenzen,  in 
denen  X,  X'  entsprechend  sind,  die  vier  übrigen  die  andere. 

Die  invölutorischen  Correspondenzen  [2]/»,  welche  durch  eine  Beihe 
consingulärer  Complexe  auf  einer  Geraden  l  hervorgerufen  werden  ^  sind 
nicht  eindeutig  diesen  Complexen  eugeordnet^  sondern  jede  gehört  au 
4  Complexen, 

Die  drei  Geradenpaare  unter  den  Directions-Kegelschnitten  ß  führen 
zu  Doppel-Involutionen. 

Wenn  X,  X'  ein  Paar  einer  solchen  Doppelinvolution  sind,  das 
aber  auch  noch  zu  einer  andern  Correspondenz  [2]p  gehört,  so  gehen 
durch  sie  zwei  Carven  eines  Complexes,  welcher  die  Doppel-Involution 
bewirkt,  ihre  Ebenen  berühren  die  Kegel  desselben  aus  X  und  X' 
und  sind  daher  beide  Coincidenzen  der  obigen  Correspondenz  [4,  4]. 
Folglich  repräsentirt  der  Complex  2  unter  den  4,  welche  die  Doppel- 
Involution  hervorrufen,  und  sie  wird  also  nicht  durch  4,  sondern  durch 
2  Complexe  der  Reihe  bewirkt. 

6  von  den  consingulären  Complexen  induciren  auf  l  eine  Doppel- 
Involution  y  und  zwar  dreimal  je  zwei  dieselbe. 

Für  die  Correspondenzen  [2]^  gilt  duales. 
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Die  cx>^  Correspondenzen  [2,  2]/  haben  in  den  Schnitten  von  l  mit 
^  and  den  Berührungsebenen  von  l  an  O  ihre  Verzweigungselemente; 
unter  ihnen  befinden  sich  gleichfalls  die  den  6  Congruenzen  Q^  zu- 
gehörigen [2,  2]if  welche  ja  auch  diese  Verzweigungselemente  haben: 
sie  sind  eben  die  den  Doppel- Ja  zugehörigen;  denn  als  Complexcurve 
gilt  ja  das  Geradenpaar  von  Ca^ 

Ein  Punkt  X  und  eine  Ebene  6  ^^n  l  sind  in  zwei  von  diesen 
Correspondenzen  [2,  2]/  entsprechend;  da  von  den  Complexcurven  der  5 
zwei  durch  X  gehen.  Daraus  folgt ,  dass  die  beiden  Punkte  X^  X\ 
die  derselben  festen  ^  in  den  verschiedenen  [2,  2]^  correspondiren^  eine 
involutorische  Correspondenz  [2]  bilden;  die  4  Coincidenzpunkte  der- 
selben gehören,  welches  auch  die  Ebene  ^  sein  mag,  zu  den  4  Com- 
plexen  der  Reihe,  die  durch  l  gehen.  Die  Correspondenzen  [2,  2]^, 
welche  diesen  Complexen  zugehoren,  sind  (Nr.  519)  doppelte  Projecti- 
vitaten  zwischen  der  Punktreihe  und  dem  Ebenenbüschel  L 

Hier  gehört  jede  der  Correspondenzen  nur  zu  einem  Complexe. 

Wenn  von  den  Kegelschnitten  unseres  Systems  Z  in  der  Ebene  §  544 
2  durch  einen  Punkt  gehen,  so  müssen  auch  in  einem  linearen  Systeme 
4.  Stufe  2J^  von  Kegelschnitten  sich  2  befinden;  denn  nach  dem 
Princip  von  der  Erhaltung  der  Anzahl  muss  diese  Zahl  dieselbe  sein, 
gleichgiltig,  ob  der  Kegelschnitt,  auf  welchen  dieses  System  U^  sich 
stützt,  eine  allgemeine  Curve  2.  Classe  ist  oder  ob  er  in  2  verschie- 
dene oder  identische  Punkte  zerfällt;  sind  sie  identisch,  so  haben  die 
Kegelschnitte  des  vierstufigen  Systemes  diesen  Punkt  gemeinsam.  Hat 
aber  das  System  U  mit  einem  Systeme  U^  3  Kegelschnitte  gemein- 
sam, so  ist  es  ganz  in  demselben  enthalten.  Nun  bestimmen  wir  ein 
Netz  durch  3  Kegelschnitte  von  27,  dann  ist  27  in  allen  27^  enthalten, 
welche  durch  dies  Netz  gehen,  wie  sie  auch  sonst  bestimmt  sein 
mögen;  also  ist  es  schon  in  dem  Netze  enthalten. 

Jedes  ebene  Kegelschnitt- System  1,  Stufe,  von  welchem  2  Curven  durch 
einen  PunM  gehen,  oder  kurz  jedes  quadratische  Kegelschnitt-System  1,  Stufe 
ist  in  einem  Kegelschnitt- Netze  enthalten;  ein  Satz,  der  offenbar  folgen- 
dermassen  verallgemeinert  werden  kann: 

Es  sei  G  irgend  ein  Gebilde,  aus  dem  lineare  Systeme  aufgebaut 
werden  können;  dann  befindet  sich  ein  (?•  System  P"  Stufe,  von  dem 
a  Gebilde  i  linearen  Bedingungen  genügen,  stets  in  einem  Systeme 
(i  -f  a  -  !)*•'  Stufe; 

oder  wenn  wir  uns  der  Ausdrucksweise  der  mehrdimensionalen 
Geometrie  bedienen: 
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Ein  Punktort  a***  Grades  **•*■  Difnensian  befindet  sich  stets  in  einem 
linearen  Tunktraume  (»  +  «  —  1)*®'  Dimension*) 

Aber  mit  Hilfe  der  6  Geradenpaare,  welche  in  unserm  Falle  in 
dem  quadratischen  Systeme  S  enthalten  sind,  können  wir  auch  zu 
dem  erhaltenen  Ergebnisse  gelangen.  Auf  jeder  von  den  12  Geraden 
dieser  Paare  entsteht  durch  die  Kegelschnitte  eine  Involution,  denn 
durch  einen  Punkt  der  Geraden  geht  nur  noch  eine  Curve  von  S,  und 
ihr  zweiter  Schnittpunkt  giebt  den  gepaarten  Punkt.  Somit  haben 
wir  12  Paare  von  Punkten,  die  in  Bezug  auf  alle  Ourven  von  2J  con- 
jugirt  sind;  3  von  diesen  Paaren  bestimmen  ein  Netz,  dem  alle  Kegel- 
schnitte angehören,  in  Bezug  auf  welche  ihre  Punkte  conjugirt  sind 
oder  welche  sich  auf  die  3  Punktepaare  stützen;  in  ihm  ist  also  S 
enthalten. 

Alle  12  Geraden  sind  Tangenten  der  Cayley'schen  Curve  des 
Netzes. 

Wir  haben  daher  folgende  Sätze: 

Die  Curven,  welche  in  einer  Ebene  durch  eine  Beihe  consingulärer 
Complexe  entstehen,  sind  stets  in  einem  Neige  enthalten. 

Die  6  Geradenpaare,  welche  ein  System  von  6  confocalen  Congruemen 
2.  Grades  in  eine  Ebene  wirft,  gehören  m  demselben  Kegelschnitt-Netze, 
und  ihre  12  Geraden  berüHren  die  nämliche  Curve  3.  KUisse,**) 

Auf  einem  Strahle  einer  von  diesen  6  Congruenzen  schneiden  die  5 
von  den  übrigen  herrührenden  SiraJUenpaare  in  irgend  einer  Ebene  ^ 
durch  ihn  eine  Involution  ein.  Diese  Involution  unrd  durch  die  Paare 
der  Schnittpunkte  mit  den  Ourven  (5)  der  Complexe  vervollständigt,  welche 
die  Brennfläche  der  Congru^nzen  zur  gemeinsamen  singulären  Fläche  haben. 

Auf  einer  beliebigen  Geraden  der  Ebene  entsteht  eine  involuto- 
rische  Correspondenz  [2]. 

In  einer  Berührungsebene  von  O  besteht  das  System  27  der  Com- 
plexcurven  aus  lauter  Doppelgeraden,  dem  Büschel  der  den  verschie- 
denen Complexen  zugehörigen  singulären  Strahlen  um  den  Berührungs- 
punkt 

Weil  ein  quadratisches  Kegelschnitt-System  stets  in  einem  Netze 
enthalten  ist,  so  lehrt  dessen  Abbildung  in  ein  Punktfeld,  dass  es 
durch  5  Kegelschnitte  eines  Netzes  eindeutig  bestimmt  ist;  denn  sein 
Bild  ist  ein  Kegelschnitt. 


*)  Vergl.  Segre,  Stndio  sulle  qaadriche  in  nno  spazio  lineare  ad  an  nnmero 
qnalunqne  di  dimenBioni  (Memorie  deir  Accademia  delle  Scienze  di  Torino  Ser.  11 
Bd.  36)  Nr.  7. 

**)  Vergl.  hierzu  nnd  für   das  Folgende  W.  Stahl,   Journal  f.  Mathematik 
Bd.  93  S.  215. 
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Es  Bei  nnn  H^  die  Hesse' sehe  Carve  des  Netzes  N  und  G^  die 
Carye  3.  Ordnung;  für  welche  N  das  Netz  der  ersten  Polaren  ist. 
Nennen  wir  Hy^^  ...  H^  die  Doppelpunkte  der  6  Geradenpaare  von  S^ 
welche  von  den  Congruenzen  herrühren,  iT^,  . . .  Z^  die  ihnen  in  Bezug 
auf  das  Netz  conjugierten  Punkte^  welche  also  auch  in  dem  einen  der 
3  Systeme  auf  H^  conjugirt  sind,   so   sind   unsere  Geradenpaare   die 

ersten  Polaren  der  Punkte  K^, Nun  liegen  die  6  Punkte  H^,  ...^ 

als  Nullpunkte  der  Ebene  |  in  Bezug  auf  die  6  Gewinde  F, ,  ...  in 
Involution;  auf  einem  Kegelschnitte  (I,  Nr.  188);  folglich  liegen  auch 
die  6  conjugirten  Punkte  K^y  ...  auf  einem  Kegelschnitte  ä;^*)  Die 
Polaren  der  Punkte  dieses  Kegelschnittes  in  Bezug  auf  G^  erzeugen 
ein  quadratisches  System ;  weil  die  gerade  Polare  eines  Punktes  dem 
Ä;^  zweimal  begegnet;  in  ihm  befinden  sich  die  6  Geradenpaare^  und 
folglich  ist  es  mit  S  identisch. 

Demnach  haben  mr  in  jeder  Ebene  |  eine  Curve  3.  Ordnung  G^ 
und  einen  Kegelschnitt  k*  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  ersten  Polaren 
der  Punkte  von  i*  in  Beeug  auf  G^  gerade  die  Complexcurven  einer 
Beihe  consingulärer  Complexe  sind. 

Die  Punktreihen  auf  den  k*  der  verschiedenen  Ebenen  werden 
alle  dieser  Reihe  und  einander  projectiv;  insbesondere  entsprechen  die 
JT^;  ...  den  Doppelgewinden  F^,  ...  und  einander. 

Danach  ergiebt  sich  folgende  Herstellung  der  verschiedenen  Complex- 
curven eines  quadratischen  Complexes,  von  dem  die  singulare  Fläche  O 
vorliegt: 

In  jeder  Ebene  |  ermittelt  man  die  6  Geradenpaare  der  Con- 
gruenzen 2.  Grades,  für  welche  O  Brennfläche  ist;  sie  gehören  zu  dem- 
selben Kegelschnitt-Netze  N]  die  Punkte  K^^^  ...  K^^y  welche^  in  Bezug 
auf  N,  zu  den  Doppelpunkten  H^,  ...  H^  dieser  Geradenpaare  con- 
jugirt sind;  liegen  stets  auf  einem  Kegelschnitte  k^,  und  die  Reihen 
auf  den  Kegelschnitten  1(?  sind  projectiv  mit  den  K^,  ...  als  ent- 
sprechenden Punkten.  X  seien  in  den  verschiedenen  Ebenen  weitere 
entsprechende  in  diesen  Punktreihen;  so  werde  zu  jedem  in  Bezug  auf 
die  Curve  3.  Ordnung  in  seiner  Ebene ;  für  welche  das  Netz  N  das 
Netz  der  ersten  Polaren  ist;  die  erste  Polare  construirt.  Alle  diese 
ersten  Polaren  sind  die  Complex-Kegelschnitte.  **) 

Insofern  aber  die  CurveO;  auf  diese  Weise  als  Punktorter  definirt; 
nicht  in  Punktepaare  zerfallen  können,  wird  die  Construction  für  die 
Berührungsebenen  von  O  illusorisch. 


•)  Schröter,  Ebene  Corven  dritter  Ordnung  S.  71. 
•*)  W.  Stahl  a.  a.  0.  S.  219. 
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545  Der  Ort  der  Pole  einer  Geraden  l  der  Ebene  ^  in  Beäug  auf  die 

Complexcurven  der  consingnlären  Complexe  ist  4.  Ordnung, 

Denn  es  sei  m  eine  zweite  Gerade  der  Ebene^  so  haben  wir  io 
der  involutorischen  Correspondenz  [4]  um  den  Punkt  Im  4  Paare  ent- 
sprechender Strahlen,  welche  zu  l  und  m  harmonisch  sind  (I,  Nr.  23); 
d.  h.  auf  m  liegen  4  Pole  von  l. 

Daraus  folgt: 

Die  Polaren  einer  Geraden  l  in  Bessug  auf  die  verschiedenen  con- 
singulären  Complexe  erzeugen  eine  Begelfläche  8.  Grades,  von  welcher  l 
eine  vierfache  Erzeugende  ist,  die  Polarenfläche  von  l  in  Bezug  auf  die 
Beihe  der  consingulären  Complexe:  A®. 

Jede  Ebene  |  durch  l  schneidet  sie,  ausser  in  2,  in  der  eben  be- 
schriebenen Ourye  4.  Ordnung.  Die  Schnittpunkte  dieser  Curve  mit 
ly  d.  h.  die  Punkte,  in  denen  l  je  von  den  Curven  (|)  der  4  sie  ent- 
haltenden Complexe  der  Reihe  tangirt  wird,  bewegen  sich  projectiv 
zur  Ebene  g  und  unter  einander  (Nr.  519).  Aus  der  Entstehung  einer 
jeden  dieser  Curven  und  der  Fläche  ergiebt  sich,  dass  sie  in  eindeu- 
tiger Beziehung  ihrer  Punkte,  bezw.  Erzeugenden  zu  den  Elementen 
eines  unicursalen  Gebildes,  etwa  zu  den  Punkten  eines  der  Kegelschnitte 
J^  sich  befinden,  also  vom  Geschlechte  0  sind.  Die  Curve  4.  Ordnung 
muss  also  3  Doppelpunkte  haben;  dies  ergiebt  sich  auch  folgender- 
massen:  Die  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte 
des  quadratischen  Systems  U  umhüllen  einen  Kegelschnitt,  denn  von 
dem  Punkte  kommen  die  zwei  Tangenten  der  durch  ihn  gehenden 
Qurven  von  U.  Die  zu  zwei  Punkten  von  l  gehörigen  derartigen 
Kegelschnitte  tragen  projective  TangentenbQschel  und  erzeugen  be- 
kanntlich eine  Curve  4.  Ordnung  mit  3  Doppelpunkten,  unsere  Curve. 

Interessant  ist,  wie  sie  sich  iu  einer  Berührungsebene  6  von  <P 
gestaltet.  Alle  Curven  von  U  sind  dann  Punktepaare,  deren  Doppel- 
lioien  in  den  Berührungspunkt  S  zusammenlaufen,  und  deren  Punkte 
die  beiden  weiteren  Schnitte  eines  solchen  Strahls  mit  aO  sind.  Pole 
von  l  sind  also  die  vierten  harmonischen  Punkte,  je  in  Bezug  auf 
diese  Punkte,  der  Schnitte  mit  l.  Der  Ort  dieser  Punkte  enthält  dem- 
nach auf  jedem  der  Strahlen  einen  Punkt;  S  selbst  aber  ist  dreifach; 
denn  die  erste  Polare  von  8  in  Bezug  auf  öQ,  der  Ort  der  vierten 
'  harmonischen  Punkte,  welche  dem  S  zugeordnet  sind,  trifft  l  dreimal. 
Die  Curve  4.  Ordnung,  die  wir  so  erhalten,  begegnet  der  Geraden  l 
in  denselben  Punkten,  wie  öO, 

Der  dreifache  Punkt  beweist,  dass  3  Polaren  von  l  durch  S  gehen. 

Also  ist  jeder  von  den  Beriihrungspunkten  der  4  durch  l  gehenden 
Tangentialebenen  von  O  ein  dreifacher  Punkt  der  Polarenfläche  A®  von  l. 
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Weil  diese  Fläche  vom  Geschlechte  0  ist,  so  hat  sie,  ausser  der 
vierfachen  Erzeugenden  l,  uoch  eine  Doppdcurve  15.  Ordnung  d^^]  diese, 
der  Ort  der  Punkte,  in  denen  sich  zwei  Polaren  begegnen,  entsteht 
durch  die  drei  Doppelpunkte  der  verschiedenen  Curven  4.  Ordnung  in 
den  Ebenen  durch  l  und  geht  durch  jeden  der  4  dreifachen  Punkte 
der  Fläche  dreimal.  Jeder  von  den  drei  Doppelpunkten  einer  Ebene 
durch  l  ist  Pol  von  l  in  Bezug  auf  2  Curven  des  Systems  S  dieser 
Ebene.  Sind  wiederum  F*,  F^*  zwei  von  den  4  consingulären  Com- 
plexen,  die  durch  l  gehen,  so  sind  in  der  Involution  auf  l  (Nr.  539) 
zwei  Punkte  gepaart,  in  denen  l  von  den  Curven  dieser  Complexe  in 
der  nämlichen  Ebene  berührt  wird;  jeder  von  den  Doppelpunkten 
i^oi,»;  ^01,28  ist  gemeinsamer  Pol  der  l  in  Bezug  auf  zwei  Curven  eines 
Systems  £,  so  dass  die  Doppelcurve  d^^  durch  ihn  geht  und  überdies 
noch  ein  zweites  Mal,  weil  er  auch  Doppelpunkt  der  zu  den  beiden 
übrigen  Complexen  gehörigen  Involution  ist. 

Die  6  Doppelpunkte  J?oi,28;  -foM»>  •  •  •  ^^  ^^^  Involutionen,  die  auf 
l  durch  die  4  durch  diesen  Strahl  gehenden  consingulären  Complexe  her- 
vorgerufen werden,  sind  auch  Doppelpunkte  unserer  Doppelcurve  d^^. 

Damit  haben  wir  die  12  Begegnungspunkte  von  d^^  mit  l. 

Die  Gurve  7.  Ordnung  von  k^  in  einer  Ebene  durch  eine  Er- 
zeugende, ebenfalls  vom  Geschlechte  0,  hat  ausser  dem  vierfachen 
Punkte  noch  9  doppelte;  woraus  hervorgeht,  dass  d^^  jeder  von  den 
Ergeugenden  der  k^  in  6  Punkten  begegnet 

Nehmen  wir  an,  l  gehöre  zu  einem  der  Fundamental -Gewinde,  546 
etwa  zu  F|.  Dann  hat  in  jeder  Ebene  ^  durch  l  eins  der  6  Geraden- 
paare von  Uj  das  von  Q^  herrührende,  seinen  Doppelpunkt  auf  2; 
folglich  wird  der  Pol  unbestimmt  jeder  beliebige  Punkt  des  Strahls, 
welcher  l  in  Bezug  auf  die  beiden  Geraden  des  Paars  harmonisch  zu- 
geordnet ist  und  offenbar  auch  zu  F^  gehört.  Diese  Strahlen  bilden^ 
da  mit  jedem  Punkte  und  jeder  Ebene  von  l  einer  incidirt,  eine  Regel- 
schaar,  für  welche  l  Leitgerade  ist,  —  die  Polar-Regelschaar,  in  Bezug 
auf  Q^,  eines  Strahls  des  diese  Congruenz  enthaltenden  Gewindes,  mit 
der  wir  uns  bald  noch  weiter  zu  beschäftigen  haben  werden. 

Nach  ihrer  Absonderung  von  k^  bleibt  eine  Regelfläche  6.  Grades, 
A^,  für  welche  l  nur  noch  dreifach  ist.  Dieselbe  liegt  ganz  in  F^,  als 
Ort  der  Polaren,  in  Bezug  auf  eine  Reihe  consingulärer  Complexe, 
eines  Strahls,  welcher  einem  der  gemeinsamen  Fundamental-Gebilde  F^ 
angehört  (Nr.  541). 

Bei  der  Absonderung  aber  der  Regelschaar  geht  doch  von  jeder 
der  Erzeugenden  derselben  ein  Punkt  im  Continuum   der  Pole  von  l 
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in  Bezug  auf  die  Curven  des  Z  in  der  betreffenden  Ebene  durch  l  auf 
die  k^  über,  und  diese  Punkte  bilden  dann  die  Polare  {^  von  l  in  Bezug 
auf  das  Doppel-Gewinde  F^  als  Mitglied  der  Reihe  consingulärer  Com- 
plexe. Sie  gehört  zur  Leitschaar  der  sich  absondernden  Regelschaar, 
und  hat  daher  die  Trägerfläche  mit  k^  ausser  l  und  l^  noch  eine  Cnrve 
8.  Ordnung  gemeinsam,  welche  der  l  sechsmal  begegnet;  denn  eine 
Ebene  durch  l  schneidet  diese  Flächen  in  einer  Geraden  und  einer 
Curve  3.  Ordnung,  die  sich  auf  Ij^  und  noch  zweimal  auf  der  Gurre 
8.  Ordnung  begegnen.  Die  Fläche  k\  vom  Geschlechte  0,  hat^  ausser 
der  dreifachen  Erzeugenden,  noch  eine  Doppelcurve  7.  Ordnung,  die 
in  jeder  Ebene  durch  l  ausserhalb  nur  den  einzigen  Doppelpunkt  der 
Curve  3.  Ordnung  enthält,  also  Z  in  6  Punkten  begegnet.  Diese  Curven 
7.  und  8.  Ordnung  setzen  die  d^^  zusammen. 

Es  gehöre  l  zu  zwei  Fundamen tal-Gewiuden  F^,  JT,)  ^^^  eigent- 
liche Polarenfläche  bleibt  eine  Regelfläche  4.  Grades  k^,  welche  sich 
in  dem  Strahlennetze  F^r^  befindet;  {  ist  für  sie  doppelte  Erzeugende, 
so  dass  sie  von  der  Art  VII  (I,  Nr.  43)  ist.  Die  Doppelcurve  d" 
besteht  aus  einer  cubischen  Raumcurve  —  von  den  beiden  sich  ab- 
sondernden Regeischaaren  herrührend  — ,  zwei  Raumcurven  5.  Ordnung 
auf  k*"  und  den  beiden  doppelten  Leitgeraden  dieser  Regelfläche;  Be- 
gegnungspnnkte  mit  l  sind  2  •-{-  2A  -{-  2. 

Gehört  l  zu  drei  Fundamental-Gewinden,  so  ist  die  eigentliche 
Polarenfläche  die  ihnen  gemeinsame  Regelschaar;  d^  zerfällt  in  3  cu- 
bische  Raumcurven  und  dreimal  2  Gerade  mit  3.2  -{-  3.2  Begegnungs- 
punkten mit  L 

Es  sei  endlich  l  vier  Fundamental -Gewinden  F^,  F^,  Fg,  Fg  ge- 
meinsam oder,  was  dasselbe  ist,  eine  der  Leitgeraden  des  Schnitt- 
Strahlennetzes  der  beiden  übrigen  F^,  F,  (I,  Nr.  185).  Es  sondern 
sich  4  Regeischaaren  ab  und  von  der  eigentlichen  Polarenfläche  bleibt 
nur  eine  Gerade;  die  Polare  von  l  in  Bezug  auf  alle  Complexe  der 
Reihe  muss  ebenfalls  in  allen  vier  Gewinden  liegen,  mithin  die  zweite 
gemeinsame  Gerade  oder  die  zweite  Leitgerade  von  F^F^  sein.    Also: 

Von  den  beiden  gemeinsamen  Geraden  von  4  Fundamental-Gewinden 
oder  von  den  beiden  Leitgeraden  des  Strahlennetzes,  in  dem  sich  zwei  Fun- 
damental'Gewinde  schneiden,  ist  jede  die  Polare  der  andern  in  Bezug  auf 
die  ganze  Reihe  der  consingulären  Complexe.*) 

Wir  kommen  auf  diese  Sache  nochmals  (Nr.  580)  zu  sprechen 
und  werden  finden,  dass  in  einer  Tangentialebene  6  von  Q  durch  eine 
solche  Gerade  Ij^^  die  Schnittcurve  4.  Ordnung  mit  O  zu  sich   selbst 


*)  Klein,  Mathem.  Annaleii  Bd.  2  S.  222. 
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in  harmonisclier  Homologie  ist  mit  2^2  ^^^  -^^  ^^^  ^^^  Doppel-  oder 
Berührungspunkte  S  als  Centrum;  4  von  den  Doppeltangenten  des  8 
haben  ihren  zweiten  Berührungspunkt  auf  2^2  >  ^^^  ^^^^  ^^^  ^^^  ^^^ 
Ebene  aus  den  4  sich  absondernden  Begelschaaren  ausgeschnittenen 
Geraden,  und  in  sie  zerfallt  der  Ort  der  Punkte  auf  den  Strahlen  durch 
S,  die  von  2^2  d^i^ch  die  beiden  weiteren  Schnitte  mit  öO  harmonisch 
getrennt  sind. 


Ausgezeiclinete  singulare  Strahlen  nnd  Hanpttangenten-Cnrven 

der  singnlären  Fläche.*) 

Wenn  ein  singtMrer  Strahl  von  F*  die  Fläche  O  dreipunktig  in  S  547 
berührt,  so  ist  einer  von  den  Punkten  JB',  J5"  (Nr.  536)  noch  in  S  ge- 
rückt; der  ganze  Tangentenbüschel  (5,  ö)  gehört  zu  r^\  nennen  wir  mit 
Segre**)  einen  solchen  singulären  Strahl  von  der  zweiten  Ordnung. 

Im  allgemeinen  ist  in  einem  Tangentenbüschel  von  O  der  singu- 
lare Strahl  der  einzige  Strahl  von  F*. 

Vmgekehrty  wenn  ein  Strahl  von  JT^,  der  nicht  singulär  ist,  O  berührt, 
so  ist  eine  der  beiden  Haupttangenten,  die  im  nämlicfien  Punkte  berühren, 
singulärer  Strahl, 

Bei  einem  dreipunktig  berührenden  singulären  Strahle  sind  zwei  von 
den  4  Strahlenbüscheln  des  F^,  die  durch  ihn  gehen,  nämlich  einer  von 
den  beiden  von  S  kommenden  und  einer  von  den  beiden  in  6  befindlichen 
in  den  Tangentenbüschel  {S,  ö)  zusammengefallen.  Infolge  dessen  haben 
sich  auch  in  einen  solchen  singulären  Strahl  3  von  den  4  aus  S  kom- 
menden und  3  von  den  4  in  6  liegenden  singulären  Strahlen  vereinigt; 
der  vierte  aus  S  verbindet,  in  der  Ebene  des  zweiten  P- Strahlen- 
büschels aus  diesem  Punkte,  denselben  mit  dem  Scheitel  des  zweiten 
StrahlenbQschels  in  dieser  Ebene. 

Eine  Tangente  von  O  (in  S)  gehört  zu  einem  von  den  consingulären 
Complexen  als  singulärer  Strahl,  der  dann  unter  den  4  durchgehenden 
doppelt  zählt  (Nr.  537) ^  zu  zwei  andern  einfach;  diese  enthalten  den  ganzen 
Tangentenbüschel  von  S  und  je  eine  der  Haupttangenten  desselben  als 
singulären  Strahl. 


*)  Vergl.  hierzn  Klein,  Math.  Annalen  Bd.  2  S.  198,  Bd.  6  S.  278  und  Klein 
and  Lie,  Berliner  Monatsberichte  1870  S.  891. 

**)  Sulla  geometria  della  retta  e  delle  Bue  serie  quadratiche  (Fortsetzung  der 
in  Nr.  644  erwähnten  Abhandlung,  die  im  nämlichen  Bande  der  Memorie  steht) 
Nr.  137. 

Sturm,  Liniengeomeirie.    lU.  4 
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Eine  Haupttangente  von  O  gehört  eu  dem  dreifach  zu  rechnenden 
von  den  consinguiären  Complexen,  für  den  sie  singulärer  Strahl  ist,  und 
zu  demjenigen  y  fik  den  es  die  andere  Haupttangente  desselben  Tangenten- 
hüschels  ist. 

Bei  einer  zu  einer  Ch^  gehörigen  Doppeltangente  von  O  zahlt^ 
wie  wir  schon  erwähnt  haben^  das  Doppelgewinde  A;  für  das  sie 
singulärer  Strahl  ist^  doppelt;  es  bleiben  zwei  Complexe,  in  denen  sie 
sich  befindet*);  und  denen  bez.  die  Haupttangenten  sowohl  des  einen, 
als  auch  des  andern  BerOhrungspunktes  als  singulare  Strahlen  ange- 
hören; so  dass  in  den  prqjectiven  Tangentetibüscheln  der  O  um  die  beiden 
Berührungspunkte  einer  Doppeltangente  die   einen  Haupttangenten   den 

■ 

andern  entsprechen. 

Eine  Doppeltangente  von  Oj  welche  in  einer  der  Ebenen  d  liegt, 
befindet  sich  nur  in  zwei  von  den  Complexen  und  zwar  als  singulärer 
Strahl,  nämlich  in  denen,  deren  zu  d  gehörige  E  auf  sie  fallen. 

Was  die  vterpunhtigen  Tangenten  anlangt,  so  geht  durch  diejenigen, 
die  einen  [d]  berühren,  je  nur  ein  Complex  der  Beihe.  Eine  solche  vier- 
punktige  Tangente  hafc  sich  ja  auch  mit  der  zweiten  Haupttangente 
vereinigt;  [<J]  gehört  zur  parabolischen  Curve  von  9. 

Bei  einer  andern  vierpunktigen  Tangente,  *neben  der  noch  eine  zweite 
Haupttangente  in  demselben  Punkte  berührt,  kann  man  den  Schluss,  dass 
alle  4  Complexe  sich  in  den  vereinigt  haben,  für  den  sie  singulärer 
Strahl  ist,  nicht  machen;  da  hier  nur  die  einzige  Berührungsebene 
möglich  ist,  deren  Berührungspunkt  ihr  eigener  ist.  Es  gut  dasselbe, 
wie  bei  einer  bhs  dreipwnktigen  Tafigente,  nur  dass  der  dreifach  zu  rech- 
nende Complex,  für  den  sie  singulär  ist,  ein  Doppelgewinde  isL 

Aus  diesen  Ergebnissen  folgt,  dass  die  32  Strahlen,  in  denen  sich 
4  von  den  consinguiären  Complexen  schneiden,  stets  gleid^es  Verhalten  zu 
O  haben.**) 

548  Jede  Complexcurve  (x)  eines  zu  9  gehörigen  Complexes  I^  be- 

rührt O  an  4  Stellen;  die  16  übrigen  Tangenten,  welche  (pt)  mit  der 
Curve  12.  Klasse  x9  ausserdem  gemeinsam  hat,  berühren  letztere  in 
Punkten,  in  denen  der  singulare  Strahl  Haupttangente  ist. 

Also  erzeugen  die  Punkte  der  singulären  Fläche  O  eines  F^  in 
denen  der  singulare  Strahl  dreipunktig  berührt  und  deshalb  der  ganze 
Tangentenbüschel  zu  I^  gehört,  eine  Curve  16.  Ordnung  T^\ 


*)  Ihre  Curven  in  irgend  einer  Ebene  durch  die  Doppel tangente  berühren 
diese  in  den  Doppelpunkten  der  oben  (Nr.  544)  erwähnten  Involution. 
**)  Vergl.  Eohn,  Math.  Annalen  Bd.  18  S.  99. 
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Dnal:  Die  zugehörigen  Berühmngsebenen  umhüllen  einen  Torst^s 
16.  Klasse  X^^. 

Es  seien  T,  T^  zwei  benachbarte  Punkte  von  T^\  Mit  dem  Tan- 
gentenbüschel von  T  gehört  auch  TT^  zu  F*;  von  den  4  Strahlen- 
bQscheln  des  JT^^  die  durch  diese  Gerade  gehen ,  sind  zwei,  die  mit 
den  Scheiteln  T,  T^,  unendlich  nahe,  denn  die  Punktwürfe  der  Scheitel 
und  der  Ebenen  sind  projectiv.  Folglich  kann  derjenige  von  diesen 
beiden  Büscheln^  der  aus  2\  kommt,  nur  der  Tangentenbüschel  von  <^ 
sein,  der  andere  aus  2\  ist  von  ihm  und  dem  von  T  endlich  ver- 
schieden; die  beiden  Berührungsebenen  von  T  und  2\  gehen  daher 
durch  die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte;  d.  h.  TT^  ist  zu 
sich  selbst  conjugirte  Tangente  oder  Haupttangente. 

Die  Curve  T**  ist  somit  Eaupitangenten-Curve  von  O  und  der  Torsus 
%^Q  ist  der  zugehörige  Torsus  der  Schmiegungsebenen,*)  Also  ist  16  auch 
die  Klasse  von  jT^®.  Die  sämmtlichen  Haupttangenten-Curven  der  Fläche 
O  sind  die  den  verschiedenen  consingulären  Complexen  zugehörigen  Curven 
jT",  und  durch  jeden  Punkt  von  O  gehen,  wie  noth wendig ,  zwei, 
welche  von  den  beiden  Complexen  herrühren,  denen  die  eine  und  die 
andere  Haupttangente  als  singulärer  Strahl  zukommt. 

Die  einem  bestimmten  JT^  und  einer  bestimmten  T^^  zugehörigen 
Tangentenbüschel  erzeugen  eine  Oongruenz  16.  Grades.  Sie  und  die 
Congruenz  S  der  singulären  Strahlen  von  F^  letztere  doppelt  gerech- 
net, setzen  die  Congruenz  24.  Grades  zusammen,  welche  F^  mit  dem 
Tangentencomplexe  12.  Grades  von  O  gemeinsam  hat. 

Die  zu  einem  Punkte  D  gehörige  Ebene  s  tangirt  den  Anschmie- 
gnngskegel  [D];  unter  den  Strahlen  von  (2),  f),  die,  wie  wir  wissen, 
sämmtlich  singulär  sind,  sind  daher  zwei  unendlich  nahe  dreipunktig 
berührend. 

Die  Ourve  T^^  hat  die  16  Punkte  D  zu  RücJckehrpunkten  und  der 
Torsus  %i^  oder  auch  die  Curve  T^^  die  16  Ebenen  d  zu  Wende-Berüh- 
rungsd^enen.**) 

Da  in  jede  Ebene  d  6  Punkte  D  fallen,  so  sieht  man,  wie  die 
16  Schnitte  von  T^^  mit  d  erschöpft  sind:  16  —  2.6  +  4. 

T**  trifft  die  erste  Polare  (3.  Ordnung)  eines  beliebigen  Punktes  0 


*)  Ich  setze  als  bekannt  vorans,  dass  die  ßerflhrungsebenen  einer  Fläche  in 
den  Pankten  einer  Haupttangenten- Curve  deren  Scbmiegungsebenen  sind. 

**)  Durch  zwei  Knotenpunkte  D  gehen  zwei  Ebenen  d;  für  ein  solches  Stück 
der  Fläche  4^,  welches  von  den  durch  die  beiden  D  begrenzten  Bogen  der  Kegel- 
schnitte [d]  eingeschlossen  ist,  haben  Klein  und  Lie  in  ihrem  Aufsatze  der  Ber- 
liner Monatsberichte  von  1870  den  Verlauf  einiger  Haupttangenten-Curven  ge- 
zeichnet. 

4* 


52    Ausgezeichnete  singaL  Strahlen  n.  Hanpttangenten-Carren  der  Bingul.  Fläche. 

in  Bezug  auf  O,  ausser  in  den  D,  noch  in  3.16 — 2.16  Punkten^  womit 
die  Klasse  16  des  Torsus  der  Berührungsebenen  der  Punkte  von  T^^ 
von  neuem  erkannt  ist. 

Die  Punkte  von  <ß,  deren  (einem  bestimmten  F^  zugeordnete) 
singulare  Strahlen  eine  Gerade  l  treffen,  bilden  die  Berührungscurve 
8.  Ordnung  der  Complexfläche  Q)  mit  *  (Nr.  524,  530);  die  Schnitte 
von  T^^  mit  (T)  sind  die  16  Punkte  D  und  16  andere  Punkte,  die 
einen  wie  die  andern  doppelt  gerechnet,  jene  als  Doppelpunkte  von 
T^^,  diese  wegen  der  Berührung  beider  Flachen;  daher  tangirt  in  den 
letzteren  Punkten  T"  die  (T).  Folglich  treffen  16  von  den  *  drei- 
punktig  berührenden  singulären  Strahlen  des  I^  die  Gerade  L 

Daher  hat  auch  die  Begelfläche  derjenigen  singulären  Sirahlen  von 
r\  welche  O  dreipunktig  berühren,  den  Grad  16;  sie  heisse  T".  Die 
Erzeugenden  sind,  weil  sie  durch  die  Punkte  von  T^^  gehen  und  in 
den  zugehörigen  Schmiegungsebenen  liegen,  SchtniegungsstrcMen  dieser 
Ourve  T^\ 

549  Zu  ihnen  gehören  die  16  Strahlen  ss  der  Büschel  {E,  d),  welche  je 

den  Kegelschnitt  [^]  in  E  tangiren,  und  die  16  Strahlen  Sd  der  Bjischel 
(D,  fi),  welche  je  die  Berührungskanten  von  s  mit  dem  Kegel  [D]  sind,*) 
Sie  berühren  0  vierpunktig,  und  der  Büschel  der  Polaren  eines  jeden 
dieser  singulären  Strahlen  ist  {E,  d),  beew.  (D,  s),  besteht  also  atAS  lauter 
singulären  Sirahlen;  die  ss  und  Sd  sind,  nach  Segre,  singulare  Strah- 
len dritter  Ordnung.  Für  einen  andern  Strahl  z.  B.  eines  Büschels 
von  {E,  d)  ist  dieser  Polarenbüschel  derjenige  in  d,  der  den  zweiten 
Schnitt  des  Strahls  mit  [d]  zum  Scheitel  hat. 

Von  den  beiden  Haupttangenten  der  O  in  einem  Punkte  von  T^^ 
ist  die  eine  die  Erzeugende  von  T^^,  die  andere  die  Tangente  von  T*^ 
In  dem  Punkte  E  fallen  sie  in  die  Sd  zusammen;  ss  ist  also  auch  Tan- 
gente von  T^^  in  E  und  eugehörige  Schmiegungsebene  ist  die  Wende-Berühr 
rungsebene  d.  Ebenso  ist  im  Rückkehrpunkte  D  die  Sd  Tangente  und  s 
Schmiegungsebene. 

Beachten  wir  aber:  D  und  d  sind  allen  Complexen  der  Reihe 
t$  (r^)  gemeinsam,  E  und  s  ändern  sich  von  einem  zum  andern,  den 
[ß']  durchlaufend,  bezw.  den  [D]  umhüllend.  AUe  Haupttangenten-Curven 
haben  die  Bückkehrpunkte  D  und  die  Wende- Berührungsfbenen  d  gemein- 
sam; die  zugehörigen  Tangenten  Sd,  Sd  und  Schmiegungsebenen  s,  bezw. 
Osculationspunkte  E  verändern  sich,  [D]  und  [ä]  erzeugend  oder  um- 
hüllend. 


*)  Plücker,  Neue  Geometrie  Nr.  312,  321. 
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Von  den  16  Begegnungspunkten  einer  dieser  Curven  mit  einer 
Ebene  d  befinden  sich  zwei  in  jedem  der  6  Punkte  D,  vier  in  E. 

Es  sei  i  eine  Doppeltangente  von  ^,  welche  in  einem  Punkte  T 
von  jT^*  berührt;  T^  ihr  zweiter  Berührungspunkt.  Da  in  T  die  eine 
Haupttangente  von  <ß  singulärer  Strabl  von  F^  ist^  so  gilt  dies  auch 
in  Tj  (Nr.  547);  folglich  liegt  auch  T,  auf  T^\ 

Jede  DoppeUangente  von  O  hat  ihre  beiden  Berührungspunkte  auf 
derselben  HaupUangenten-Curve, 

Die  Doppeltangenten  aus  derselben  Congruenz  Qk^  welche  ihre  Be^ 
rülirungspunkte  auf  einer  bestimmten  Haupttangenten- Curve  T^^  haben 
und  deshalb  doppelte  SchmiegungsskaMen  derselben  sifid,  erzeugen  daher 
eine  Begelfläche,   für   welche   diese  Berührungscurve   16.  Ordnung  der 

Schnitt  mit  9  ist,  also  vom  Grade  -V-  ■=  8« 

Der  Grad  8  ergiebt  sich  auch  durch  folgende  üeberlegung:  Die 
Regelfläche  4.  Grades  der  Strahlen  von  Ca^  welche  eine  Gerade  l 
treffen,  hat'  mit  0  nur  die  Berührungscurve  8.  Ordnung  ihrer  Erzeu- 
genden gemeinsam;  sie  geht  ersichtlich  durch  die  16  Punkte  D,  die 
Scheitel  der  singulären  Strahlenbüschel  von  Ca^  In  ihnen  hat  T^^ 
mit  dieser  Fläche  2.16  Punkte  gemein;  die  übrigen  gemeinsamen  Punkte 
sind  -^(64—32)  =  16  Berührungspunkte  und  zwar  je  zwei  stets  auf 
derselben  Erzeugenden  der  Fläche  4  Grades.  Daher  hat  diese  8  Er- 
zeugende^ die  ihre  beiden  Berührungspunkte  auf  T^^  haben. 

Jede  Haupttangenten-Gurve  der  Fläche  9  ist  Berührungscurve  mit 
6  Begd flächen  8.  Grades,  welche  sich  in  den  verschiedenen  Gongruenzen 
Ca*,  für  welche  O  Brennfläche  ist,  befinden.*) 

Die  Haupttangenten-Curven  von  <P,  die  sich  bei  den  Doppelgewinden  550 
Fa  ergeben  y  sind  nur  8.  Ordnung  und  8.  Klasse.  Singulare  Strahlen 
sind  ja  die  Strahlen  der  zugehörigen  Ca*;  geht  ein  solcher  singulärer 
Strahl  in  eine  mehr-  als  zweipunktig  berührende  Tangente  über,  so 
haben  wir  gleich  vierpunktige  Berührung.  Nun  haben  wir  bei  einer 
Congruenz  2.  Grades  eine  auf  der  Brennfläche  verlaufende  Curve  8.  Ord- 
nung Q^  gefunden,  deren  Punkte  sich  je  mit  den  zugehörigen  zweiten 
Brennpunkten  vereinigen,  und  eine  Regel  fläche  8.  Grades  P^  der  Strah- 
len von  Ca*,  bei  denen  die  Vereinigung  der  Brennpunkte  und  zugleich 
der  Brennebenen  —  welche  letzteren  einen  Torsus  8.  Klasse  umhüllen 
—  statt  hat  (II,  Nr.  313,  315,  443).  Diese  Strahlen  mögen  singulare 
Strahlen  der  Ca*  heissen.     Die  q^  ist  unsere  Curve;  unr  nennen  sie  Qf? 


*)  Lie,  Math.  Anoalen  Bd.  5  S.  178. 
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und  die  eugehörige  Fläche  der  vierpunJctig  berührenden  Strahlen  Pa®.  Jene 
ist,  vierfach  gerechnet^  der  volle  Schnitt  dieser  mit  O, 

Bei  einer  Fläche  n*^'  Ordnung  (ohne  vielfache  Curve)  ist  die  Fläche 
der  vierpunktigen  Tangenten  vom  Grade  2n(« — 3)(3n — 2)  und  die 
Curve  ihrer  Berührungspunkte  von  der  Ordnung  n(lln  — 24).*)  Bei 
<P  sind  beide  Zahlen  80,  die  Bregelfiäche  setzt  sich  aus  den  6  Regel- 
flächen P/  und  den  16  Kegelschnitten  [d],  die  Curve  aus  den  Ourven 
Q„^  und  ebenfalls  diesen  Kegelschnitten  zusammen. 

Andererseits  ist,  wie  eine  ähnliche  Betrachtung  als  in  Nr.  549 
zeigt,  jede  der  Ourven  p*®  JBerührungscurve  der  *  mit  5  Begelflächen 

vom  Grade  4  «=  -^  aus  den  5  andern  Congruenzen  C/*,  deren  Erzeugende 

in  ssujei  gebrennten  Funkten  von  qj^  berühren  und  doppelte  Schmiegungs- 
strahlen  dieser  Curve  sind. 

Der  Tangentenbüschel  von  O  in  einem  Punkte  von  Qh^  ist  zugleich 
der  ihm  in  Fa  zugehörende  Büschel;  qh^  geht  durch  die  16  Punkte  D 
einfach  und  hat  diejenige  von  den  Ebenen  d  durch  einen  D'zur  Schmie- 
gungsebene,  welche  in  Bezug  auf  Q^  die  zugehörige  singulare  Ebene  ist: 
die  Nullebene  in  Bezug  auf  F«.  Indem  also  eine  Ebene  d  für  den 
e  en  ihrer  Punkte  D  Schmiegungsebene  ist  und  in  den  andern  von 
Qk^  geschnitten  wird,  haben  wir  die  8  Begegnungspunkte. 

Weil  der  ganze  Tangentenbüschel  von  O  in  einem  Punkte  von 
Qk^  ZU  Fk  gehört,  so  zeigt  sich,  dass  sämmtliche  Tangenten  von  qi,^ 
in  diesem  Gewinde  Fa  sich  befinden. 

Um  Qi?  als  Specialfall  von  T^^  zu  erkennen,  müssen  wir  sie  als 
Vereinigung  zweier  unendlich  nahe  neben  einander  laufenden  Curven 
uns  denken;  daraus  erklärt  sich  auch  die  Einfachheit  der  D  auf  ihr. 
Dies  lehrt  auch  die  vierpunktige  Berührung,  mit  O,  der  Erzeugenden 
von  Pa^,  während  die  Erzeugenden  einer  der  Regelflächen  8.  Grades, 
welche  längs  einer  T^^  tangiren,  in  zwei  getrennten  Punkten  berühren. 
Die  Regelflächen  4.  Grades,  die  längs  einer  ^a^  berühren,  haben  wir 
uns  auch  doppelt  vorzustellen. 

551  Der  einer  beliebigen  T^^  zugehörige  Complex  F*  hat  mit  Pa*  16  Strah- 

len gemeinsam;  wir  haben  ja  auch  in  Nr.  547  gesehen,  dass  durch  eine 
solche  vierpunktige  Tangente,  wie  es  die  Erzeugenden  von  Pa^  sind, 
ausser  dem  Doppelgewinde  Fa  noch  ein  anderer  allgemeiner  Complex 
aus  der  Reihe  geht.  Für  ihn  ist  die  gemeine  Haupttangente,  welche 
mit  der  vierpunktigen  den  Berührungspunkt  gemeinsam  hat,  der  sin- 


*)  Vergl.  z.  B.  Journal  f.  Mathematik  Bd.  72  S.  350. 
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gulare  Strahl;  und  die  vierpunktige  ist  die  andere  Haupttangente,  die 
mit  dem  ganzen  Büschel  zu  diesem  Complexe  gehört. 

Ein  jeder  von  den  Berührungspunkten  der  16  Strahlen  liegt  auf  qh^ 
und  auf  T^^;  die  P*®  hat  die  vierpunJctigej  die  T^^  die  dreipunktige  Tan- 
gente zur  Ereeugendeny  diese  berührt  die  gh%  jene  die  T^\ 

Eine  gemeine  Haupttangente  der  Fläche  ist  auch  gemeine  Tan- 
gente einer  Haupttangenten-Curve^  eine  vierpunktige  also  ist  stationäre. 

Demnach  sind  die  96  Begegnungspunkte  der  Haupttangenten- Cur ve 
T^^  und  der  sechs  Curven  Qh^  für  erstere  Berührungspunkte  stationärer 
Tangenten.  In  jedem  von  ihnen  haben  die  beiden  sich  schneidenden 
Curven  die  Tangentialebene  von  O  zur  gemeinsamen  Schmiegungs- 
ebene. 

Wirkliche  Doppelpunkte  hat  T^^  nicht,  da  die  beiden  Haupt- 
tangenten eines  Punktes  von  O  zu  verschiedenen  Complexen  als  sin- 
gulare Strahlen  gehören. 

Wir  haben  nun  fQr  die  T^^  Singularitäten  genug,  um  die  übrigen 
bestimmen  zu  können;  der  Rang  ist  48,  die  Zahl  der  scheinbaren 
Doppelpunkte  72.  An  einen  der  Kegelschnitte  [d]  tritt  T^^  in  dem 
Punkte  E  heran,  der  ihrem  Complexe  zugehört,  und  da  beide  Haupt- 
tangenten in  ihm  sich  vereinigt  haben,  so  berührt  T^^  den  [d]  in  E. 

Von  einer  q^  wird  [<J]  in  demjenigen  ihrer  B  berührt,  welcher 
der  Ebene  d  in  der  Congruenz  Q^  zugehört;  denn  in  ihn  fällt  E, 

Schneidet  man  Pi?  mit  Fi  oder  P^  mit  A,  so  kommt  man  zu 
8  Begegnungspunkten  der  Curven  qj?  und  q^  (ausser  den  Punkten  D); 
von  den  beiden  Haupttangenten  einer  dieser  gemeinsamen  Punkte  von 
Qi^  und  Q?  ist  die  eine  Erzeugende  von  P/  und  Tangente  von  q?^  die 
andere  Erzeugende  von  P«-^  und  Tangente  von  qj?.  Als  Erzeugende 
von  P^  oder  P^  sind  sie  vierpunktig  berührende  Tangenten  der  Fläche 
9\  die  Fläche  hat  also  in  jedem  dieser  8  Begegnungspunkte  Qi?q? 
2  vierpunktige  Haupttangenten,  und  jede  von  ihnen  ist  für  diejenige 
der  Curven,  welche  sie  berührt,  stationäre  Tangente. 

So  erhält  jede  der  Curven  qj?  5.8  «=  40  stationäre  Tangenten,  Dar- 
aus folgt  der  Bang  24  und  die  Zahl  16  scheinbarer  Doppelpunkte. 

In  jedem  der  8  gemeinsamen  Punkte  der  Curven  Qh)  Q?  haben 
sie  wiederum  die  Schmiegungsä)ene  gemeinsam,  die  Tangentialebene  von 
4^,  und  weil  sie  zu  einer  stationären  Tangente  gehört,  so  ist  sie  vier- 
punktig berührend. 

Während  bei   einem  beliebigen  Strahle  von  Qj?  in  Bezug  auf  Fa  552 
jeder   der   beiden  Berührungspunkte   mit  d>   die  Tangentialebene   des 
andern  zur  Nullebene  hat,  hat  ein  Punkt  von  Qky  als  Berührungspunkt 


56    Ausgezeichnete  smgnl.  Strahlen  a.  Haupttangenten-Gurven  der  siagul.  Fläche. 

eines  vierpunktig  tangirenden  Strahls  von  Ci?^  die  eigene  Berührnngs- 
ebene  für  O  oder  Schmiegungsebene  für  q^^  zur  Nullebene  für  Fa. 

In  Beeug  auf  Fk  polarisirt,  geht  jeder  Funkt  von  q^  in  die  eigene 
Schmiegungsebene  über. 

Aber  auch  in  Bezug  auf  eins  der  andern  Fundamental-Gewinde  Fi 
polarisirt^  geht  qj?  in  sich  selbst  über;  denn  O^  Fk,  Ci?  thun  es^  also 
muss  auch  ein  O  vierpunktig  berührender  Strahl  von  C^^  in  einen  eben 
solchen  übergehen,  der  Berührungspunkt  von  jenem,  ein  Punkt  von 
Qk\  in  die  Berührungsebene  von  diesem,  eine  Schmiegungsebene  von 
Q^.  Und  so  sehen  wir,  dass  jeder  Schmiegungsebene  von  p*®  in  Bezug 
auf  die  6  Fundamental-Gewinde  ihr  AnschmiegungspunJct  und  ihre  5  wei- 
teren Schnitte  mit  der  Gurve  jsugeordnet  sind;  und  ebenso  dual.  Und 
durch  die  mit  den  FundamentaUGewinden  verbundenen  32  linearen  Trans- 
formaHonen  erhalten  wir  Gruppen  von  16  Punkten  von  p/  wnd  ihren 
16  Schmiegung$d)enefiy  die  eine  Kummer^sche  Gonfiguration  16«  bilden*)] 
die  Schmiegungsebenen  gehören  in  der  That  sämmtlich  zu  den  Punk- 
ten, da  ja  auch  die  Nullebene  eines  jeden  der  16  Punkte  in  Bezug  auf 
Fa,  d.  i.  seine  Schmiegungsebene,  sich  in  der  Gruppe  befindet. 

Nehmen  wir  aber  die  Gruppe  der  8  gemeinsamen  Punkte  von  qi? 
und  Qi^  und  ihrer  ebenfalls  gemeinsamen  (und  beide  Curven  vierpunktig 
berührenden)  Schmiegungsebenen,  so  ehalten  wir  nur  eine  Gonfiguration  85. 

Atuiih  die  allgemeinen  Haupttangenten-Gurven  T^^  der  O  sind  in  Bezug 
auf  jedes  der  Fundamental-Gewinde  sich  selbst  entsprediend;  denn  dies 
gilt  für  O  und  den  zugehörigen  Complex  F^,  ein  singulärer  Strahl 
desselben,  welcher  O  dreipunktig  berührt,  geht  in  einen  eben  solchen 
über,  jenes  Berührungspunkt,  ein  Punkt  von  T^^,  in  die  Berührungs- 
ebene  dieses,  eine  Schmiegungsebene  von  T^^. 

Folglich  muss  durch  die  32  linearen  Transfomuitionen,  die  mit  der 
Grruppe  der  Fa  verbunden  sind,  die  Figur  der  16  Schnittpunkte  einer  T** 
mit  einer  qh^  und  ihrer  gemeinsamen  Schmiegungsebenen  in  sich  selbst 
übergehen,  also  eine  Gonfiguration  16«  büden. 

Es  seien  zwei  T^^  betrachtet;  die  T**,  die  zu  der  einen  gehört^ 
hat  mit  dem  F^,  dem  die  andere  entspricht,  32  Strahlen  gemeinsam; 
folglich  begegnen  sich  die  beiden  Gurven  T^^  in  32  Punkten;  wenn  wir 
später  erkennen  werden,  dass  die  T^^  volle  Schnitte  der  9  mit  einer 
andern  Fläche  4.  Ordnung  sind,  werden  wir  dies  Ergebniss  auch  dar- 
aus ableiten  können.  In  diesen  gemeinsamen  Punkten  haben  die  beiden 
Curven  wiederum  gemeinsame  Schmiegungsebenen, 


*)  In  der  darch  jeden  der  Pankte  6  Ebenen  gehen,   in  jeder  der  Ebenen 
6  Punkte  liegen. 
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Diese  Figur  von  32  Punlden  und  32  Ebenen  muss^  da  in  Bezug 
auf  die  genannten  linearen  Transformationen  jede  der  beiden  T^^  sich 
selbst  entspricht,  in  zwei  Kummer' scJie  Configurationen  16^  zerfallen. 

In  Bezug  auf  ein  Fa  sind  aber  im  allgemeinen  nicht  ein  Punkt 
von  O  und  seine  Beröhrangsebene  entsprechend,  sondern  nur  für  die 
Punkte  von  q^  gilt  dies.  Folglich  werden  von  unsem  64  Elementen 
ein  Punkt  und  seine  ssugehörige  Schmiegungsebene  nicht  derselben  Con- 
figuration  angehören;  denn  für  incidente  Elemente  der  nämlichen  Con- 
fignration  16g  giebt  es  in  der  Gruppe  der  A  stets  ein  Gewinde,  in 
Bezug  auf  welches  sie  Nullpunkt  und  Nullebene  sind.  Somit  geht 
durch  jeden  Punkt  der  einen  Configuration  noch  eine  Ebene  aus  der  an- 
dern, seine  Schmiegungsd^ene,  und  liegt  in  jeder  Ebene  der  einen  noch 
ein  Punkt  der  andern;  sie  bilden  zusammen  eine  Configuration  32^.*) 
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Ich  hole  hier  einige  Sätze  über  Haupttangenten-Curven  nach,  die  553 
schon  beim  linearen  Complexe  besprochen  werden  konnten.'*'''')  Im 
(allgemeinen  giebt  es  auf  einer  Fläche  F  nur  eine  endlidie  ZcM  von 
Punkten,  bei  denen  die  Berührungsebene  zugleich  die  Nuüebene  in  Bezug 
auf  ein  gegebenes  Gewinde  F  ist.  Wenn  aber  oo^  solche  Punkte  vorhanden 
sind,  so  ist  die  von  ihnen  gebildete  Curve  eine  Haupttangenten -Ourve  der 
Fläche. 

In  der  That,  es  seien  T,  T^  zwei  benachbarte  Punkte  der  Curve^ 
so  gebort  TT,  als  Tangente  in  T  zum  Gewinde  F,  also  auch  zum 
Büschel  in  der  Nullebene  von  T,;  die  Tangentialebene  dieses  Punktes 
geht  ebenfalls  durch  sie:  TTj  ist  eine  Haupttangente. 

Es  sei  z.  B.  F  eine  Fläche,  die  in  Bezug  auf  F  zu  sich  selbst 
polar  ist;  dann  geht  ein  beliebiger  Tangentenbüschel  (T,  x)  von  F 
durch  die  Polarisation  bezüglich  F  in  einen  andern  Tangentenbüschel 
{%,  T)  von  F  über,  der  mit  jenem  den  in  ihm  befindlichen  Strahl  von 
F  gemeinsam  hat;  derselbe  wird  demnach  Doppeltangente  von  F.  Die 
Nallebene  eines  beliebigen  Punjstes  T  der  Fläche  geht  somit  durch 
eine  der  Doppeltangenten,  die  in  ihm  berühren,  und  das  Zusammen- 
fallen mit  der  Berührungsebene  wird  in  diesem  Falle  eine  einfache 
Bedingung,  so  dass  die  Fläche  cx>^  Punkte  besitzt,  bei  denen  es  eintritt; 
die  Doppeltangente  des  allgemeinen  Falls  ist  dann  vierpunktige  Tan- 
gente geworden. 

*)  Yergl.  hierzu  Reye,  Jonrnal  f.  Mathematik  Bd.  97  S.  260. 
**)  Lie,  Math.  Annalen  Bd.  5  S.  178  £ 
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Wenn  also  eine  Fläche  F  zu  sich  selbst  in  Besfug  auf  ein  Gewinde 
I  polar  ist,  so  enthält  sie  eine  Curve  von  Punkten,  in  denen  die  Be- 
rilhrungsebene  von  F  mit  der  Nullebene  von  F  suA  vereinigt  Dieselbe 
ist  eine  Hanpitangenten-Curve  auf  F,  und  alle  ihre  Tangenten  gehören  zu 
F.  Sie  ist  femer  eine  Curve  von  BerUhrungspunTcten  vierpunktiger  Tan- 
genten von  F,  und  diese  gehören  auch  zu  F. 

Da  eine  in  F  enthaltene  Congruenz  in  sich  selbst  übergeht  durch 
die  Polarisirung  in  Bezug  auf  F,  so  thut  es  auch  die  zugehörige 
Brennfläche.  Ist  die  Congruenz  2.  Grades,  so  können  wir  die  Brenn- 
fläche auch  als  singulare  Fläche  eines  F*  auffassen  und  das  Gewinde 
als  eins  der  Fundamental- Gewinde  Fa.  Die  Haupttangenten-Curve  ist 
dann  qi?]  ihre  Tangenten  und  die  vierpunktig  berührenden  Erzeugenden 
von  Pi?  sind  Strahlen  von  F*. 

Zu  sich  selbst  polar  ist  eine  in  F  enthaltene  Begelfläche.  Und  liegt 
sie  sogar  in  einem  Strahlennetze,  so  liefert  jedes  durch  dasselbe  gehende 
Gewinde  auf  die  Begelfläche  eine  Haupttangenten-Ourve. 

554  Im  Anschluss  an  diese  Betrachtung  möge  es  gestattet  sein,  einige 

andere  Nachträge  zu  den  beiden  ersten  Bänden  zu  machen. 

In  ein  Gewinde  Fj  schneidet  ein  Büschel  Fg  F3  von  Gewinden  einen 
Büschel  von  Strahlennetzen  ein:  die  Paare  der  Leitgeraden  bilden  eine 
Involution  in  der  Leitschaar  L  der  Grund- Regelschaar  G  des  Netzes 
F1F2F3  (I,  Nr.  126  flf.);  er  enthält  2  singtdäre  Strahlennetze.*)  In  einem 
solchen  von  einem  Gewinde  getragenen  Strahlennetze- Büschel  nennt  man 
zwei  solche  Netze,  die  zu  diesen  beiden  ausgezeichneten  harmonisch  sind, 
in  Involution.  Den  Büschel  können  wir  uns  in  F^  eingeschnitten 
denken  durch  jeden  beliebigen  —  F^  nicht  enthaltenden  —  Büschel 
von  Gewinden  in  F^r^F^]  benutzen  wir  denjenigen  Büschel,  der  zu 
Fl  in  Involution  ist  (I,  Nr.  131),  so  sind  die  Azen  seiner  Gebüsche 
in  F,  befindlich,  und  die  Schnitte  dieser  Gebüsche  mit  F^  sind  die 
singulären  Strahlennetze  unseres  Büschels.  Zwei  in  Involution  befind- 
liche Strahlennetze  desselben  sind  demnach  in  zwei  Gewinden  dieses 
Büschels  enthalten,  die  zu  seinen  Gebüschen  harmonisch,  also  selbst 
in  Involution  sind.  • 

Durch  zwei  in  Involution  befindliche  Strahlennetze  eines  von  einem 
Gewinde  Fj  getragenen  Strahlennetze- Büschels  gehen  zwei  Gewinde,  die  zu 
einander  und  zu  F^  in  Involution  sind.  — 

In  ein  Strahlennetz  F^  F,  schneiden  die  Gewinde  eines  Büschels  Fj  F4 
die  Begelschaaren  eines  Büschels  ein:  gemeinsam  sind  allen  die  Grund- 

*)  So  mögen  Strahlennetze  mit  vereinigten  Leitgeraden  genannt  werden. 
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geraden  des  Gebüsches  F^  F^  Tg  F^  (I,  Nr.  137  ff.)-  Zwei  von  den 
Begelachaaren  zerfallen  in  zwei  Strablenbüschel,  welche  ihre  Scheitel 
in  Gegenecken  des  Vierseits  der  Leitgeraden  von  F^F^  und  der  ge- 
nannten Grundgeraden  haben.  Wir  nennen  gwei  Regeischaaren  unseres 
Büschels  in  Involution,  wenn  sie  zu  diesen  zerfallenden  Begelschaaren 
harmonisch  sind:  ihre  Trägerflächen  sind  dann  harmonisch -zugeordnet 
mit  Vierseits -Schnitt.*)  Jeder  beliebige  —  den  Büschel  r^Fg  nicht 
schneidende  —  Büschel  des  Gebüsches  F^F^F^F^  schneidet  in  das 
Strahlennetz  F^F^  ebenfalls  unsem  Regelschaar- Büschel  ein;  einer 
von  diesen  Büscheln  befindet  sich  zu  dem  Büschel  F^F^  in  Invo- 
lution, der  Schnitt  nämlich  von  F^F^F^F^  mit  dem  Gewindege- 
büsche, das  sich  auf  F^F^  stützt.  Seine  beiden  Gebüsche  haben  ihre 
Azen  in  allen  Gewinden  von  F^F^,  also  im  Strahlennetze  F^F^,  Ein 
solches  Strahlengebüsche  schneidet  aus  demselben  ein  Strahlenbüschel- 
Paar  aus;  daher  sind  die  Gewinde  dieses  Büschels,  welche  durch  zwei 
in  Involution  befindliche  Regeischaaren  unseres  Regelschaar-Büschels 
gehen,  harmonisch  zu  den  Gebüschen  des  Büschels,  also  selbst  in  In- 
volution. 

Durch  ztüei  in  Involution  befindliche  Begelschaaren  eines  von  einem 
Strahlennetze  getragenen  Begelschaar-Büschels  gehen  stets  zwei  Gewinde, 
welche  zu  einander  und  zu  sämmtlichen  Gewinden,  die  das  Strahlennetz 
enthalten,  in  Involution  sind.  — 

Die  Paare  der  Geraden,  welche  eine  Begdschaar  F^F^F^  mit  den 
verschiedenen  Gewinden  eines  Büschels  F^F^  gemeinsam  hat,  bilden  eine 
Involution  (I,  Nr.  147).  Zwei  Paare  dieser  Involution,  die  zu  den  sin- 
gulären  Paaren  (mit  vereinigten  Elementen)  harmonisch  sind,  nennen 
wir  in  Involution.  Im  Gewebe  F^F^F^F^F^^  giebt  es  einen  Büschel, 
der  zu  dem  Netze  F^^F^F^  in  Involution  ist,  der  Schnitt  mit  dem  Netze, 
das  zu  F1F2F3  in  Involution  ist;  die  Axen  seiner  Gebüsche  befinden 
sich  daher  in  der  Regelschaar  FjFgF,,  und  die  Gebüsche  schneiden 
diese  in  den  singulären  Paaren  der  Involution.  Die  zwei  Gewinde 
dieses  Büschels,  welche  durch  zwei  in  Involution  befindliche  Paare 
oder  besser  DwpeZ**)  unseres  Dupel-Büschels,  wie  wir  die  von  F^F^Fg 
getragene  Involution  auch  nennen  können,  hindurchgehen,  sind  daher 
selbst  in  Involution,  weil  sie  zu  den  Gebüschen  ihres  Büschels  har- 
monisch sind. 

Durch  zwei  in  Involution  befindliche  Dupel  eines  von  einer  Begelr 
schaar  getragenen  Büschels  von  Dupeln  (Involution)  gehen  stets  zwei  Ge- 


*)  Mathem.  Annalen  Bd.  26  S.  47S. 
**)  weil  die  beiden  Geraden  windschief  sind. 
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winde,  die  zu  einander  und  zu  aüen  die  Begelsehaar  enthaiUenden  Gewinden 
in  Involution  sind, 

Uebrigens  sind  zwei  solche  Dupel  auch  harmonisch  zu  einander; 
denn  denkt  man  sich  die  Trägerfläche  mit  einer  Ebene  geschnitten^  so 
kommen  die  Spur -Punktepaare  der  Dapel  auf  zwei  Gerade  zu  liegen, 
die  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt^conjugirt  sind.*) 

555  Liegt  eine  Gruppe  von  6  Gewinden  vor,  die  gegenseitig  die  Involution 

sind  (r,  Nr.  175  fit),  so  entsteht  in  jedem  von  ihnen  durch  den  Schnitt 
mit  den  5  andern  eine  Gruppe  von  5  Sirahlennetzen,  die  gegenseitig  in 
Involution  sind,  femer  in  jedem  der  15  Strahlennetze  eine  Gruppe  von 
4  Regelschaaren ,  die  gegenseitig  in  Involution  sind,  und  in  jeder  der  20 
Begelschaaren  eine  Gruppe  von  3  Dupeln,  die  gegenseitig  in  Involution 
oder  harmonisch  sind  (I,  Nr.  186). 

Jedes  Gewinde  können  wir  durch  cx>*+'+*+^  Gruppen  von  5  Ge- 
winden, jede  zwei  in  Involution  befindliche  Gewinde  durch  00*+*+^ 
Gruppen  von  4  Gewinden,  jede  drei  in  Involution  befindliche  Gewinde 
durch  cx)*+^  Gruppen  von  3  Gewinden  zu  einer  Gruppe  von  6  Gewinden 
in  Involution  vervollständigen;  also  enthält  jedes  Gewinde  00^^  Gruppen 
von  5  Strahlennetzen  in  Involution,  jedes  Strahlennetz  00®  Gruppen 
von  4  Regelschaaren  in  Involution  und  jede  Regelschaar  00^  Gruppen 
von  3  Dupeln  in  Involution. 

Jedes  der  6  Gewinde  einer  Involutionsgruppe  oder  sein  Nullsystem 
transformirt,  wie  wir  wissen,  alle  6  in  sich  selbst,  also  auch  die  15 
Strahlennetze  und  die  20  Regelschaaren;  und  da  die  15  windschiefen 
Involutionen  Sa»-  und  die  10  Polarsysteme  ^H%h  (I,  Nr.  185)  Producte 
dieser  Nullsysteme  sind,  so  gilt  auch  fUr  sie  das  nämliche.  So  trans- 
formirt z.  6.  von  zwei  der  10  Polarsysteme  jedes  beide  Regelschaaren 
der  Basisfläche  des  andern  in  sich  selbst;  dass  sich  diese  beiden 
Flächen  in  einem  Vierseite  schneiden,  ist  leicht  zu  erkennen.**) 

Femer,  das  Nullsystem  9?«  eines  jeden  der  6  Gewinde  Fk,  die 
durch  6  confocale  Oongruenzen  C^*,  . . .  Q*  gehen,  fährt  die  Con- 
gruenzen  in  sich  selbst  über,  und  dasselbe  gilt  für  die  zugehörigen 
Sao  ?Aa  (Nr.  541). 

Es  seien  g  und  /  zwei  Strahlen  von  Q',  die  polar  sind  io  Bezug 
auf  JTj;  folglich  geboren  sie  mit  den  beiden  Leitgeraden  von  F^r«,  die 
auch  polar  sind  nach  Fi,  zu  einer  Regelschaar;  aber  diese  4  Geraden 
sind,  als  Polaren  von  g  in  Bezug  auf  Fh,  Fi  und  die  beiden  Gebüsche 
des  Büschels,  harmonisch. 


*)  Vergl.  hierza  Segre,  Sulla  geometria  della  retta  etc.  Nr.  114. 
**)  Mathem.  Annalen  Bd.  26  S.  480. 
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Somit  erhaUen  unr  in  dem  Gewinde,  das  durch  eine  quadratische 
Congruenz  Q*  geht,  5  Strahlenneüse,  die  Schnitte  mit  den  durch  die  5  con- 
focalen  Congruenzen  gehenden  Gewinden,  —  die  Fundamental-Strahlen- 
netze  der  Q^  —,  welche  gu  je  zweien  in  Involution  sind  und  die  Eigen- 
schaß haheny  dass  die  einem  jeden  zugehörige  windschiefe  Involution  die 
Congruenz  in  sich  selbst  überßihrt.  Jedes  von  ihnen  hat  engere  Beziehung 
zu  dem  einen  Faare  verknüpfter  Begelschaar-Beihen  der  Congruenz  und 
zwar  diCy  dass  jede  Regelschaar  aus  einer  dieser  Beihen  durch  die  ge- 
nannte Involution  in  sich  selbst  übergeht. 

In  der  That,  jede  Regelschaar  aus  einer  der  beiden  Reihen  von 
Ca',  deren  Leitschaaren  die  in  Fi  befindliche  confocale  Congruenz  Q^ 
bilden,  geht  durch  JTa  in  sich  selbst  über,  während  Fi  jede  der  Leit- 
schaaren und  also  auch  jede  der  Regeischaaren  in  sich  selbst  über- 
führt; demnach  thut  letzteres  auch  die  zum  Fundamental- Strahlennetze 
FkFi  gehörige  windschiefe  Involution  Sa,-,  das  Product  der  Nullsysteme 
91*,  9t. 

X  sei  ein  Punkt  der  gemeinsamen  Brennfläche  9  von  6  confocalen  556 
Congruenzen  Cj*,  •  • .  Q*,  |  seine  BerQhrungsebene,  XXk,  XXi  die  zu 
^A*;  C-*  gehörigen  Doppeltangenten,  Xh,  Xt  ihre  zweiten  Berührungs- 
oder Brennpunkte;  dann  sind  |  und  Xh  Nullebene  und  Nullpunkt  für  A; 
da  Fk  und  Fi  in  Involution  sind,  so  müssen  |  und  X«,  in  Bezug  auf  Fi 
polarisirt,  in  Nullpunkt  und  Nullebene  von  J«  übergehen;  |  geht  über 
in  Xi  und  X^  in  die  Tangentialebene  des  zweiten  Brennpunktes  X^ 
des  in  Xh  tangirenden  Strahls  von  C»^;  da  diese  die  Nullebene,  in  Bezug 
auf  Fk,  von  Xt  ist,  so  ist  X^i  der  zweite  Brennpunkt  des  zu  C«^  ge- 
hörigen in  Xi  berührenden  Strahls.  Wir  haben  die  geschlossene  Figur 
XXhXhiXiX, 

Wenn  man  also,  von  einem  Punkte  der  Brennfläche  ausgehend,  4  Strah- 
len zieht,  die  abwechselnd  zu  zwei  von  den  6  Congruenzen  gehören,  und 
ßwar  jede  aus  dem  zweiten  Brennpunkte  der  vorangehenden,  so  kehrt  man 
mit  dem  zweiten  Brennpunkte  des  vierten  Strahles  zum  Ausgangspunkte 
zurück. 

In  X^Xhi  schneiden  sich  die  Tangentialebenen  der  beiden  Punkte 
Xh,  Xki  oder  die  Nullebenen  von  X  und  X»  nach  A,  daher  ist  X^Xu 
polar  zu  XX;,  XXa  ist  zu  sich  selbst  polar,  also  ist: 

X(Xi,  Xg,  Xj,  X4,  X5,  X^)  A  ^1  {X,  Xi2,  Xi3,  Xj^,  Xi5,  Xje) 
A  Xg  (Xjj,  X,  Xgj,  Xg^,  X25,  Xjß)  A  •  •  • , 

womit  wir  einen  Specialfall  des  Satzes  über  die  Projectivität  der  Tan- 
gentenbüschel von  9  haben  (Nr.  536).    Zwei  Gegenseiten  des  Yierseits 
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XXkXkiXi  sind  polar  in   Bezug   auf  dasjenige   der   beiden   Gewinde 
Fa;  -H;  dem  sie  nicht  angehören. 

Verbindet  man  die  zweiten  Brennpunkte  der  je  eur  nämlichen  Con- 
ffmenjs  gehörigen  Strahlen  in  den  beiden  Berührungspunkten  einer  Boppd- 
tangente  von  0,  so  sind  diese  5  Verbindungslinien  sämmtlich  Strahlen 
derjenigen  Congruenz,  zu  der  die  Boppeltangente  gehört. 

Zieht  man,  von  X  auf  9  ausgehend,  die  Strahlen  von  d?,  Q*,  und 
zwar  den  zweiten  durch  den  zweiten  Brennpunkt  des  ersten,  so  gelangt 
man  in  beiden  Beihenfolgen  zu  dem  nämlichen  zuzeiten  Brennpunkte  des 
zweiten,  Xm,  dessen  Tangentenbüschd  dem  von  X  in  der  Involution  3a< 
entspricht,  in  der  auch  die  Tangentenbiischel  von  Xk  und  Xi  einander 
entsprechen. 

Was  Xmu  bedeutet^  ist  nun  ersichtlich;  zu  diesem  Punkte  gelangt 
man,  von  X  ausgehend,  in  allen  6  Reihenfolgen;  sein  Tangenten- 
büschel entspricht  dem  von  X  im  Polarsysteme  $Aa.  Es  erhellt 
weiter,  was  Xktkh  Xkikimj  •  •  •  bedeuten  und  dass  diese  Punkte  von 
der    Reihenfolge    unabhängig    sind.     Da    ^<m»^$Aaf    so   ist   auch 

Ximn  ^  Xkik» 

Man  gelangt  daher  zu  demselben  Punkte,  mag  man  C**,  C,-*,  C**  oder 
Ci%  C|„^  Cn^  benutzen,  oder  man  gelangt  zum  Ausgangspunkte  zurück, 
wenn  man  den  Zug  aus  Strahlen  aller  6  Congruenzen  herstellt,  jeden 
folgenden  aus  dem  zweiten  Brennpunkte  des  vorangehenden  ziehend. 

Aus  jedem  Punkte  X  von  9  können  wir  demnach  nur  6  +  15  +  10 
«=»31  Punkte  ableiten:  6  Punkte  X^,  ...  X^^  15  Punkte  X^^  ...  X^, 
10  Punkte  X^g  ^^  ^466>  •  •  •»  entsprechend  den  31  Operationen  SRä,  3a», 
^kikf  wobei  die  durch  St«;  ^ink  sich  ergebenden  Tangentialebenen 
durch  ihre  Berührungspunkte  zu  ersetzen  sind;  die  Xkni,  X^ikim  sind 
mit  den  Xmn,  Xn  identisch. 


Weitere  specielle  Fälle  der  ComplexflSche  und  die  Doppeltangenten- 
Congrnenzen  der  yerschiedenen  Complexflächen. 

557  Wir    werden    die   Complexflächen    später   als   singulare   Flächen 

specieller  Complexe  2.  Grades  erhalten;  daher  müssen  wir  noch  einige 
weitere  specielle  Lagen  des  Trägers  ins  Äuge  fassen.  Bis  jetzt  haben 
wir  die  4  Fälle  besprochen,  wo  der  Träger  der  Complexfläche  eine 
beliebige  Gerade  l  (Nr.  51 3  ff.),  ein  beliebiger  Strahl  g  des  Complexes 
(Nr.  519  fit),  ein  beliebiger  singulärer  Strahl  (Nr.  527)  oder  ein  solcher 
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singnlärer  Strahl  ist^  welcher  die  smguläre  Fläche  dreipunktig  be- 
rührt (Nr.  528). 

Eine  andere  specieüe  Lage  des  Trägers  der  Complexfläche  ist  die, 
wo  er  in  eine  der  stationären  Ebenen  d  fällt  oder,  dual,  durch  einen  der 
stationären  Punkte  D  geht 

Wenn  l  in  eine  Ebene  8  zu  liegen  kommt,  so  gehört  diese  ganze 
Ebene  zur  Complexfläche;  denn  die  beiden  Kanten,  in  8,  des  Complex- 
kegels  aas  einem  beliebigen  Pankte  von  d  fallen  in  den  Strahl  nach 
dem  Punkte  E  zusammen ,  in  den  sich  die  Punkte  des  Punktepaars 
{S)  vereinigt  haben;  also  berührt  der  Kegel  die  Gerade  Z;  die  Com- 
plexfläche von  l  ist  aber  (Nr.  513)  der  Ort  der  Punkte ,  deren  Com- 
plexkegel  von  l  berührt  werden.  Von  den  4  Ebenen  ßi,  den  Tan- 
gentialebenen aus  l  an  9,  haben  sich  zwei  mit  der  Doppel-Beröhrungs- 
ebene  8  vereinigt;  nehmen  wir  an,  ft,  /S4.  Die  4  Doppelpunkte  B^,B^'\ 
B^,  B^'  von  ß^,  ßi  verbleiben  als  solche  dem  Rest-Bestandtheile  der 
{!),  einer  cubischen  Fläche. 

Wenn  also  der  Träger  l  einer  Complexfläche  (f)  in  einer  der  statio- 
nären Ebenen  8  des  Complexes  liegt,  so  zerfällt  (!)  in  die  Ebene  8  und 
eine  ctibische  Fläche  mit  4  Knotenpunkten. 

Zwei   von   den    torsalen  Verbindungslinien  derselben   haben  wir 

schon  in  B^  B^  ^  ^1  ^  -^2  -^j   ^  62  • 

In  jeden  der  Schnitte  der  l  mit  dem  Kegelschnitte  [d]  fallen 
zwei  von  den  4  Punkten  Ai  zusammen,  es  vereinigen  sich  auch  die 
betreffenden  Elynenpaare;  und  in  ihnen  werden  dann  solche  Ebenen 
zusammenfallen,  welche  durch  dieselben  zwei  der  obigen  Knotenpunkte 
gehen,  also  nach  Tabelle  \a,  B]  in  Nr.  516: 

t  tr  tt  t  ff  rt  tt 

Ol ,  a,  ;     «1  ,  «8  ;     «8 ,  «4  ;     «8  ?  «4  > 

und  daher  auch  A^  mit  A^,  A^  mit  A^. 

Der  Kegel  {A^  muss  auch  8  in  zwei  in  ^^JB^  zusammengefallenen 
Geraden  schneiden,  also  sind  a^,  a^'  (oder  a^',  a^)  die  beiden  weiteren 
BerQhrungsebenen  aus  A^E  9iSi  9  oder  an  den  Kegel  4.  Klasse  aus 
E,  den  wir  in  Nr.  534  besprochen  haben;  ebenso  «3',  Cj"  (oder  «/,  «/') 
die  aus  A^E,  Diese  4  Ebenen,  conische  Berührungsebenen  der  vollen 
Complexfläche,  gehen  durch  die  4  übrigen  Kanten  des  Ejiotenpunkts- 
Tetraeders  der  cubischen  Fläche:  B^'B^y  B^B^',  B^B^,  B^'B^'-^ 
also  berühren  sie  längs  derselben  diese  Fläche.  Zur  vollen  „Berührungs''- 
Curve  2.  Ordnung  werden  diese  Geraden  ergänzt  durch  Doppelgerade 
der  Gesammtfläche,  Gerade,  die  zu  beiden  Theilen  gehören,  also  durch 
die  in  8  gelegenen  Geraden  A^E,  A^E,  welche  in  je  zwei  von  den 
4  Ebenen  liegen;    demnach  liegen  dieselben  auch  auf  der  cubischen 
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Fläche;  die  dritte  Gerade  derselben  in  9  ist  der  Träger  l,  da  er  doch 
doppelte  Gerade  der  Complexfläche  ist  und  überdies  auch  in  ihm  die 
beiden  audem  Ebenen  /S^ ,  ß^  sich  schneiden,  welche  längs  des  dritten 
Paars  von  Gegenkanten  h^^  h^  des  erwähnten  Tetraeders  die  cubische 
Fläche  tangiren.*) 

Die  Ebene  d,  welche  mit  der  cübischen  Fläche  die  Complexfläche 
zusammensetssty  ist  deren  einzige  dreifache  Beruhrungsä)ene:  die  Ebene 
dwrch  ihre  drei  unären  Geraden  j  von  denen  bekanntlich  jede  zwei 
Gegenkanten  des  Tetraeders  der  4  Ejiotenpunkte  und  der  6  qnater- 
nären  Geraden  trifft;  und  diese  Geraden  sind  der  Träger  l  und  die 
Geraden  vom  Punkte  E  der  Ebene  d  nach  den  Schnitten  von  l  mü  dem 
Kegelschnitte  \9]. 

558  Wenn  aber  l  ein  Strahl  des  Büschels  (E,  d)  und  damit  ein  singu- 

lärer  Strähl  s  ist,  so  fallt  A^  in  Ey  A^  in  den  zugehörigen  singulären 
Punkt  8\  ßij  /Sg  werden  mit  cc^',  a/'  identisch  und  je  der  eine  Punkt 
B^'y  B^"  kommt  in  5  zu  liegen.  Es  bleiben  nur  noch  JS/,  B^'  oder 
einfacher  B^,  B^  —  womit  die  Bezeichnung  wiederum  mit  der  in 
Uebereinstimmung  kommt^  welche  fQr  einen  Strahl  des  Complezes  als 
Träger  der  Oomplexfläche  benutzt  wurde  —  als  conische  Knotenpunkte 
der  cübischen  Fläche.  Vod  den  Ebenen  Oj',  a^\  die  zu  E  gehören, 
fallt*  eine,  a^\  in  d;  die  andere  —  nun  einfacher  a^  —  schneidet  d 
in  der  Tangente  s$  von  [d]  in  Ey  in  welche  ja  EA^  übergegangen  ist 
Von  den  drei  unären  Geraden  des  vorigen  FaUs  habetP  sich  zwei  in  s 
vereinigt,  nämlich  EA^  mit  l^s,  die  dritte  ist  ss.  Die  cubische 
Fläche  wird  längs  SB^,  8B^  oder  6^,  b^  von  /}^,  ß^,  längs  s  von  d  und 
längs  B^B^  von  der  Ebene  a^  des  zweiten  Strahlenbüschels  aus  E 
tangirt;  in  /3|,  ß^  ist  s,  in  ^  und  cc^  ist  Sd  die  dritte  Gerade. 

Der  Punkt  S,  in  den  zu?ei  Knotenpunkte  zusammengerückt  sind, 
ist  ein  biplanarer  Knotenpunkt  und  zwar,  wegen  dieser  Yereinigung,  ein 
solcher,  welcher  die  Klasse  um  4  verkleinert,  so  dass  sie,  seinetwegen 
und  wegen  der  beiden  gemeinen  Knotenpunkte  B„  B^,  wie  nothwendig, 
4  ist.  Die  beiden  ihm  zugehörigen  Ebenen  sind  /},,  /S^,  denn  jeder 
Strahl  von  {S,  ß^)  oder  (iS,  ß^)  trifft  die  cubische  Fläche  nur  in  S; 
der  Träger  s  der  Complexfläche  ist  die  Kante  des  biplanaren  Punktes. 
Sie  ist  senär,  da  mit  der  bisherigen  quaternären  Knotenpunkts-Ver- 
bindungslinie  sich  noch  zwei  unäre  Geraden  der  Fläche  vereinigt  haben; 
SB^,  SB^f   in    welche   je   zwei   solche  Verbindungslinien  zusammen- 


*)  Vergl.  z.  B.  meine  SjmthetiBchen  Unterznchimgen  über  die  Flächen  S.  Ord- 
nung (Leipzig  1867)  Nr.  123. 
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gefallen  sind,  sind  sogar  octonär-,  B^B^  ist  nach  wie  vor  quaternär^ 
und  Sd  allein  ist  unär.  Wir  haben  es  mit  der  cubischen  Fläche  zu 
thun,  welche  in  Cayley's*)  Reihenfolge  die  18*®  ist. 

Eiiie  noch  weitere  Speciälüät  haben  wir,  wenn  s  in  sj  fällt,  den  559 
singulären  StraJü  dritter  Ordnung  im  Büschel  {Ey  8)  singulärer  Strahlen. 
Dann  vereinigt  sich  noch  S  mit  E,  ß^  mit  tf,  B^  mit  S.  Dieser  Punkt 
S  ^E  wird  ein  biplanarer  Knotenpunkt,  der  die  Klasse  um  6  vermindert, 
atisser  ihm  ist  nur  der  gemeine  Knotenpunkt  B^  vorhanden.  Wir  haben 
nun  nur  noch  die  Eomte  Ss,  welche  6  +  1  +  8  Gerade  der  allgemeinen 
cubischen  Fläche  repräsentirt^  da  in  ihr  sich  s,  sj  und  SB^  vereinigt 
haben,  und  die  Gerade  EB^^SB^,  in  der  nunmehr  3  Verbindungs- 
linien von  Knotenpunkten  zusammengefallen  sind  und  die  also  12  Ge- 
rade vertritt.  Die  Ebenen  des  biplanaren  Punktes  sind  8  und  ß^\  jene 
osculirt  längs  Sd,  diese  tangirt  längs  EB^.  Es  handelt  sich  um  die 
Fläche,  welche  bei  Cayley  die  19*«  ist  (a.a.O.  S.  318). 

Dual  liegen  die  Verhältnisse,  wenn  der  Träger  der  Oomplexfläche 
ein  beliebiger  Strahl  durch  einen  Punkt  8  oder  im  Büschel  {D,  b)  oder 
der  ausgezeichnete  Strahl  Sd  ist.  Im  ersten  Falle  setzt  sich  die  Com- 
plexfläche  aus  dem  Bündel  D  und  einer  Steiner'schen  Fläche  zusammen, 
deren  dreifacher  Punkt  D  ist;  u.  s.  f. 

Für  den  allgemeinen  Fall,  wo  der  Träger  eine  beliebige  Gerade  l  560 
ist  und  für  die  Gomplexfläche  eine  Doppelgerade  wird  und  diese  ausser- 
halb noch  8  conische  Enoteupunkte  und  8  conische  Doppel-Berührungs- 
ebenen hat,  ist  schon  in  II,  Nr.  419  gefunden^  dass  die  Doppettangenten- 
Congruenz  der  Gomplexfläche  aus  4  Gongruenisen  2.  Grades  Q^,  ...  C^* 
besteht]  aber  wir  haben  dem  dort  Erhaltenen  doch  noch  einiges  zu- 
zufügen. 

Auch  die  Fläche  führt  zu  einer  Correspondenz  [2,  2]  zwischen 
den  Punkten  und  den  Ebenen  der  Doppelgeraden  l,  in  welcher  jedem 
Punkte  derselben  die  beiden  in  ihm  tangirenden  Ebenen,  jeder  Ebene 
ihre  beiden  Berührungspunkte  entsprechen. 

Die  Cuspidalp unkte  A^,  . , .  Ä^  und  die  Cuspidalebenen  ßi,  » -  -  ß4, 
der  Fläche,  welche,  wie  wir  wissen,  die  Verzweigungselemente  der 
durch  den  Gomplex  auf  l  veranlassten  Gorrespondenz  [2,  2]t  sind,  sind 
auch  diejenigen  unserer  jetzigen  Gorrespondenz;  sie  erfüllen  die  Pro- 
jectivität: 
A^A^Ä^A^  A  ßißißtß^^ 

*)  A  Memoir  on  Cubic  Surfaces,  Philosophical  Transactions  for  1869  Part  I 
8.  231,  insb.  S.  317. 
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Jede  Gerade,  die  durch  einen  Guspidalpunkt  geht,  berührt  be- 
kanntlich (II,  Nr.  405)  in  ihm  die  Fläche;  liegt  sie  ausserdem  noch 
in  einer  Cuspidalebene,  so  tangirt  sie  auf  deren  torsaler  Geraden  zum 
zweiten  Male,  und  so  erhalten  wir  16  Strahlenbüschel  von  Doppeltan- 
genten  der  Fläche ,  welche  alle  durch  die  Doppelgerade  l  gehen.  Sie  ver- 
theilen  sich  zu  je  vieren  auf  die  4  Congruenzen  Q?^  und  da  wegen  des 
je  durchgehenden  Gewindes  die  Scheitel  der  4  Büschel  und.  ihre 
Ebenen  als  Nullpunkte  und  Nullebenen  zwei  projective  Würfe  bilden, 
so  führen  die  4  Formen,  in  denen  die  obige  Projectivitat  geschrieben 
werden  kann,  zur  Art  der  Yertheilung  der  16  Büschel. 

Q-(Ai,ßy),  (A,A),  {A,ß,),  (A,ß*y, 
Q:(A„ßt),  (^,A),  (^»»/»O,  (A.ft); 
c,»:(A,A),  (A,^4),  (A,A),  iA,ßd; 

C**  :  U.,  ß,),  (^„  A),  (A,  ft),  (A,  ßx)- 

Damit  ist  die  Doppelgerade  als  Doppelstrahl  aller  4  Congruenzen 
nachgewiesen^  was  ich  versäumt  habe,  im  zweiten  Bande  zu  thun. 

Denn  ein  Strahl  ist  Doppelstrahl  einer  Congruenz  2,  GradeSy  wenn 
er  gu  4  Strahlenbüscheln  derselben  gehört  Die  Regelfläche  4.  Grades 
nämlich,  die  er  aus  der  Congruenz  ausscheidet,  setzt  sich  aus  diesen 
4  Büscheln  zusammen;  also  kann  von  einem  beliebigen  Punkte  des 
Strahls  nicht  noch  ein  zweiter  von  'ihm  verschiedener  Gongruenzstrahl 
ausgehen  und  ebenso  in  einer  beliebigen  Ebene  durch  ihn  nicht  noch 
ein  zweiter  gelegen  sein. 

Die  beiden  übrigen  Doppeltangenten- Congruenzen  der  allgemeinen 
Kumm^ sehen  Fläche  haben  sich  hier  vereinigt  in  der  Congruenz  2,  Grades 
C?  der  Tangenten  der  Fläche^  welche  sich  auf  die  Doppelgerade  l  stützen, 
bei  denen  dieser  zweifache  Schnitt  an  Stelle  der  zweiten  Berührung 
getreten  ist.  Sie  ist  der  Ort  der  Tangenten  der  Kegelschnitte  der 
Fläche  in  den  Ebenen  durch  die  Doppelgerade  oder  der  Kanten  der 
Berührungskegel  aus  den  Punkten  derselben  oder,  womit  beides  gesagt 
wird,  die  Congruenz  2.  Grades  mit  l  als  singulärer  Linie,  durch  die 
alle  Complexe  2.  Grades  gehen,  für  welche  die  Fläche  die  zu  l  ge- 
hörige Complexfläche  ist. 

Nach  der  allgemeinen  Eigenschaft  der  Kummer' sehen  Fläche 
(Nr.  536)  sind  die  Büschel  der  Tangenten  eines  jeden  Punktes  X  unsrer 
Fläche,  welche  bezw.  zu  C^*,  . . .  Q^,  C*  gehören^  unter  einander  projectiv. 
Fällt  X  auf  eine  der  torsalen  Geraden,  etwa  auf  b^,  so  gehen  die  zu 
den  4  ersten  Congruenzen  gehörigen  Tangenten  nach  den  Cuspidal- 
punkten  ^j,  . . .  A^,  die  zu  C^  gehörige  ist  die  torsale  Gerade  selber. 
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Liegt  ferner  X  z.  B.  auf  der  Berührungscurve  der  Doppelebene  a/', 
so  lehrt  die  Betrachtung  von  Nr.  516,  nach  welcher: 

Z(5/,   B^",   B^'j  5/')  A  ^i  (ßiy   -Bg";  -Bs";   ^l') 

dass  die  nach  B^',  B^',  B^\  J?/'  gehenden  Tangenten  zu  Q^y  . . . 
gehören^  während  die  nach  A^  gehende  in  O  sich  befindet. 

Eine  Congruenz  2.  Grades  mit  einem  Doppelstrahle  hat  (II,  Nr.  407) 
ein  Paar  verknüpfter  Begelscfaaar-Reihen,  deren  sämmtliche  Regel- 
schaaren  durch  ihn  gehen:  sie  sind  binär,  d.  h.  vertreten  zwei  Paare 
der  allgemeinen  Gongruenz;  es  bleiben  demnach  noch  3  Paare  unärer 
Reihen,  üeber  diese  Reihen  möchte  ich  hier  noch  eine  Bemerkung 
nachholen,  wobei  ich  mich  der  a.  a.  0.  angewandten  Bezeichnung  be- 
dienen will.  Die  binären  Reihen  gehen  bezw.  durch  die  Gruppen  as- 
sociirter  Punkte  II  (Tabelle  in  Bd.  11,  Nr.  368),  die  wegen  der  binären 
Punkte  11  =  23,  14  =  56,  15  =  46,  16  =  45  mit  den  III  identisch 
geworden  sind.  Die  Strahlenbüschel- Paare  der  oberen  Reihe  haben 
zu  Scheiteln: 

13,  11  =  23;     14  =  56,  24-,     15  =  46,  25;     16  =  45,  26 

(die  Punkte  der  unteren  Gruppe).  Also  enthält  jedes  von  den  4  Strahlen- 
buschel-Paaren  einer  binären  Regelschaar-Reihe  einen  von  den  4  bi- 
nären Büscheln. 

In  einer  unären  Reihe  —  wir  wählen  die,  welche  durch  die  obere 
Gruppe  von  IV  in  der  genannten  Tabelle  geht  —  haben  die  Büschel- 
paare,  von    denen   das   dritte   und   vierte   sich   vereinigt  haben,   die 

Scheitel : 

12,  24;     13,  34;     15  eei  46,  45  =  16. 

Dies  binäre  Paar  besteht  also  aus  zwei  binären  Büscheln;  und 
die  drei  Arten,  wie  man  die  vier  binären  Büschel  in  zwei  Paare  zer- 
legen kann,  vertheilen  sich  auf  die  drei  unären  Paare  verknüpfter 
Begelschaar-Reihen. 

Während  in  den  binären  Beihen  aüe  Begdschaaren  durch  den  Doppel- 
strahl  gehen,  giebt  es  in  den  6  unären  je  nur  eine  Begelschaar,  die  ihn 
enthält:  das  binäre  Büschelpaar,  von  dem  beide  Büschel  durch  ihn  gehen. 

Eine  Regelschaar  aus  einer  von  diesen  Reihen  trifft  keinen  der 
beiden  Büschel  des  binären  Paars  der  eigenen  Reihe,  folglich  beide 
anderen  binären  Büschel,  da  sie  das  Paar  der  verknüpften  Reihe  bilden. 
Ist  daher  eine  Regelschaar  aus  einer  dieser  unären  Reihen  gegen  einen 
der  4  binären  Büschel  windschief,  so  gehört  derselbe  zu  dem  binären 
Paare  aus  der  nämlichen  Reihe. 

6* 
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Die  unären  Büschel  haben  zu  Scheiteln: 

12,  23;     24,  34;    25,  35;    26,  36; 

sie  sserfaUen  also  in  4  Dupel  von  ewei  windschiefen  Büscheln,  welche 
beide  je  von  einem  binären  Büschel  geschnitten  werden. 

Ein  unärer  Büschel  wird  von  einem  binären  und  drei  unären 
Büscheln  geschnitten^  derartig,  dass  er  und  diese  3  unären  Büschel  je 
einen  der  4  binären  schneiden. 

561  Die  Complexfläche  {g),  für  weiche  als  Träger  ein  beliebiger  Strahl  g 
des  Complexes  genommen  ist,  hat  diesen  zur  cuspidalen  Geraden  und 
ausserhalb  nur  noch  4  conische  Doppelpunkte  und  4  conische  Doppel- 
Berührungsebenen.  Sie  besitzt  blos  3  Congruenzen  C^*,  C^,  Q^  von 
Doppeltangenten;  denn  bei  einer  Curve  4.  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
punkte und  einem  Rückkehrpunkte  —  dem  Schnitte  einer  Berührungs- 
ebene —  gehen  von  dem  ersteren  nur  3  anderwärts  berührende  Tan- 
genten aus.  2^  ihnen  tritt  C?,  die  Congruenz  der  Tangenten  der  Fläche 
(ß),  welche  der  cuspidalen  Geraden  g  begegnen:  sie  hat  eine  von  den  4 
Doppettangenten- Congruenzen  des  vorigen  Falles  in  sich  aufgenommen  und 
repräsentirt  nun  3  von  den  6  Congruenzen  der  allgemeinen  Kummer'schen 
Fläche. 

Legt  man  den  Scheitel  X  eines  Tangentenbüschels  auf  die  tor- 
sale  Gerade  b^,  so  gehen  die  zu  C/,  Q',  C,^  gehörigen  Tangenten 
nach  A^,  A^j  A^,  die  zu  C^  gehörige  ist  b^  und  geht  nach  A^,  der  ja 
jetzt  auf  &|  liegt. 

Die  Vertheilung  der  16  Büschel  {Ai,  ßt)  auf  die  4  Congruenzen 
ist  offenbar  so,  dass  die  Büschel  der  ersten  Reihe  in  der  Tabelle  der 
vorigen  Nummer  zu  C*  gehören,  die  der  drei  andern  zu  den  eigent- 
lichen Doppeltangenten -Congruenzen.  Für  diese  ist  die  cuspidale 
Gerade  g  Doppelstrahl,  für  jene  aber  singulare  oder  Leitlinie  und 
Doppelstrahl. 

562  Im  dritten  Falle,  wo  der  Träger  der  Complexfläche  ein  sivgulärer 
Strahl  s  des  Complexes  ist,  hat  jeder  ebene  Schnitt  der  {s),  wegen  des 
Selbstberührungs- Punktes  auf  dieser  ausgezeichneten  Geraden,  8  Doppel- 
tangenten,  von  denen  zwei  in  die  conischen  Doppel-Berührungsebenen 
fallen  und  zwei  in  die  Tangente  jenes  Punktes  sich  vereinigt  haben; 
wir  gelangen  daher  nur  zu  2  Doppeltangenten-Congruenzen  2.  Grades 
C,^,  Q^;  man  findet  ja  auch  in  jeder  Tangentialebene  aus  dem  Be- 
rührungspunkte nur  2  nochmals  berührende  Tangenten. 

Von  einem  Punkte  der  i^  (oder  b^  geht  die  eine  Doppeltangente 
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nach  ^3,  die  andere  nach  Ä^]  derartig  aber,  dass  bei  b^  die  nach  A 
(oder  A^)  gehende  zur  anderen  Congruenz  gehört  als  bei  b^. 

Die  Congruenz  C  der  $  treffenden  Tangenten  der  Fläche  repräsentirt 
jetzt  4  von  den  6  Congruenzen  der  allgemeinen  Kummer' sehen  Fläche. 

Im  nächsten  Falle,  u?o  s  eine  dreipuriktige  Tangente  von  9  ist,  hat 
diese  Congruenz  C  noch  eine  von  den  beiden  Cj^  Q^  des  vorigen  Falles 
in  sich  aufgenommen.  Das  zeigt  sich  daran,  dass  von  den  beiden  in 
einem  Punkte  von  b^  berührenden  Doppeltangenten  die  nach  A^ 
gehende,  weil  dieser  Punkt  sich  auch  noch  mit  8  vereinigt  hat,  in  die 
&i  gefallen  ist. 

Die  weitere  Speciah'sirung  unsrer  Fläche  besteht  darin,  dass,  wäh- 
rend im  vorigen  Falle  die  Singularität,  die  wir  in  jedem  ebenen  Schnitte 
an  der  Selbstberührungs-Stelle  haben,  2  Doppelpunkte  und  2  Doppel- 
tangenten  repräsentirt,  sie  jetzt  einen  Doppelpunkt,  einen  RQckkehr- 
punkt,  eine  Doppel-  und  eine  Wendetangente  in  sich  vereinigt;  die 
Klasse  des  Schnitts  ist  daher  7,  und  er  hat  4  Doppeltangenten:  eine 
in  der  einzigen  conischen  Doppel-Berührungsebene  ß^,  eine  an  der 
Selbstberührungs-Stelle  (die  andere  ist,  wie  gesagt,  Wendetangente) 
und  zwei,  die  zu  der  einzigen  Doppeltangenten-Congruenz  gehören; 
ebenso  kommt  in  einer  Tangentialebene  vom  Berührungspunkte  nur 
eine  anderwärts  berührende  Tangente. 

Wenn  weiter  der  Träger  der  Complexfläche  ein  Strahl  l  einer  sta-  563 
ticnären  Ebene  S  ist,  so  giebt  es  überhaupt  Iceine  Doppeltangenten-Con- 
gruenz mehr,  denn  bei  einer  cubischen  Fläche  sind  sie  nicht  möglich. 
Die  6  Congruenzen  des  allgemeinen  Falles  haben  sich  zu  je  zweien  ver- 
einigt in  die  Congruenzen  2.  Grades  der  Tangenten  der  cubischen  Fläche, 
welche  auf  ihre  unären  Geraden,  die  Doppelgeraden  der  vollständigen 
Complexfläche  sich  stützen.  Es  sind  dies  die  Congruenzen  2.  Ordnung, 
von  denen  in  II,  Nr.  489  am  Anfange  gesprochen  wurde;  die  Klasse  4, 
die  dort  erhalten  wurde,  ist  auf  2  herabgesunken,  weil  durch  jede  von 
diesen  Geraden  2  die  Fläche  torsal  berührende  Ebenen  gehen,  deren 
Strahlenfelder  sich  ablösen. 

Von  diesen  3  Congruenzen  haben  sich  im  nächsteti  Fall,  wo  s  dem 
Büschel  (E,  d)  angehört,  zwei  wiederum  vereinigt:  in  diejenige,  deren  Ge- 
rade sich  auf  s  stützen,  und  im  letzten  Falle,  wo  der  Träger  in  s^  ge- 
legt ist,  sind  in  die  Congruenz  der  Tangenten,  welche  diesen  singulären 
Strahl  dritter  Ordnung  treffen,  sogar  alle  drei  zusammengefallen*) 


*)  Streng  genommen  ist  noch  ein  weiterer  Specialfall  der  Complexfläche  zu 
erwähnen,  und  zwar  vor  den  im  vorangehenden  Abschnitte  besprochenen  Fällen, 
in  denen  sie  zerfällt,  nämlich  der,  wo  sie  neben  dem  doppelten  Träger  noch  eine 
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564  Auch  bei  der  Congruenz  2.  Grades  hat  uns  der  Fall  interessirt, 

wo  die  beiden  involutorischen  Correspondenzen^  die  auf  einer  Geraden 
und  um  sie  hervorgerufen  werden,  cyklisch  vom  2.  Grade  sind  (II, 
Nr.  378  und  380  Ende,  sowie  I,  Nr.  29);  wir  fanden  da  einen  Com- 
plex  6.  Grades,  der  durch  die  Strahlen  gebildet  wird,  bei  denen  dies 
eintritt. 

Ganz  Analoges  tritt  beim  Complex  2.  Grades  ein. 

Wenn  einmal  die  beiden  Punkte^  wdche  in  der  auf  einer  Geraden 
durch  den  Complex  JT*  hervorgerufenen  involutorischen  Correspondenz  [2]p 
einem  Funkte  entsprechen  ^  auch  einem  zweiten  Punkte  correspondiren,  so 
geschieht  dies  durchweg  (I,  Nr.  27).  Dann  treffen  bei  einer  solchen  Ge- 
raden, die  wir  h  nennen  wollen,  die  beiden  Complexcurven  in  Ebenen 
durch  hj  die  durch  einen  Punkt  der  h  gehen ,  dieselbe  mm  zweiten  Male 
in  dem  nämlichen  Punkte  und  zwar  durchweg.  Wir  haben  dann  auf  h 
eine  Involution  von  Punkten  X^Zg  als  Ausartung  der  involutorischen 
Correspondenz  [2]p,  eigentlich  eine  Doppel-Involution,  indem  jedem  der 
beiden  Punkte  eines  Paars  zwei  im  andern  vereinigte  correspondiren, 
und  jedem  solchen  Paare  ist  ein  Paar  von  Ebenen  S^,  1^  durch  h  zu- 
geordnet, derartig,  dass  die  Curven  (li)  und  (Ig)  durch  X^  und  Xg 
gehen  und  also  die  Kegel  (Xj)  und  (X^)  von  gj  und  Ig  berührt  werden. 
Die  involutorische  Correspondenz  [2]^  ist  daher  gleichfalls  eine  Doppd- 
Involution;  und  die  Correspondenz  [2,  2]i  ist  Projectivität  zwischen  diesen 
beiden  Involutionen:  dem  X^,   wie  dem  X^  entsprechen  1^  und  1,. 

Es  sei  6y^  eine  durch  h  gehende  singulare  Ebene  mit  dem  singu- 
lären  Strahl  s^,  also  sind  die  beiden  Schnitte  von  (<;J  mit  h  in  s^h 
zusammengerückt;  dasselbe  muss  in  der  gepaarten  Ebene  geschehen, 
und  da  Berührung  nicht  eintreten  kann,  weil  h  im  allgemeinen  dem 
r^  nicht  angehört^  so  ist  auch  die  gepaarte  Ebene  singulär  und  ihr 
singulärer  Strahl  trifft  h  in  demselben  Punkte. 

Von  den  4  singulären  Ebenen,  die  durch  einen  solchen  Strahl  h 
gehen,  haben  die  zugehörigen  singulären  Strahlen  die  Eigenschaft,  dass 


zweite  ihn  schneidende  Doppelgerade  hat;  ihm  ordnen  eich  dann  wiederum  die 
beiden  weiteren  Specialfölle  unter,  dass  eine  oder  beide  Doppelgeraden  cnspidal 
werden.  Ich  glaubte  ursprünglich,  dass  diese  Complexflächen  nur  bei  Complexen 
mit  einem  Doppelstrahle  auftreten  kOnnen,  habe  mich  aber  später  überzeugt,  dass 
sie  auch  schon  beim  allgemeinen  Complexe  Torkommen,  nämlich  wenn  der  Träger 
die  singulare  Fläche  berührt.  Ich  konnte  aber  die  Besprechung  dieser  Fälle  in 
den  vorangehenden  Abschnitt  nicht  mehr  einschalten;  sie  wird  in  dem  zweiten 
Theile  dieses  Bandes,  in  dem  die  Complexe  mit  Doppelstrahlen  behandelt  werden, 
in  Nr.  778  nachgeholt,  dort,  wo  ich  diese  Flächen  als  singulare  Flächen  brauche. 
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sniVeimal  ewei  sich  auf  h  schneiden;  und  ebenso  gehen  von  den  singur 
lären  Strahlen,  die  zu  den  auf  h  gelegenen  singulären  Punkten  gehören, 
zweimal  zwei  Verbindungsebenen  durch  h. 

Damit  ist  erkannt^  dass  in  der  Ebeneninvolution  die  4  singulären 
Ebenen  durch  h  2  Taare  bilden,  ihre  singulären  Strahlen  die  Doppel- 
punkte der  Punktinvolution  einschneiden,  in  dieser  Involution  aber  die 
singulären  Punkte  auf  h  2  Paare  bilden  und  ihre  singulären  Strahlen 
in  den  DoppeM)€nen  jener  Involution  liegen. 

Durch  jeden  Punkt  gehen  daher  6  Gerade  h,  für  deren  Punktinvo- 
lutionen  er  der  eine  Doppdpu/nkt  ist,  nämlich  die  Schnittlinien  der  6 
singulären  Ebenen^  die  zu  den  von  ihm  ausgehenden  singulären  Strah- 
len gehören. 

Femer  in  jeder  Ebene  liegen  6  Gerade  h,  für  deren  Ebeneninvolur 
tionen  sie  die  eine  Doppelebene  ist,  nämlich  die  Verbindungslinien  der 
6  singulären  Punkte^  die  zu  den  in  ihr  befindlichen  singulären  Strahlen 
gehören. 

Die  Polare  K  eines  Strahls  h  muss  sowohl  die  4  singulären  Strah- 
len treffen,  die  zu  den  4  singulären  Punkten  auf  h  gehören ,  als  auch 
die,  die  zu  den  singulären  Ebenen  durch  h  gehören.  Folglich  ist  sie 
sowohl  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  der  Paare  der  ersteren,  als 
auch  die  Schnittlinie  der  Verbindungsebenen  der  Paare  der  letzteren. 

In  der  zu  einer  beliebigen  Geraden  l  gehörigen  involutorischen  565 
Correspondenz  [2]p  sind  die  Schnitte  mit  den  singulären  Strahlen  in 
den  singulären  Ebenen  durch  l  die  Goincidenzpunkte  (Nr.  514).  Be- 
wegt sich  l  durch  einen  Strahlenbüschel  {0,  (o),  so  beschreiben  diese 
Punkte  eine  Curve  8.  Ordnung,  für  welche  0,  wegen  der  4  durch  ihn 
gehenden  singulären  Strahlen,  vierfach  ist.  Im  Büschel  giebt  es  12 
Tangenten  der  Fläche  9;  bei  jeder  fallen  2  von  den  4  singulären 
Ebenen  (Berührungsebenen  der  0)  zusammen,  also  auf  ihr  2  von  den 
vier  erzeugenden  Punkten;  diese 'Geraden  sind  also  Tangenten  unserer 
Curve,  uud  sie  erhält  aus  0  12  -{-  2.4  Tangenten  und  ist  20.  Klasse; 
ausser  dem  vierfachen  Punkte  hat  sie  daher  noch  12  Doppelpunkte. 
Ein  Strahl  von  (0,  co)  nach  einem  dieser  Doppelpunkte  hat  demnach 
die  Eigenschaft,  von  den  singulären  Strahlen  zweier  singulären  Ebenen 
durch  ihn  in  demselben  Punkte,  dem  Doppelpunkte,  getroffen  zu  wer- 
den; folglich  ist  er  ein  Strahl  h,  und  weil  die  singulären  Strahlen  in 
den  beiden  andern  durch  ihn  gehenden  singulären  Ebenen  ihn  auch 
in  demselben  Punkte  treffen  müssen,  so  geht  er  noch  durch  einen 
zweiten  Doppelpunkt.  Wir  haben  also  im  Büschel  (0,  co)  6  Strah- 
len h. 
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Zu  jedem  Complexe  2.  Grades  gekört  ein  Complex  6.  Grades.*)  Er 
wird  durch  die  Strahlen  h  von  folgender  Beschaffenheit  gebildet: 

Durch  die  zwei  Funkte  y  in  denen  h  von  der  Complexcurve  in  irgend 
einer  Ebene  durch  ihn  geschnitten  wirdy  geht  immer  noch  eine  zweite  der- 
artige Curve,  Die  beiden  Berührungsebenen  aus  h  an  den  Complexkegd 
aus  irgend  einem  Punkte  auf  ihm  tangiren  noch  einen  zweiten  derartigen 
Kegel. 

Die  Spitzen  zweier  Kegel  des  zweiten  Satzes  sind  zwei  Schnitt- 
punkte des  ersten  Satzes. 

Die  Ebenen  zweier  Curven  des  ersten  Satzes  sind  zwei  BerQhrungs- 
ebenen  des  zweiten  Satzes. 

Ich  überlasse  dem  Leser  den  Beweis^  dass  beim  tetraedralen  Com- 
plexe dieser  Complex  6.  Grades  in  3  tetraedrale  Complexe  zerfallt,  die 
zu  demselben  Tetraeder  AB  CD  gehören,  wie  der  gegebene. 

Wenn  für  dessen  Strahlen  gilt: 

g{A,B,C,D)^l, 
so  sind  die  drei  neuen  Complexe  bestimmt  durch: 


*)  Indem  sich  ein  Complex  tod  Geraden  h  ergiebt,  stellt  sich  im  vorliegen- 
den Falle  das  Ausarten  der  involaiorischen  Correspondenz  [2]  in  eine  Doppel- 
Involation  als  eine  einfache  Bedingung  heraus.  Im  allgemeinen  ist  das  nicht  der 
Fall;  denn  eine  gegebene  Gerade  trfigt  oo'  involatorische  Correspondenzen  [2] 
und  nur  oo'  Involutionen;  also  handelt  es  sich  um  eine  dreifache  Bedingfung;  und 
in  der  That,  damit 

OjjÄ'aJi«  +  a^^xx^  {X  +  x^)  +  Oq,  {x^  +  x^^)  +  a^  xx^  +  aoi  {x  +  a:,)  +  aoo  =«  0 

mit 

\axx^  +  bipi  +  «,)  +  c]*  —  0 

identisch  wird,  müssen: 

erfüllt  werden. 

In  unserm  Falle  aber  sind  die  beiden-  involutorischen  Congruenzen  [2]/>  und 
[2]e  so  mit  [2,2]^  verbunden,  dass  jene  Doppel- Involutionen  werden,  wenn  diese 
in  eine  Projectivität  zweier  Involutionen  übergeht,  und  deshalb  wird,  weil  letzteres 
eine  einfache  Bedingung  ist  (I,  Nr.  17),  auch  ersteres  eine  solche  sein. 

Da88  das  Ausarten  einer  aXlgemeinen  Correspondenz  [2,2]  in  eine  Projectivität 
zweier  Involutionen  eine  einfache  Bedingung  ist,  hat  schon  Jonquieres  bemerkt 
(M^langes  de  G^om^trie  pure  [Paris  1856]  S.  163)  wnd  auch  die  Bedingungsgleichung 
gefunden.    Sie  ist,  wenn  wir  als  Correspondenzgleichung : 

(a„aj»  +  a^^x  +  a^)«!»  +  (a^^x*  +  a^^x  +  aoi)a?i  +  ctjo«*  +  «lo«  +  «oo  —  <> 
annehmen: 


^00  ^01  ^01 
«10«11«1J 


—  0. 
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h{A,C,S,D)  =  {l-Xy, 

W.  Stahl  erhält  diese  Complexe  auf  andere  Weise  *)^  den  ersten 
z.  B.  als  Ort  der  Geraden,  deren  Polaren  —  jede  zu  oo^  Geraden  ge- 
hörig —  die  Gegenkanten  AB,  CD  des  Tetraeders  treffen. 

Wir  wollen  den  Grad  dieses  Complexes  noch  auf  eine  andere  Art 
ermitteln. 

Die  Complexcurven  des  I^,  welche  durch  einen  Punkt  0  gehen, 
befinden  sich  in  den  Berührungsebenen  des  Kegels  (0).  Weil  dieser 
mit  der  Gomplezfläche  (J),  dem  Orte  der  Complcxcuryen,  welche  die 
Gerade  l  treffen,  8  Berührungsebenen  gemeinsam  hat,  so  folgt: 

Die  Complexcurven  von  F*,  toelche  durch  den  Punkt  0  gehen,  erzeugen 
eine  Fläche  8.  Ordnung  \0\. 

Jede  Gerade  durch  0  trifft  diese  Fläche,  ausser  in  0,  noch  in  den 
beiden  Punkten,  in  denen  sie  die  Complexcuryen  in  den  durch  sie 
gehenden  Tangentialebenen  von  (0)  zum  zweiten  Male  trifft. 

Der  Punkt  0  ist  auf  der  Fläche  \  0  \  sechsfach. 

Es  sei  s  einer  von  den  4  singulären  Strahlen  durch  0;  wir  lassen 
l  ihn  treffen.  Die  zugehörige  singulare  Ebene  6  berührt  (0)  längs  s. 
Sie  beröhrt  aber  auch  (?).  Tangente  der  Curve  (ö),  d.  i.  der  Doppel- 
geraden Sy  in  dem  Schnitt  mit  Mst  5;  ihr  Berührungspunkt  mit  der 
Complexcurve  in  der  Ebene  Is,  d.  i.  der  s  zugehörige  singulare  Punkt 
5,  ist  Berührungspunkt  von  6  mit  (2)  (Nr.  513).  Folglich  tangirt  6  den 
Kegel  aus  0  an  (2)  längs  OS  ^  s,  in  derselben  Kante,  in  der  (0)  von 
6  berührt  wird;  (0)  und  dieser  Kegel  oder  (t)  haben  ausserdem  nur 
noch  6  Berührungsebenen  gemeinsam;  oder  l  triffk  |0|,  ausser  auf  5, 
noch  6  mal. 

Die  4  von  0  kommenden  singulären  Strahlen  liegen  auf  der  Fläche 
\0\  doppelt. 

Der  Anschmiegungskegel  6.  Ordnung  in  0  "besteht  aus  dem  Kegel  (0) 
und  den  4  ihn  längs  der  singulären  Strahlen  "berührenden  diesen  zugehö- 
rigen singulären  Ebenen  6,  und  zwar  sind  bei  den  Kanten  von  (0)  beide 
u^eiteren  Schnitte  mit  \0\  in  den  Punkt  0  gerückt,  bei  den  Strahlen  aber 
der  Büschel  (0,  ö)  nur  einer. 

Denn  weil  die  Complexcurven  in  den  Berührungsebenen  von  (0) 
in  0  je  die  Kegelkante  berühren,  so  trifft  jede  Kante  von  (0)  die 
beiden  Complexcurven  in  den  beiden  in  ihr  sich  schneidenden  unend- 
lich nahen  Tangentialebenen  in  den  0  unendlich  nahen  Punkten. 

*)  Journal  fdr  Mathematik  Bd.  94  S.  828. 
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Von  den  beiden  Tangentialebenen  des  (0)  dnrch  einen  Strahl 
eines  der  Büschel  (Oy  0)  ist  eine  die  (f  und  beide  Schnitte  der  Doppel- 
geraden s  fallen  in  0,  in  der  andern  Tangentialebene  aber  ist  der 
zweite  Schnitt  getrennt  von  0. 

Betrachten  wir  nun  die  Schnittcurve  der  Fläche  |  0  \  mit  einer 
durch  0  gehenden  Ebene  o;  ihre  Punkte  stehen  in  eindeutiger  Be- 
ziehung zu  den  Berührungsebenen  von  (0);  also  ist  diese  Gurve  uni- 
cursal  und  hat,  ausser  dem  6 fachen  Punkte  0,  noch  6  Doppelpunkte. 
Der  Strahl  von  0  nach  einem  derselben  hat  daher  die  Eigenschaft, 
dass  es  zwei  Complexcurven  giebt^  die  ihn  in  0  und  dem  Doppel- 
punkte treffen;  er  ist  ein  Strahl  h,  und  der  Büschel  (0,  cd)  enthält 
deren  6. 

Zu  den  Strahlen  h  gehören  jedenfalls  die  singulären  Strahlen, 
denn  durch  die  beiden  unendlich  nahen  Punkte,  welche  die  Complex- 
curve  irgend  einer  Ebene  durch  einen  s  mit  ihm  gemein  hat,  geht 
nicht  blos  eine  zweite,  sondern  alle. 

Und  umgekehrt,  wenn  ein  Complexstrahl  von  zwei  Complexcurven 
in  demselben  Punkte  berührt  wird,  so  berühren  ihre  Ebenen  den  Kegel 
aus  dem  Punkte  längs  des  Strahls;  d.  h.  der  Kegel  ist  ein  Ebenenpaar 
mit  dem  Strahle  als  Doppellinie. 

Die  Congruenz  S  der  singulären  Strahlen  von  F^  bildet  daher  den 
vollen  Schnitt  von  JT*  mit  dem  Complexe  6.  Grades  der  Strahlen  Ä. 

Sei  l  eine  Gerade  in  einer  der  16  Ebenen  8  und  |  eine  durch  sie 
gehende  Ebene.  Die  Complexkegel  aus  den  Schnittpunkten  der  Curve 
(I)  mit  l  und  8  werden  von  6  und  von  8  berührt.     Also: 

Das  ganze  Strdhlenfeld  in  einer  der  16  Ebenen  d,  der  ganze  Strahlen- 
bündel  aus  einem  der  16  Punkte  D  gehört  zum  Complexe  6.  Grades. 

Vergl.  n,  Nr.  378,  381. 

566  Auf  den  Geraden  h  haben  wir  es  mit  cyklischen  involutorischen 

Correspondenzen  vom  2.  Grade  zu  thun. 

Allgemeiner,  wenn  auf  einer  Geraden  l  —  die  dann  7t^">  heisse*)  — 
eine  Gruppe  von  n  Funkten  X^,  Xg,  Xg,  . . .  X„  vorhanden  ist,  so  dass 
die  Kegelpaare  (Xi){X^)]  (X^)(X^)]  . . .  (X„)(Xj)  je  von  derselben  Ebene 
6i>  5«;  •  •  •  Sn  berührt  werden,  und  also  die  Curvenpaare  (gj),  (gj);  (^2),  (Ss); 
.  •  •  (6i«)>  (li)  3^  den  Punkt  X^,  Xg,  . . .  Xi  gemeinsam  haben  (oder  um- 
gekehrt),  dann  gid>t  es  cx?^  solche  Gruppen  von  n  Punkten  und  von  n  Ebe- 
nen auf  und  durch  ¥^^  (I,  Nr.  26  ff.). 

Wenn,   bei  geradem  n,  X^    einer  der  singulären  Punkte  Ä{  auf 


*)  Die  MV  sind  die  kurz  h  genannten  Strahlen. 
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einer  hf^^  ist,  so  ist  Xn        ebenfalls  ein  singulärer  Punkt  und  die  Reihe 

der  weiteren  Punkte  X„      ,  • . .  X»  ist  mit  X«,  ...  Xj  identisch;   5i 

§■  +  *  8 

und  In  fallen  zusammen^   weil  sie  Berührungsebenen  des  Ebenenpaars 

(X,)   sind,  gj  und  5„-.i  als  zweite  Tangentialebenen  von  (Xj)  ^  (X«) 

ausser  61  ^^  inj  u,  s.  w. 

Oder  wenn,  ebenfalls  bei  geradem  n,  Si  ^^^^  ^^^  singulären  Ebenen 

ßi  durch  eine  %(')  ist,   so  ist  auch  ^»        eine   singulare  Ebene,   und 

S«      9  •••  Sil  werden  mit  g»,  •••  S2  identisch;  X^  und  Xg  vereinigen  sich 
J+*  2 

als  Schnittpunkte  des  Punktepaars  (^J,  X«  und  X3  als  zweite  Schnitte 

der  Curve  (|n)  ^  (Ij),  u.  s.  f. 

Ist  aber  n  ungerade  und  X^  in  einen  der  singulären  Punkte  At 

gelegt,  so  vereinigt  sich  1»  mit  1^,  X»  mit  Xg,  |n-.i  mit  Ig»  •••9  X^^-s 


2 


mit  Xn-\-i]   d.  h.  die  Ebene  6»+i  ist  singulär  und  X^+i  ^  X»+s  der 

2  2  ~~2~  ~2"' 

Schnitt  ihres  singulären  Strahls  mit  U'^K 

Dasselbe  Resultat  (nur  mit  anderer  Bezeichnung)  ergiebt  sich, 
wenn  wir,  dual,  die  Ebene  |^  in  eine  durch  A^")  gehende  singulare 
Ebene  fallen  lassen. 

Auf  diese  Weise  sind  bei  jeder  A^"^  einem  der  4  singulären  Punkte 
ein  anderer  und  einer  der  4  singulären  Ebenen  eine  andere  mgeordnet, 
wenn  n  gerade  ist,  hingegen  einem  singulären  Funkte  eine  singulare  Ebene, 
wenn  n  ungerade  ist. 

Für  n  =  2  ergeben  sich  die  in  Nr.  564  besprochenen  Sätze  über 
das  paarweise  Schneiden  der  singulären  Strahlen,  die  zu  den  4  auf 
einer  Geraden  h  oder  U^^  gelegenen  singulären  Punkten  oder  zu  den 
4  durch  sie  gehenden  singulären  Ebenen  gehören;  denn  dann  sind 
zwei  zugeordnete  singulare  Punkte  benachbart,  der  eine  X^,  der  andere 
Xg      ,  und  ihre  Ebenenpaare  werden  von  derselben  Ebene  ^^    durch 

h  „berührt'',  oder  zwei  zugeordnete  singulare  Ebenen  sind  benachbart, 
und  ihre  Punktepaare  „berühren''  h  in  dem  nämlichen  Punkte, 

Der  Fall  n  *»  1,  wo  schon  Xg  mit  X^  zusammenföllt,  d.  h.  jede 
Ebene  durch  ¥^^  eine  berührende  Complexcurve  hat,  ist  längst  be- 
sprochen: die  ¥^^  sind  die  Strahlen  von  JT*. 

Aus  Nr.  543  entnehmen  wir,  dass  es  in  einer  Eeihe  consingulärer 
Complexe  2.  Grades  stets  6  giebt,  für  welche  eine  gegebene  Gerade  l  eine 
Gerade  h  oder  U^^  ist. 
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Die  Polare  einer  Cferaden,  die  Polarelene  eines  Pnnkfes,  der  Polar- 
pnnkt  einer  Ebene  in  Bezug  auf  einen  Complex  2.  Grades.  "*") 
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(F'-Polare)  und  einige  sich  unmittelbar  ergebende  Eigenschaften  der- 
selben sind  schon  mitgetheilt  (Nr.  512). 

Wir  wollen  nun  die  Bewegung  von  V  oder  l  untersuchen,  die 
einer  Bewegung  von  !,  bezw.  V  entspricht. 

Die  Folarm  der  Complexcurven  in  den  Ebenen  durch  eine  Gerade 
my  genommen  für  einen  auf  m  gelegenen  Punkt  M  als  Fol,  bilden  eine 
cubische  Regelflächey  für  welche  m  doppelte  Leitgerade  ist;  denn  M  und 
ein  beliebiger  anderer  Punkt  von  m  sind  zu  2  Paaren  entsprechender 
Punkte  der  Correspondenz  [2]/»  harmonisch  (I,  Nr.  23);  also  in  Bezug 
auf  2  von  jenen  Curven  conjugirt,  und  in  jeder  Ebene  durch  m  haben 
wir  eine  Erzeugende.  Einfache  Leitgerade  dieser  Regel  fläche  ist  die  Po- 
lare m'  von  m  in  Bezug  auf  F*. 

Ebenso  bilden  die  Polaren  einer  der  durch  m  gehenden  Ebene  fi  in 
Bezug  auf  die  Complexkegel  aus  den  Punkten  von  m  eine  cubische  Begel- 
fläche,  für  welche  m  einfache,  m'  doppelte  Leitgerade  ist. 

Zu  jener  gehören  die  4  Geraden  bf,  zu  dieser  die  a,-  der  Complex- 
fläche  (w). 

Weun  m  zu  F*  gehört,  werden  beide  Regelflächen  Gay ley 'sehe 
mit  vereinigten  Leitgeraden  (I,  Nr.  39). 

Wir  bewegen  nun  l  durch  einen  Büschel  (P,  ä);  ersichtlich  treffen 
alle  F*- Polaren  V  die  Polare  Pi  von  P  in  Bezug  auf  (^r)  und  die 
Polare  p^  von  ä  in  Bezug  auf  (P);  mit  jedem  Punkt  von  jener,  jeder 
Ebene  durch  diese  incidirt  eine  V. 

Pj  sei  ein  beliebiger  Punkt  von  j)^;  wir  haben  dann  zwei  Ebenen 
I,  6  durch  P2,  so  beschaffen,  dass  die  Polaren  p,p  von  P  —  der  auch 

auflag  li^g*  —  ^*^h  (ö>  (^)  durch  Pj  gehen.  Der  Pol  des  in  g  fal- 
lenden Strahls  x  von  (P,  ä)  nach  (|)  liegt  auf  p,  und  in  ihm  trifft 
die  Polare  x  von  x  die  j7;  andererseits  trifft  sie  die  p^  und  da  sie 
nicht  in  die  Ebene  pp^  fallen  kann,  weil  diese  den  x,  gegen  den  x' 
windschief  ist,  enthält,  so  geht  sie  durch  den  Punkt  P^^p^p.  Folg- 
lich gehen  durch  jeden  Punkt  von  p^  2  Polaren  von  Strahlen  des 
(P,  it),  und  ebenso  liegen  2  in  jeder  Ebene  durch  p^. 

Die  Polaren  V,  in  Bezug  auf  F*,  der  Strahlen  l  eines  Büschels 

*)  Yergl.  hierzu  Plücker,  Neue  Geometrie  des  Raumes  S.  319;  F.  Klein, 
Mathem.  Annalen  Bd.  2  S.  198;  W.  Stahl,  Journal  f.  Mathematik  Bd.  98  S.  215 
und  in  Bezug  auf  mehrere  Beweise  Bertini,  Giomale  di  Matematiche  Bd.  17  S.  1. 
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(P,  ä)  erzengen  eine  cubische  Regelfläche  P,  von  weklier  die  Polare  von 
«  in  Bezug  auf  (P)  doppelte  und  die  Polare  von  P  in  Bezug  auf  (ä) 
einfache  Leitgerade  ist.  Sie  enthält  die  beiden  in  {P,  n)  befindlichen 
Strahlen  von  FK 

Mit  einem  Complexe  n*^  Grades  hat  dieselbe  3n  Gerade  gemein  568 
(I,  Nr.  36);  also: 

Die  Strahlen  l,  deren  F* -Polaren  V  einen  Complex  n^'^  Grades  er- 
füllen j  —  wir  werden  bald  erkennen,  dass  zu  jedem  V  9  Gerade  l 
gehören,  —  erzeugen  einen  Complex  3w*®"  Grades. 

Der  gegebene  Complex  sei  ein  Strahlengebüsche  [q]]  dann  ha- 
ben wir: 

Die  Geraden  Z,  deren  F^-Polaren  V  eine  gegebene  Gerade  q  schnei- 
den, erzeugen  einen  Complex  3,  Grades. 

Dieser  Complex  kann  noch  auf  zwei  andere  —  zu  einander  duale 
—  Weisen  definirt  werden. 

Es  sei  Q  die  Spur  von  q  in  irgend  einer  Ebene  §,  Z  die  Polare 
von  Q  nach  (|);  dann  geht  V  durch  Q  und  trifft  q^  und  l  gehört  zum 
Complexe;  fassen  wir  aber  den  Kegelschnitt  (|)  als  Fläche  2.  Klasse 
auf,  so  sind  l  und  q  in  Bezug  auf  sie  polar.     Also: 

Der  nämliche  Complex  3,  Grades  ist  auch  Ort  der  Polaren  von  q 
in  Bezug  auf  alle  Complexcurven  und  alle  Complexkegel. 

Demnach  enthält  er  die  Congruenz  S  der  singulären  Strahlen,  da 
von  den  cx)^  Polaren  eines  solchen  Strahles  eine  die  q  trifft. 

Sein  weiterer  Schnitt  mit  F^  ist  eine  Congruenz  2.  Grades,  offenbar 
die  Congruenz  der  Strahlen  von  F\  welche  q  treffen. 

In  den  durch  q  gehenden  Ebenen  wird  die  Spur  Q  unbestimmt; 
die  Polare  erweitert  sich  in  den  Büschel  um  den  Pol  von  q  in  Bezug 
auf  die  Complexcurve  einer  solchen  Ebene.  Dieser  Pol  liegt  auf  der 
Polare  q'  von  q. 

Zu  unserm  Complexe  3.  Grades  gehört  das  ganze  Polar-Strahlennetz 
[},  j]  von  q. 

Wenn  der  Büschel  (P,  tc)  einen  singulären  Strahl  s  enthält,  so  löst  569 
sich  Yon  der  cubischen  Begelfläche  P  der  Strahlenbüschel  (5,  6)  der 
oo^  Polaren  von  s  ab.     Weil  («)  den  s  in  ä  und  (P)  die  6  längs  s 
berührt,  geht  p^  durch  S  und  p^  liegt  in  6\  für  die  restirende  Regel- 
schaar  sind  p^,  p^  beide  einfache  Leitgeraden. 

Gehört  (P,  n)  zu  jP,  so  zerfällt  die  Regelfläche  in  (P,  %)  und 
die  beiden  Büschel,  die  zu  den  in  (P,  n)  befindlichen  singulären  Strah- 
len gehören,  den  Doppellinien  des  Complex-Ebenenpaars  und  des  Com- 
plex-Punktepaars,  an  denen  (P,  n)  theilnimmt. 
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Die  Strahlennetze,  welche  zwei  entsprechende  Geraden  l,  V  des 
BQschels  (P,  %)  und  der  cubischen  Begelfläche  P  zu  Leitgeraden  haben^ 
sind  die  den  Strahlen  von  (P,  n)  zugehörigen  FöUir-Strahlenneüse. 

Diese  Strahlennetze  erzeugen  einen  Complex  2.  Grades.  In  der  That, 
ein  beliebiger  Strahlenbüschel  (0,  o)  wird  zu  dem  Schnitte  <oP  pro- 
jectiv,  wobei  ein  Strahl  von  (0,  co)  und  ein  Punkt  des  Schnitts  sich 
entsprechen;  wenn  sie  mit  zusammengehörigen  l,  V  von  (P^  n)  und  P 
incidiren.  Zu  der  Punktreihe  auf  oP  ist  wiederum  der  sie  aus  ihrem 
Doppelpunkte  projicirende  Büschel  projectiv;  die  beiden  Büschel  er- 
zeugen einen  Kegelschnitt^  und  die  4  Schnitte,  die  dieser,  ausser  dem 
Doppelpunkte,  mit  der  cubischen  Curve  gemein  hat,  lehren,  dass  vier- 
mal ein  Strahl  von  (0,  co)  entsprechende  Strahlen  Z,  V  trijBTt.  Zweimal 
aber  geschieht  dies  bei  den  2,  die  mit  ihrer  Polare  V  zusammenfallen, 
den  Strahlen  von  JT^  in  (P,  sr);  und  hier  können  wir  nicht  schliessen, 
dass  der  betreffende  Strahl  von  (0,  ai)  zu  .dem  entsprechenden  Polar- 
Strahlennetze  —  dessen  Leitgerade  sich  vereinigt  haben  —  gehört; 
wohl  aber  in  den  beiden  andern  Fällen,  und  (0,  o)  erhält  daher  aus 
zwei  von  unsern  Polar-Strahlennetzen  einen  Strahl. 

Dieser  Complex  2.  Grades  ist  aber  in  folgender  Weise  spedalisirt. 

Jeder  Strahl  in  ä  oder  durch  P  trifft  die  beiden  zu  JT*  gehören- 
den Erzeugenden  von  P,  die  ja  auch  zu  (P,  x)  gehören,  und  folglich 
noch  eine  Erzeugende  V  jener  Fläche,  offenbar  aber  auch  die  ent- 
sprechende l. 

Also  gehört  zum  Compleoce  das  ganze  Strahlenfeld  %  und  der  ganze 
Strahlenbündel  P. 

Ist  ferner  V  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  von  P  gehende 
Erzeugende,  so  sendet  dieser  zum  Strahlennetze  ß,  V]  und  also  zum 
Complexe  einen  Strahlenbüschel;  daher  ist  er  für  ihn  singulär  und 
ebenso  jede  Berührungsebene  von  P. 

Die  singulare  Fläche  unseres  Complexes  'besteht  demnach  aus  der 
cubischen  Begelfläche  P,  der  Ebene  ä,  die  durch  die  einfache  Leitgerade 
geht,  und  dem  Ebenenbündel  um  den  auf  der  doppelten  Leitgeraden  ge- 
legenen und  mit  %  inddenten  Punkt  P. 

Nun  wissen  wir  aber  (Nr.  512):  wenn  m  eine  Gerade  l  und  ihre 
jr*-Polare  V  trifft,  so  wird  l  auch  von  der  r*-Polare  m'  von  m  ge- 
troffen, oder  l  gehört  zum  Polar-Strahlennetze  von  m. 

Daher  ist  unser  Complex  auch  der  Ort  derjenigen  Strahlen,  deren 
Polar-Strahlennetze  einen  Strahl  von  (P,  ä)  enthalten. 

570  Ein  Bündel  P  führt  zu  drei  Congruenzen: 

1)  dem  Orte  der  I^- Polaren  der  Strählen  des  Bündels, 
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2)  dem  Orte  der  Geraden  ^  welche  die  Strahlen  des  Bündels  eu  Po- 
laren habeny 

3)  dem  Orte  der  Polaren  des  Scheitels  P  in  Bezug  auf  die  Complex- 
curven  in  den  Ebenen  des  Bündels. 

Aber  man  erkennt  sofort,  dass  die  beiden  lebeten  Oerter  identisch 
sind;  denn,  wenn  x  Polare  von  P  in  Bezug  auf  die  Curve  (|)  in  der 
durch  P  gehenden  Ebene  |  ist,  so  geht  die  Polare  x  von  x  durch  P 
und  gehört  zum  Bündel;  und  umgekehrt 

Untersuchen  wir  zunächst  Ordnung  und  Klasse  der  zweiten  Con- 
gruenz,  und  zwar  vermittelst  der  Definition  3). 

Ist  P'  ein  beliebiger  Punkt,  so  gehen  durch  die  Gerade  PP' 
2  Ebenen  |,  in  Bezug  auf  deren  Complexcurven  P  und  P'  conjugirt 
sind;  also  gehen  2  Strahlen  dieser  Congruenz  durch  P\ 

Nunmehr  sei  eine  Ebene  tc  gegeben  und  wir  denken  uns  P'  auf 
einer  Geraden  p  derselben  bewegt,  so  umhüllen  die  Paare  der  eben 
erwähnten  Ebenen  i  einen  Kegel  3.  Klasse;  denn  die  Ebene  Pp  gehört 
zu  einem  dieser  Paare,  zu  demjenigen  nämlich,  das  sich  bei  dem 
Schnittpunkte  von  p  mit  der  Polare  von  P  nach  der  in  Pp  gelegenen 
Gomplexcurve  ergiebt.  Also  entsendet  jeder  Strahl  dieser  Ebene,  der 
aus  dem  Scheitel  P  kommt,  3  Berührungsebenen  an  den  Kegel.  Auch 
die  4  singulären  Ebenen  <T,  welche  zu  den  von  P  ausgehenden  singu- 
lären  Strahlen  s  gehören,  befinden  sich  unter  den  Berühnmgsebenen 
dieses  Kegels;  denn  die  Polare  von  P  nach  dem  Punktepaare  in  einer 
solchen  6  erweitert  sich,  weil  P  auf  der  Doppellinie  liegt,  zu  einem 
Strahlenbüschel,  von  dem  ein  Strahl  die  p  trifft. 

Die  zu  zwei  Geraden  p,  p^  von  n  gehörigen  Kegel  haben  daher 
diese  4  singulären  Ebenen,  sodann  das  Ebenenpaar  gemeinsam,  das 
zum  Schnitt  pp^  gehört,  also  noch  3  weitere.  Die  Polare  von  P  in 
Bezug  auf  die  Complexcurven  in  einer  von  diesen  Ebenen  trifft  p  und 
p^  in  verschiedenen  Punkten  und  fällt  in  tc. 

Oder: 

Auf  dem  Kegelschnitte  JC,  in  dem  die  Ebene  n  von  dem  Kegel 
(P)  geschnitten  wird,  entsteht  eine  Correspondenz  [3,1]  der  Punkte 
X  und  Xj,  wo  X|  der  zweite  Schnitt  der  Ebene  ist,  deren  Complex- 
corve  die  PX  in  X  berührt.  Dass  einem  X  nur  ein  X^  entspricht, 
geht  hieraus  unmittelbar  hervor;  die  Berührungspunkte  der  zweiten 
Tangenten,  die  vom  Punkte  P  an  die  Complexcurven  in  den  Ebenen 
durch  PX^  (welche  alle  PX^  berühren)  kommen,  beschreiben  eine 
cubische  Ranmcurve  auf  (P),  da  auf  jede  Kante  und  in  P  einer  fällt. 
Die  drei  Schnitte  derselben  mit  %  sind  die  dem  X^  entsprechenden  X. 

Die  Correspondenz  [3, 1]  hat  (I,  Nr.  IG)  3  involutorische  Paare; 
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d.  h.  es  giebt  3  Ebenen  durch  P,  in  denen  die  von  P  an  die  Complex- 
curve  kommenden  Tangenten  beide  ihren  BerQhrungspunkt  in  jc  haben. 

Die  Congruenz  der  Fohren  des  Scheitels  eines  Bündels  P  in  Besfug 
auf  die  Complexcurven  in  den  Ebenen  des  Bündels ^  tvelche  zugleich  der 
Ort  der  Strahlen  ist,  welche  die  Sirahlen  des  Bündels  zu  Polaren  in 
Bezug  auf  den  Complex  haben,  ist  2,  Ordnung  und  3.  Klasse;  nennen 
wir  sie  die  dem  Funkte  P  zugehörige  Congruenz  (2,3)". 

Sie  enthält  ersicMich  den  Complexhegel  {P),  wie  aus  beiden  Defi- 
nitionen sich  unmittelbar  ergiebt. 

Dual: 

Die  Congruenz  der  Polaren  einer  Ebene  n  in  Bezug  auf  die  Com- 
plexkegel  aus  den  Funkten  von  n,  zugleich  die  Congruenz  der  Geraden, 
welche  die  Strählen  von  %  zu  Polaren  haben,  ist  3.  Ordnung  2,  Klasse; 
zu  ihr  gekört  die  Curve  («).  Sie  heisse  die  zur  Ebene  n  gehörige  Con- 
gruenz (3,2)". 

Sind  nun  P,  P^,  sc^  gegeben,  so  senden  die  zu  P|  und  Tt^  gehörigen 
Congruenzen  (2,  3)"  und  (3,  2)"  2,  bezw.  3  Strahlen  durch  P;  d.  h. 
in  P  giebt  es  2,  bezw.  3  Strahlen,  deren  Polaren  durch  P^  gehen,  in 
7Ci  fallen. 

Daher: 

Die  Congruenz  der  F^- Polaren  der  Strahlen  eines  Bündeis  P  ist 
d)enfaUs  2,  Ordnung  und  3.  Klasse.  Sie  enthält  auch  den  Kegel  (P). 
Wir  nennen  sie  die  dem  Punkte  P  zugehörige  Congruenz  (2,3)', 

Die  Congruenz  der  I^-Polaren  der  Strahlen  eines  Feldes  %,  zu  wel- 
cher die  Curve  (n)  gehört,  ist  3,  Ordnung  2,  Klasse,  Sie  heisse  die  der 
Ebene  %  zugehörige  Congruenz  (3,2)'. 

571  Somit  sind  jedem  Punkte  P  zwei  Congruenzen  zugeordnet  und 

ebenso  jeder  Ebene  %.  Wir  haben  sie  nach  ihren  singulären  Elementen 
und  in  ihrer  gegenseitigen  Beziehung  zu  untersuchen  (vergl.II;  Nr.423fiP.). 
Es  wird  sich  herausstellen,  dass  sie  durch  besondere  der  allgemeinen 
Congruenz  (2,3)  oder  (3,2)  nicht  zukommende  Eigenschaften  ausge- 
zeichnet sind. 

Wir  fanden  eben,  dass  der  Kegel  (P)  zu  beiden  Congruenzen 
(2,3)'  und  (2,3)"  gehört;  eine  von  diesen  besonderen  Eigenschaften  besteht 
darin,  dass  in  jeder  Berührungsebene  des  Kegels  (P)  aüe  3  Strahlen  der 
einen,  wie  der  andern  Congruenz  sich  in  der  Berührungskante  vereinigen. 

In  der  That,  die  3  Strahlen  von  (2,3)'  in  einer  beliebigen  Ebene 
S  durch  P  sind  die  beiden  Kanten  von  (P)  und  die  Polare  (in  Bezug 
auf  r^)  des  Polarstrahls  von  |  in  Bezug  auf  (P);  alle  3  fallen  zu- 
sammen, wenn  S  den  (P)  tangirt. 
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Die  3  Strahlen  von  (2,3)"'  sind  die  beiden  Kegelkanten  und  die 
Polare  von  P  nach  der  Curye  (|);  ist  5  Tangentialebene  von  (P)  längs 
X,  80  ist  dieser  Strahl  Tangente  und  also  auch  Polare  von  P  nach  (|). 

Betrachten  wir  nun  zunächst  die  Congruenz  (2;  3)". 

Es  seien  wieder  s^y  s^j  s^,  s^  die  4  dt^rch  P  gehenden  singulären 
Strahlen  mit  den  zugetmigen  singtdären  Punkten  und  Ebenen  Si^  0i.  In 
Bezug  auf  das  Punktepaar  (öi)  hat  P  cx)^  Polaren ^  welche  durch  den 
Punkt  Ti  gehen,  der  dem  P  harmonisch  zugeordnet  ist  in  Bezug  auf  die 
beiden  Punkte  von  (6i).  Damit  haben  wir  4  singulare*)  Punkte  1.  Gra- 
des der  Congruenz  {2,3)":  die  Ti  mit  den  singulären  Ebenen  ^^ 

Femer,  alle  Complexcurven  in  den  Ebenen  durch  Si  tangiren  Si 
in  Si,  also  gehen  alle  Polaren  von  P  nach  Si]  im  Continuum  dieser 
Polaren  ergiebt  sich  auch  Si  selber,  nämlich  bei  der  Gurve  (pi),  die 
freilich,  wie  wir  eben  sahen,  oo^  Polaren  von  P  hat,  aber  nur  eine 
durch  Si  gehende.  Daher  erzeugen  diese  Polaren  einen  Kegel  2.  Grades. 
Und' wir  haben  nun  oZfe  5  singulären  Punkte  2.  Grades  der  Congruenz 
gefunden:  P  und  die  vier  Si. 

Damit  aber  hat  sich  eine  andere  Eigenthümlichkeit  der  (2,  3)''  zu 
erkennen  gegeben: 

Mit  dem  singulären  Pu/nkte  P  2,  Grades  liegen  viermal  2  andere, 
je  einer  vom  2.  Grade  und  einer  vom  i,  in  gerader  Linie. 

In  diese  4  Geraden  ist  daher  die  Baumcurve  4.  Ordnung  zerfallen, 
von  der  in  II  Nr.  325  gesprochen  wurde. 

Wir  haben  gefunden,  dass  durch  P  6  Gerade  h  gehen,  auf  denen 
P  der  eine  Doppelpunkt  der  {Doppel-)  Involution  ist,  die  Schnittlinien  der 
4  Ebenen  6i  (Nr.  564);  nennen  wir  daher  On  den  zweiten  Doppelpunkt 
auf  hik^  <fi<fkf  so  ist  dieser  Punkt  dem  P  in  Bezug  auf  die  Complex- 
curven in  allen  Ebenen  durch  hijt  conjugirt  und  die  Polaren  des  P 
nach  denselben  laufen  in  dk  zusammen;  er  wird  so  singulärer  Punkt 
von  (2,3)". 

Diese  Polaren  bilden  einen  Strahlenbüschel,  denn  in  jeder  der 
genannten  Ebenen  liegt  eine  und  hu  selbst  ist  nicht  Polare;  die 
Doppelpunkte  P  und  Oa  nämlich  der  Involution  kommen  nicht  von 
Berührung  mit  hik  her,  sondern  vom  Schnitt  mit  Doppellinien  von 
Pnnktepaaren;  P  ist  Schnitt  der  singulären  Strahlen  Si,  Sk,  Oik  Schnitt 
der  singulären  Strahlen  in  den  beiden  übrigen  singulären  Ebenen 
durch  hu  (Nr.  564). 

Somit  sind  die  Oa  die  6  übrigen  singulären  Punkte  1.  Grades,  welche 
(2,3)''  haben  muss. 

*)  Es  muss  jetzt  natürlich  sorgföltig  unterschieden  werden  zwischen  singu- 
lären Elementen  für  F*  und  solchen  far  die  Congruenz. 

Stnrmi  Liniengeometiie     IIL  Q 
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In  den  Ebenen  des  Büschels  um  ha,  die  nach  S{  und  St  gehen, 
d.  i.  in  öi,  öky  geht  die  Polare  nach  Ti,  bezw.  Tk,  in  denen  aber  nach 
den  beiden  übrigen  singulären  Strahlen  Si,  Sm  aus  P  nach  dem  zuge- 
hörigen Sij  Sm]  in  der  Ebene  ha  hm  ist  sie  Oik  Oim]  so  dass  wir  so 
in  der  singulären  Ebene  der  (2,  3/',  die  zu  Oa  gehört,  die  6  singu- 
lären Punkte  haben:  ausser  0,*  noch  Ti,  Tk,  Si,  Sm,  Oim* 

In  der  Ebene  des  Congruenz- Strahlenbüschels  (T^,  <y,)  liegen  P, 
Siy  Ti]  Oik,  Oiiy  Oim]  jene  in  gerader  Linie,  also  diese  auch. 

Auf  dem  Kegel  zweiten  Grades  aus  Si  haben  wir  5,-,  P,  Ti]  Sjt, 

Si,    Sm]    Oii,    Oim,    Oim- 

Es  wird  sich  zeigen,  dass  die  6  Punkte  0  in  einer  Ebene  liegen 
und  daher  die  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  sind. 

572  Suchen  wir  nunmehr  die  singulären  Punkte  der  Congruenz  (2,  3)' 

der  Polaren,  in  Bezug  auf  JT^,  der  Strahlen  des  Bündels  P. 

Auch  für  sie  ist  P  singulärer  Punkt  2,  Grades  mit  dem  Kegel  (P) 
cds  zugehörigem. 

Ferner  zu  jedem  der  4  singulären  Strahlen  Si  gehört  ein  ganzer 
Büschel  von  Polaren,  nämlich  (5<,  <y<);  also  ist  Si,  der  vorhin  vom 
3.  Grade  war^  hier  vom  1.  Grade  und  hat  die  dort  zu  Ti  gehörige  Ebene 
öi  als  die  seinige  erhalten. 

Ti  ist  Pol,  in  Bezug  auf  das  Punktepaar  (öi)^  eines  jeden  Strahls 
des  Büschels  (P,  a,);  folglich  geht  die  Polare,  in  Bezug  auf  JT^,  eines 
jeden  dieser  Strahlen  durch  Ti,  Weil  zum  Büschel  (P,  <y,)  der  singu- 
lare Strahl  Si  gehört,  so  sondert  sich  von  der  cubischen  Regelfiäche 
der  Polaren  der  Büschel  (Si,  6i)  ab,  und  es  bleibt  ein  Kegel  2.  Grades 
mit  der  Spitze  Ti, 

Die  Punkte  Ti,  vorhin  vom  1.  Grade,  sind  für  die  jetzige  Congruenz 
Singular  vom  2.  Grade;  so  dass  sie  mit  den  Si  ihre  Rolle  ausgetauscht 
haben. 

Also  hat  auch  die  Congruenz  (2,  3)'  die  Eigenscliaft,  dass  viermal 
2  singulare  Punkte,  einer  vom  1,  und  einer  vom  2.  Grade,  mit  P  in 
gerader  Linie  liegen. 

Die  6  übrigen  singulären  Punkte  1.  Grades  der  (2,  3)'  sind  ebenfalls 
die  Oik]  denn  wie  die  Polaren  von  P  in  Bezug  auf  die  Oomplexcurveu 
in  den  Ebenen  durch  hik^POik  durch  0,*,  so  gehen  die  Polaren  o.* 
von  Oik  durch  P;  also  gehen  die  Polaren,  in  Bezug  auf  I^,  dieser 
Strahlen  Oik  des  Bündels  P  durch  0^.  Zu  den  0{k  gehört  wiederum 
nicht  hik,  folglich  bilden  sie  einen  Büschel;  von  der  ihm  zugehörigen 
cubischen  Regelfläche  lösen  sich  2  Strahlenbüschel  ab,  nämlich  die 
der  Polaren  von  s,-,  Sk,   die  zu   den  o,*  gehören  (als  Polaren  von  0,* 
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in  Bezug  auf  (ffi)  und  (jUk))-  Es  bleibt  ein  Strahlenbüschel;  so  dass 
die  Oik  für  (2^  3)'  als  singulär  vom  1.  Grade  erkannt  sind. 

Von  den  beiden  sich  absondernden  BQscheln  bleibt  aber,  der  Con- 
tinuität  halber,  je  ein  Strahl  beim  dritten  Büschel;  dessen  Ebene  geht 
daher  durch  Si  und  Si.  Während  yorhin  die  zu  Oim  gehörige  Ebene 
durch  Siy  Si  ging,  geht  jetzt  die  zu  Oik  gehörige  durch  Si,  Sk  und  ist 
mit  jener  identisch,  da  sie  auch  Oim  enthält;  wir  nennen  sie  deshalb  Qik* 

Daher  sind  die  m  den  0  gehörigen  singulären  Ebenen  q  für  die 
Congruemen  (2^  3)'  wnd  (2,  3)'^  die  nämlichen ,  jedoch  so,  dass  je  Oik  und 
Oim  sie  sich  ausgetauscht  haben. 

Diese  Eigenschaften  weisen  (11,  Nr.  425)  darauf  hin,  dass  die 
heidefi  Congruentsen  (2,  3/  und  (2,  3)"  canfocal  sind. 

Die  cx)'  Strahlenbüschel  (P,  x)  von  P  führen  zu  so  vielen  cubi- 
schen  Begelflächen  von  (2,  3)'  (Nr.  567);  für  jede  ist  einfache  Leit- 
gerade die  Polare  von  P  nach  der  Complexcurve  (sc),  also  ein  Strahl 
Ton  (2,  3)". 

Damit  ist  (11,  Nr.  344)  die  Confocalität  der  beiden  Congruenzen 
bewiesen. 

Wir  wollen  nun  die  Figur  der  6  Punkte  0  noch  etwas  genauer  573 
verfolgen.     Wir  haben  gefunden,  dass  in  der  Involution  auf  einer  Ge- 
raden h  (Nr.  564)  die  4  singulären  Punkte  A^,  Ä2f  A^,  A^  zwei  Paare 
bilden,   etwa  A^A^,  A^A^.    Demnach  haben  wir  auf  jeder  der  6  Ge- 
raden PO: 

2  1      j 1_  _2_         _1 ,       1 


FO        PA^    '    PA^'        PO         PA^    '    PA^ 
also: 

I>J        I      t>  A        \^    HA        \ 


PO         PA^    '    PA^    '    PA^  ^    PA^ 

Nun  sind  aber  die  4  Punkte  A  die  Schnitte  mit  der  singulären 
Fläche  0.  Folglich  zeigt  die  gefundene  Relation,  dass  die  6  Punkte  0 
auf  der  Polarebene  {dritten  Polare)  des  Purüctes  P  in  Bezug  auf  die 
Fläche  O  liegen. 

Diese  Ebene  kann  man  kurz  als  die  Pölarebene  %  von  P  in  Bessug 
auf  den  Complex  F^  und  jeden  consingulären  bezeichnen. 

Wir  können  sie  noch  auf  andere  Weisen  erhalten. 

Zunächst  gilt  folgender  Satz: 

Wenn  s^,  s^,  s^,  s^  4t  von  einem  Punkte  P  ausgehende  Strahlen 
und  diy  d^f  d^  die  3  Diagonalen  ihres  vollständigen  Vierkants  sind, 
and  zwar: 

di  =  {SiS^y  5^%),     d^  =  (S2S4,  S1S3),     et,  =  (S554,  S1S2), 

0* 
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so  seien  S^^  8^,  8^,  8^  beliebige  Punkte  auf  s^,  ....  Jede  Seite 
SiSk  des  Vierecks  dieser  Punkte  trifft  eine  der  3  Diagonalen  in  Da 
und  zu  diesem  Schnittpunkte  werde  in  Bezug  auf  Sij  Sk  der  yierte 
harmonische  Punkt  Sn  construirt;  dann  liegen  die  3  Geraden  Si^S^, 
^84^817  ^84^18  ^^  einer  Ebene. 

In  der  That,  aus  den  harmonischen  Würfen  SiS^S^^Di^,  S^S28f^D^ 
folgt,  dass  S^S^,  ^i8^88>  AaAs  ^  einen  Punkt  zusammenlaufen,  oder^ 
da  D^2  ^^f  ^t  -^88  ^^  ^1  l^egt,  dass  durch  den  Schnittpunkt  der 
Ebene  d^d^  mit  S^S^  auch  S^^S^^  geht,  und  aus  ähnlichen  Gründen 
^14^84)  ^^^^  schneiden  sich  beide  und  daher  auch  Si^S^^,  ^u^ss  ^^^ 
zwar,  da  jene  'm  d^d^y  diese  in  d^d^  liegt  infolge  bekannter  Eigen- 
schaft  des   vollständigen  Vierkants,   auf  d^.    Ebenso  schneiden   sich 

^18^84'  ^18^^84  ^^f  ^19  ^^d  81182^,  ^18^84  ^^^  ^B)  ^^^  ^^'^  ^  Geraden 
liegen  in  einer  Ebene. 

Nun  seien  s^,  s^,  s^,  $4  die  4  singulären  Strahlen  von  JT^  aus  P, 
^1;  ^8>  ^8>  ^4  ^^®  zugehörigen  singulären  Punkte.  Die  Complezcurve 
in  der  Ebene  s^^s^d^  berührt  s^,  Sg  in  /S^,  8^]  also  ist  8^8^  Polare  von 
P  in  Bezug  auf  sie  und  5,2  Pol  von  d^]  ebenso  ist  8^  Pol  von  d^  in 
Bezug  anf  die  Complezcurve  in  s^s^d^]  daher  ist  8i2^s4,  ^^^  Polare  d^' 
von  dj  in  Bezug  auf  F^,  ^13 ^84  ^^®  Polare  dg'  von  dj,  8f^Si^  die  Po- 
lare d/  von  dj.     Also: 

Die  Polaren^  in  Bezug  auf  r\  der  3  Diagonalkanten  des  Vierkants 
der  von  einem  Punkte  P  kommenden  singulären  8trählen  des  F*  liegen 
in  einer  Ebene;  jede  von  ihnen  liegt  in  derjenigen  Ebene  des  Dia- 
gonaMreikants ,  welche  der  Kante,  zu  der  sie  als  Polare  gehört,  gegen- 
überliegt 

Die  Si  sind  Kanten  des  Kegels  (P)  und  die  zugehörigen  singu- 
lären Ebenen  fSi  ihre  Berührungsebenen  (Nr.  523);  also  hat  das  Vier- 
flach  der  üi  dasselbe  Diagonaldreikant  oder  -flach,  wie  das  Vierkant  der 
Si\  die  Kanten  ^i^^,  ^^^i  des  ersteren  liegen  in  der  Ebene  d^d^  und  zwar 
harmonisch  zu  d^,  d^;  ebenso  sind  0i(f^,  (f^^i  zu  d^,  d^  und  (T^^,,  ö^ö^ 
zu  d^,  d)  harmonisch. 

^14^88  ^^t  Polare  dj'  von  dj;  folglich  liegt  der  Pol  von  d^  in 
Bezug  auf  die  Complezcurve  in  der  Ebene  von  d^  nach  ö^ff^  auf 
^14^889  ^^^  liegen  81^8^^  und  tf^^^  beide  in  d^d^]  also  muss  auch 
^14^88  ^^®  genannte  Ebene  auf  ö^a^  schneiden,  und  dieser  Schnitt  ist 
der  Pol;  er  ist  der  vierte  harmonische  zu  P,  der  auf  d^  liegt,  in  Bezug 
auf  die  beiden  Punkte,  in  denen  <^2^8  j®^^  Complezcurve  schneidet. 
Nun  ist  aber  die  involutorische  Correspondenz  auf  %23^^8^8  ®^°^ 
(Doppel-)  Involution  mit  P  und  0^^  als  Doppelpunkten;    also  ist  0^^ 
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der  yierte  harmonische  Punkt.  Somit  geht  die  Polare  d^  von  d^  durch 
0^8  und  ebenso  durch  O^^;  sie  ist  also  sowohl  S^^S^^  als  auch  O^^Oi^. 

Folglich  ist  die  Ebene  der  6  Punkte  Oik  identisch  mit  der  Ebene 
der  3  Polaren  rf/,  d^\  d^. 

Polarebene  ic  eines  Punktes  P  in  Bemg  auf  r*  ist  also  auch  die 
Ebene  der  Polaren,  in  Bezug  auf  F*,  der  3  Diagonalkanten  des  Vier- 
kants der  von  P  ausgehenden  singxdären  Strahlen  oder,  was  dasselbe  ist, 
des  Vier  flachs  der  diesen  Strahlen  zugehörigen  singulären  Ebenen,  und 
die  3  Polaren  bilden  den  Schnitt  dieses  Diagonäldreikants  mit  der  Polar- 
ebene,  wobei  jede  Seite  dieses  Dreiseits  als  Polare  der  durch  die  Gegen- 
ecke  gehenden  Diagonalkante  zugehört. 

Die  Polare  J/,  welche  in  der  Seitenfläche  d^d^  ^  (pi^if  ^i^d  ^®s 
Diagonaldreikants  d^d^d^  die  Punkte  O^s,  Oj^  VL\xi\^^6^6^,  \^'^6<^6^ 
verbindet,  ist  zugleich  Polare  von  P  in  Bezug  auf  die  Complexcurve 
in  dieser  Ebene,  da  diese  ja  \^  und  \^  harmonisch  zu  P  und  0^^, 
bezw.  P  und  0^^  schneidet. 

Also  kann  man  drittens  die  Polarebene  ä  von  P  in  Bezug  auf  I^ 
auch  definiren  als  Ebene  der  3  Polaren  von  P  in  Bezug  auf  die  Com- 
plexcurven  in  den  Ebenen  des  mehrfach  erwähnten  Diagonaldreikants. 

Die  3  Geraden  d^,  d^,  d^  gehören  sowohl  zu  (2,  3)',  als  zu  (2,  3)". 

Die  beiden  Tetraeder  der  8i  und  der  Ti  befinden  sich  in  harmonischer  574 
Homologie  mit  P  und  %  als  Centrum  und  Ebene.  In  der  That,  die 
Schnitte  des  singulären  Strahles  Si  mit  O  sind  Si  doppelt  und  die 
beiden  Punkte  JB/,  JB/'  des  Complex-Punktepaars,  von  dem  5,-  die 
Doppellinie  ist;  also  haben  wir,  wenn  0,-  der  Schnitt  von  s,-  mit  jc 
ist,  nach  der  Relation  der  dritten  Polare: 


POf        PS.    '     PB/    '    PB 


nun  ist  aber  Ti  zu  P  harmonisch  in  Bezug  auf  die  beiden  Bi  (Nr.  571), 
also: 


daher: 


PBf    '    P5."        PTf^ 


«      i  ^  1 


PO.        PSi    '    PT^ 


d.  h.  P  und  Oi  sind  zu  Si  und  Ti  harmonisch. 

Die  entsprechenden  Kanten  SiSk  und  TtTt  der  beiden  Tetraeder 
treffen  sich  also  auf  x\ 

Wir  fanden  in  Nr.  572,  dass  die  Polare,  in  Bezug  auf  F*,  eines 
jeden  Strahls  von  (P,  6i)  durch  Ti  geht;  der  Strahl  0i6i  gehört  ebenso 


86  I^ie  Polare  einer  Geraden,  die  Polarebene  eines  Punktes  u.  s.  w. 

zu  (P,  ök)]  also  ist  seine  Polare  TiT^.  Die  F^-Polarcn  der  6  SchnM- 
Unien  hn^öiöi.  Strählen  von  (2,  3)',  sind  die  Kanten  TiTu  des  Tetra- 
eders  der  T{. 

Somit  liegt  der  Pol  der  \^  in  Bezug  auf  die  Complexcurve  in 
der  Ebene  h^^h^  oder  dj^d^  auf  T^T^^  femer  auf  Oi^O^^  welche  die 
Polare  von  P  nach  dieser  Curve  ist  (Nr.  571).  Er  wird  also  Ton  ^i, 
durch  die  Tangenten  derselben  aus  P  oder,  was  dasselbe  ist,  die 
Kanten,  in  denen  (P)  von  der  Ebene  d^d^  geschnitten  wird,  harmonisch 
getrennt;  folglich  liegt  er  in  der  Ebene  SiS^,  der  Polarebene  von  Aj, 
in  Bezug  auf  diesen  Kegel,  ist  daher  der  Schnitt  der  O^^O^^^  S^^S^^^ 
mit  dieser  Ebene,  demnach  der  auf  S^S^  gelegene  Punkt  S^^.  Somü 
sind  die  6  Punkte  S^^,  ...  die  Begegnungspuvkte  entsprechender  Kanten 
der  leiden  Tetraeder. 

Die  3  Strahlen  di\  d^\  d^  oder  S^^S^^y  ...  (oder  O^^O^^^  ...) 
verlinden  die  auf  Gegenkanten  liegenden  von  diesen  Punkten. 

Da  die  Complexcurve  in  der  Verbindungsebene  zweier  singulärer 
Strahlen  S|,  Sjt  diese  in  S{,  Sk  beröhrt,  so  ist  StS^  Polare  von  P  für  sie. 

Demnach  sind  die  6  Kanten  des  Tetraeders  der  Si  Strahlen  der  (Jon- 
gruene  (2,  3)". 

575  Wir   untersuchen   die   Regelschaar- Reihen   bei   den    Congruenzen 

(2,  3)'  und  (2,  3)". 

Beschreibt  l  im  Bündel  P  einen  durch  Si  gehenden  Büschel,  so 
sondert  sich  von  der  cubischen  Regelfläche  der  V  ein  Büschel  (5«,  6i)  ab 
(Nr.  569);  es  bleibt  eine  Regelschaar,  und  wir  erhalten  so  4  Begel- 
schcuzr-Beihen  in  (2,  3)'. 

Ebenso  haben  wir  gefunden:  wenn  eine  Ebene  in  P  einen  Ebenen- 
büschel beschreibt,  so  erzeugt  die  Polare  von  P  in  Bezug  auf  die 
Complexcurve  eine  cubische  Regelfläche  (Nr.  567).  Liegt  die  Axe  des 
Ebenenbüschels  in  einer  der  4  Ebenen  <fi,  so  bleibt,  wiederum  nach 
Absonderung  eines  Strahlenbüschels,  eine  Regelschaar,  und  wir  haben 
so  4  Regelschaar-Beihen  von  (2,  3)". 

Von  den  Polaren  der  Strahlen  eines  BQschels  (P,  sr)  treffen  3 
eine  Gerade  ni  (Nr.  567);  folglich  erzeugen  die  Geraden  in  P,  deren 
Polaren  die  m'  treffen,  einen  Kegel  3.  Ordnung;  demnach  entsteht  durch 
die  Polaren  der  Kanten  eines  beliebigen  Kegels  2.  Grades  aus  P  eine 
Regelfläche  6.  Grades.  Für  jeden  Kegel  2.  Grades,  welcher  durch  die 
4  Strahlen  Si  geht,  reducirt  sich,  durch  Absonderung  von  4  Strahlen- 
büscheln, diese  Regelfläche  auf  den  2.  Grad,  und  so  erhalten  wir  die 
fünfte  Begelschaar-Beihe  in  (2,  3/. 

Die  Geraden  von  (2,  3)",  welche  m'  treffen,  erzeugen  eine  Regel- 
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flache  5.  Grades,  auf  welcher  P,  wegen  des  Kegels  (P)  von  (2,  3)", 
doppelt  ist;  daher  umhüllen  die  Ebenen  von  P,  zu  deren  Gomplex- 
curven  die  Erzeugenden  dieser  Fläche  als  Polaren  von  P  gehören,  den 
Tangentialkegel  aus  P  an  jene  Begelfläche,  einen  Kegel  3.  Klasse,  und 
die  Polaren  von  P  nach  den  Complexcurven  in  den  Bertihrungsebenen 
eines  Kegels  2.  Klasse  aus  P  erzeugen  eine  Regelfläche  6.  Grades. 
Berührt  dieser  Kegel  aber  die  4  Ebenen  (f,*,  so  bleibt  eine  Regelschaar; 
und  wir  bekommen  auf  diese  Weise  die  fünfte  Eegelschaar-Beihe  in 
(2,  3)". 

Diese  letzten  Begelsdumr-Reihen,  welche  in  dem  einen,  wie  in  dem 
andern  Falle  sich  durch  ihre  Entstehungsweise  von  den  übrigen  unter- 
scheiden, stehen  in  der  ConfocälitätS' Beziehung  zu  einander^  dass  die  einen 
Regelschaaren  die  Leitschaaren  der  andern  sind. 

In  der  That,  es  sei  x'  die  Polare  von  P  nach  der  Complexcurve 
in  der  Ebene  |  von  P,  also  ein  Strahl  von  (2,  3)",  so  ist  sie  einfache 
Leitgerade  der  cubischen  Begelfläche  der  Polaren  der  Strahlen  von 
(P,  6),  tmd  die  Regelfläche  5.  Grades  der  Strahlen  von  (2,  3)',  welche 
x"  treffen,  zerfallt  in  diese  cubische  Begelfläche  und  eine  Begelschaan 
für  welche  x'  auch  Leitgerade  ist,  da  sie  für  die  vollständige  Fläche 
doppelte  Leitgerade  ist.  Die  Geraden  von  P,  zu  denen  als  Polaren 
die  sämmtlichen  x"  treffenden  Geraden  von  (2,  3)'  gehören,  erzeugen, 
wie  wir  eben  fanden,  einen  Kegel  3.  Ordnung,  der  auch  die  Strahlen 
Si  enthält,  weil  je  eine  Polare  die  x"  trifft;  von  ihm  hat  sich  (P,  6) 
abgesondert,  der  cubischen  Regelfläche  entsprechend;  es  bleibt  ein 
durch  die  Si  gehender  Kegel  2.  Ordnung,  dem  die  Begelschaar  ent- 
spricht, so  dass  diese  der  fünften  Reihe  angehört. 

Also  ist  jeder  Strahl  von  (2,  3/'  Leitgerade  einer  Begelschaar 
der  fünften  Reihe  von  (2,  3/;  und  ähnlich  umgekehrt. 

Die  Geraden  l,  deren  Polaren  l'  eine  gegebene  Gerade  q  treffen,  576 
erzeugen  einen  Complex  3.  Grades  (Nr.  568).  Ein  Büschel  (P,  n) 
ist  dem  Bündel  P  und  einem  Strahlengebüsche  [g]  gemeinsam ,  dessen 
Axe  q  in  x  liegt.  Der  Complex  3.  Grades  [qY,  der  zu  q  gehört,  und  die 
Congruenz  (2,  3/'  der  Geraden,  deren  Polaren  durch  P  gehen,  haben 
eine  Begelfläche  vom  Grade  3(2  -f-  3)  gemeinsam  (I,  Nr.  35).  Eine 
Gerade  dieser  Begelfläche  hat  ihre  Polare  in  [q]  und  in  P,  also  in 
(P,  ff),  wenn  sie  nur  eine  Polare  hat,  wenn  sie  also  nicht  singulärer 
Strahl  von  F*  ist.  Während  alle  singulären  Strahlen  zu  [qY  gehören, 
bilden  die  in  (2,  3)''  enthaltenen  eine  Begelfläche  8.  Grades,  die  Fläche 
der  Doppellinien  der  Complex -Punktepaare,  deren  Ebenen  durch  P 
gehen  (ri(iv  =»  8  in  Nr.  530);  denn  dieselben  sind  ja  die  Polaren  von 
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P   nach   diesen    Punktepaaren.     Somit   bleibt    eine  Begelfläche   vom 
7.  Grade  and  wir  haben: 

Die  Geraden,  deren  Polaren  in  Bejsug  auf  r*  einen  Strahlenbäschd 
erfüüen,  baden  eine  Begelfläehe  7.  Grades.*) 

Weil  dieselbe  mit  einem  Gewinde  F  7  Strahlen  und  mit  einem 
Complexe  n^^  Grades  In  Strahlen  gemeinsam  hat^  so  ergiebt  sich 
weiter: 

Die  Polaren^  in  Bezug  auf  F*,  der  Geraden,  welche  einem  Gewinde 
angehören,  oder  im  besondem  der  Geraden,  welche  eine  gegebene  Gerade 
treffen,  erzeugen  einen  Complex  7.  Grades. 

Die  Polaren,  in  Bezug  auf  F*,  der  Strahlen  eines  Complexes  n*^ 
Grades  erzeugen  einen  Comjplex  7n^^  Grades;  wenn  jener  Complex  der 
JT*  selbst  ist,  so  zerfallt  der  Polaren-Complex  14.  Grades  in  P*  und 
den  Tangenten -Complex  12.  Grades  der  singulären  Flache  O,  wobei 
letzterer  allein  von  den  singulären  Strahlen  von  F,'^  herrührt. 

Wenn  ein  X  oder  l  einen  Bündel  oder  ein  Feld  beschreibt,  so 
beschreibt  {  oder  V  eine  Congruenz  (2,  3),  bezw.  (3,  2);  daraus  folgt 
vermöge  des  Satzes  von  Halphen  (I,  Nr.  34)  über  die  Anzahl  der 
gemeinsamen  Strahlen  zweier  Congruenzen: 

Wenn  eine  Gerade  l  oder  V  sidi  durch  eine  Congruenz  (m,  n)  be- 
wegt, so  durchläuft  V  oder  l  eine  Congruenz  (2m  +  3f»,  3m  +  2«). 

Ist  jene  Congruenz  beispielsweise  der  Schnitt  des  zu  Grunde 
liegenden  Complexes  F^  mit  einem  Gewinde  F;  so  zerfallt  die  Con- 
gruenz (10,  10)  der  Polaren  in  diese  Congruenz  2.  Grades  und  eine 
vom  8.  Grade,  welche  durch  die  Büschel  {8,  0)  gebildet  wird,  die  zu 
den  in  der  Schnittcongruenz  F^F  befindlichen  singulären  Strahlen  von 
F^  gehören.  Wir  erwähnten  eben,  die  singulären  Strahlen,  deren  zu- 
gehörige singulären  Ebenen  durch  einen  Punkt  0  gehen,  erzeugen  eine 
Regelfläche  8.  Grades,  von  welcher  8  Gerade  in  F  sich  befinden;  von 
ihren  Büscheln  (ß,  &)  geht  je  ein  Strahl  durch  0;  und  dual  ergiebt 
sich  die  Klasse. 

Weil  einem  Büschel  von  Strahlen  l  eine  cubische  Beg§lfläche  von 
V  correspondirt,  so  entspricht  einem  Complexe  n^^  Grades  von  V  ein 
Complex  3n^^  Grades  von  l;  weil  jener  aus  jedem  Strahlenbüschel  {S,  6) 
n  Strahlen  enthftlt,  so  gehört  die  Congruenz  S  der  singulären  Strahlen 
zu  diesem  n-fach.  Der  Schnittcongruenz  zweier  Complexe  n*^,  bezw. 
ii^tea  Orades,  gebildet  durch  V,  correspondirt  daher,  nach  Abzug  von 


*)  Hier  befindet  sich  bei  Segre,  Salla  Geometria  della  retta  Nr.  132,  eine 
irrige  Behauptung. 
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S,  eine  Congruenz  von  Strahlen  l,   deren  beide  Grade  9nn'  —  Ann' 
fl»  5nn  =  2nn'  +  3nn'  sind. 

Die  zu  zwei  Punkten  P,  Q  gehörigen  Congruenzen  (2,  3)"  haben  577 
2-2-^3-3  Strahlen  gemeinsam;    4  yon  ihnen  sind  die  singulären 
Strahlen  in  den  durch  PQ  gehenden  singulären  Ebenen.  Die  9  übrigen 
haben  alle  die  Gerade  PQ  zur  Polare. 

Während  also  jeder  Strählj  im  allgemeinen,  eindeutig  seine  Polare 
in  Bemig  auf  F*  bestimmt,  gehört  er  umgekehrt  m  9  Geraden  als  Polare.*) 

Es  sei  {  eine  yon  den  9  Geraden^  deren  Polare  V  mit  einer  ge- 
gebenen Geraden  q  zusammenfallt.  Wenn  (x^  |)  ein  durch  l  gelegter 
Strahlenbüschel  ist,  so  gehört  q  zur  cubischen  Regelfläche  der  Polaren 
seiner  Strahlen  als  Erzeugende  und  trifft  nur  eine  andere  Erzeugende; 
d.  h.  in  dem  Büschel  giebt  es  nur  einen  von  {  verschiedenen  Strahl, 
dessen  Polare  die  q  schneidet. 

Daher  sind  die  9  Strahlen,  welche  eine  Gerade  q  zur  Polare  in 
Beeng  auf  F*  haben,  Doppelstrahlen  des  Complexes  5.  Grades  der  Strählen, 
deren  Polaren  q  treffen. 

Jede  von  ihnen  ist  für  alle  Complexcuryen  in  den  Ebenen  |  durch 
sie  Polare  der  q  (oder  des  Spurpunktes  yon  g  in  S),  und  für  alle 
Complexkegel  aus  Punkten  X  auf  ihr  Polare  der  q  (oder  der  Ver- 
büidungsebene  mit  Z). 

Die  9  Strahlen,  welche  je  dieselbe  Gerade  zur  Polare  haben,  bilden 
eine  in  sich  geschlossene  Gruppe:  jeder  Strahl  des  Raums  gehört^  im 
allgemeinen,  nur  zu  einer  solchen  Gruppe. 

Weil  die  I^-Polare  eiues  Strahles  eines  Fundamental -Gewindes 
Fi  ebenfalls  diesem  Gewinde  angehört  (Nr.  541);  so  muss  dasselbe, 
7-fach  gerechnet,  den  Complex  7.  Grades  darstellen,  den  die  F'-Po- 
laren  seiner  eigenen  Strahlen  bilden.  D.  h.  von  den  9  Strahlen,  für 
wdche  ein  Strahl  von  Fi  Polare  nach  F*  ist,  befinden  sich  7  auch  in  Fi. 
Wie  es  sich  mit  den  beiden  übrigen  verhält  ^  werden  wir  später 
(Nr.  686)  besprechen. 

Wir  fanden  oben  (Nr.  573)  für  einen  Punkt  P  und  seine  Polar-  578 
ebene  x   in  Bezug  auf  F^  folgende  Eigenschaft: 

Dasjenige  Polar-Dreikant  des  Kegels  (P),  welches  das  Diagonal- 
Dreikant  des  Vierkants  der  yon  P  ausgehenden  singulären  Strahlen 
yon  F^  (oder  des  Vierflachs  der  zugehörigen  singulären  Ebenen)  ist, 


*)  Wohl  laerst  von  W.  Stahl  a.  a.  0.  gefonden. 
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schneidet  %  in  einem  Dreiecke,  und  jede  Seite  dieses  Dreiecks  ist  so- 
wohl Polare  von  P  in  Bezug  auf  die  Complexcurve  in  der  sie  ent- 
haltenden Ebene  des  Dreikants,  als  auch  Polare,  in  Bezug  auf  F', 
der  dieser  Ebene  gegenüberliegenden  Kante  desselben. 

Wir  wollen  nunmehr  zeigen,  dass  schon  ei«  beliebiges  Polar-Drei- 
kant  des  Kegds  (P)  zur  Polarebene  %  führt 

Es  sei  %  irgend  eine  Ebene  durch  P  und  l  ihre  Polare  in  Bezug 
auf  (P);  dann  haben  wir  zwei  cubische  Regelflachen  P',  P",  welche 
sich  in  den  zu  P  gehörigen  Congruenzen  (2,  3)',  (2,  3)"  befinden.  Die 
erste  wird  durch  die  r*-Polaren  der  Strahlen  von  (P,  n)  gebildet,  die 
zweite  durch  die  Polaren  von  P  in  Bezug  auf  die  Complexcurven  in 
den  Ebenen  durch  Z.  Für  beide  ist  l  doppelte  Leitgerade  oder  Axe 
eines  Büschels  einfacher  Berührungsebenen.  Einfache  Leitgerade  oder 
Axe  eines  Büschels  doppelter  Berührungsebenen  ist  für  P'  die  Polare  |> 
von  P  in  Bezug  auf  (jr),  für  P"  die  r*-Polare  V  von  Z,  beide  in  « 
gelegen  (Nr.  567). 

Um  die  doppelte  Leitgerade  einer  cubischen  Regelfläche  entsteht 
durch  die  Ebenen,  welche  die  von  demselben  Punkte  der  Leitgeraden 
ausgehenden  Erzeugenden  enthalten,  eine  Involution,  welche  zu  dem 
Ebenenbüschel  um  die  einfache  Leitgerade  projectiv  ist,  indem  jedem 
Paare  der  Involution  die  Ebene  entspricht,  welche  die  beiden  in  seine 
Ebenen  fallenden  Erzeugenden  verbindet. 

Für  unsere  beiden  Flächen  P',  P"  sind  diese  Involutionen  iden- 
tisch. Die  Schnittkanten  von  (P)  mit  %  oder  die  Tangenten  aus  P 
an  (^r)  sind  Erzeugende  beider  Flächen  und  führen  in  den  Ebenen 
(T^,  6^  von  l  nach  ihnen,  welche  (P)  tangiren,  zu  einem  gemeinsamen 
Paare  der  Involutionen.  Es  seien  tt^,  %^  zwei  nach  (P)  conjugirte 
Ebenen  durch  Z,  sodass  7t%^%<^  ein  Polar-Dreikant  von  (P)  ist.  Da 
Äj  Polarebene  von  l^  ^jtn^  ist,  so  liegt  die  F^-Polare  Z/  von  \\vl%^. 
Sie  geht  auch  durch  den  Pol  von  \  nach  (^r,)  und  begegnet  sich  in 
ihm  mit  der  Polare  p^  von  P  nach  (äj))  ^  "^^  ^i  ^^^^  conjugirt  in 
Bezug  auf  (P),  also  harmonisch  zu  den  Schnittkauten  von  (P)  mit 
7C^  oder  den  Tangenten  aus  P  an  (sr^),  daher  conjugirt  in  Bezug  auf 
(^2);  J6^6^  Pol  liegt  auf  l\  und  so  haben  wir  zwei  von  demselben  Punkte 
von  l  ausgehende  Erzeugenden  von  P'  und  P",  welche  in  Ebenen  äj, 
Äg  durch  l  liegen,  die  nach  (P)  conjugirt  sind.  Wenn  die  zweite  Er- 
zeugende der  P'  aus  jenem  Punkte  von  l  in  der  Ebene  %(  durch  Z 
liegt  und  it^  dieser  in  Bezug  auf  (P)  conjugirt  ist,  so  geht  die  in  n^ 
befindliche  Erzeugende  von  P"  auch  durch  den  Punkt.  Also  ist  äj,  «/ 
ein  Paar  der  zu  P'  und  «,,  äj'  ein  Paar  der  zu  P"  gehörigen  Invo- 
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lution.     Nun    sind   (Tj,  ö^   die   DoppelelemeDte   der  Involution   {^1^2^ 
ä/ä/);  also: 

demnach   sind   ^i^g,  ^i^i>  ^2^2'   ^^  Involution;    oder  die  Involution 
((^1^2;  ^^lO  ^^^  identisch  mit  {pi^^y  ^^s'). 

Die  Projectivität  dieser  Involution  zu  den  beiden  Ebenenbüscheln 
um  die  einfachen  Leitgeraden  p  und  V  macht  diese  so  projectiv,  dass 
zwei  Ebenen  sich  entsprechen,  welche  die  je  in  der  nämlichen  Ebene 
durch  l  enthaltenen  Erzeugenden  von  P'  und  P''  in  sich  aufnehmen, 
und  da  n  sich  selbst  entspricht,  so  sind  die  Ebenenbüschel  perspectiv 
und  haben  also  eine  Perspectivitäts-Ebene. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  dem  Polar-Dreifiache  Tcn^jc^  von  (P) 
zurück.  Es  hat  in  jeder  Ebene  zwei  Polaren:  in  üc  die  I^-Polare  V 
der  Gegenkante  l^x^n^  und  die  Polare  p  von  P  nach  (sr),  in  %i 
ebenso  ?/,  pj,  in  ä,  :  l^,  jp,.  Die  ?,  . . .  gehören  zu  (2,  3)',  die  jp,  . . . 
zu  (2,  3/'.  Weil  p  und  l^  in  ä  und  ä^  liegen,  zwei  in  Bezug  auf  (P) 
conjugirten  Ebenen,  so  schneiden  sie  sich  (in  dem  Pole  von  2,  nach 
(sr));  ebenso  schneidet  p  die  l^y  p^  die  V  und  Z^',  P%  die  X  und  2/;  und 
wir  haben  ein  Hyperboloid,  in  dessen  einer  Regelschaar  T,  {/,  l^  sich 
befinden,  während  |>,  jp^,  p,  zur  andern  gehören.  Die  Ebenen  Tp, 
Z,'|)/,  ij'p,'  oder  Ä,  Äj,  Äj,  welche  durch  P  gehen,  berühren  in  den 
Punkten  Z'|>,  . ..,  und  deren  Verbindungsebene  ist  die  Polarebene  von 
P  nach  dem  Hyperboloide,  welche  wir  —  da  sie  sich  mit  der  Polar- 
ebene von  P  nach  F*  identisch  herausstellen  wird  —  mit  n  bezeichnen 
wollen.  Es  erhellt,  dass  sie  die  Strahlen  in  sich  aufnimmt,  welche  in 
den  drei  Ebenen  von  P  durch  l\  p;  Z/,  p^\  Z^',  P%  harmonisch  getrennt 
sind.  Wenn  also  in  einem  besondem  Falle  l\  l^,  1^  mit  p^  Pu  p% 
identisch  werden,  so  fallen  diese  3  Strahlen  selbst  in  %. 

Sind  P\  P^'  die  zu  1^%^%^  gehörigen  cubischen  Regelflächen, 
80  liegen  l^  und  jpj,  l^  und  p^  in  entsprechenden  Ebenen  der  per- 
spectiven Ebenenbüschel  um  die  einfachen  Leitgeraden  p  und  V  und 
nnsere  Ebene  n  ist  die  Perspectivitäts-Ebene.  Sie  bleibt  daher  fest, 
wenn  wir  das  Polar-Dreikant  mc^n^  so  ändern,  dass  wir  tc  und  daher 
auch  l  festhalten. 

Hat  nun  aber  das  Polar-Dreikant  n^n^n^  mit  ^^n^n^  keine 
Ebene  gemein,  so  führen  wir  jenes  unter  Festhaltung  von  sr/  und 
dieses  unter  Festhaltung  von  %^  je  in  ein  Polar-Dreikant  über,  das  die 
Ebene  («ja,,  n^n{)  enthält;  die  Einschiebung  dieser  beiden  Polar- 
Dreikante  zwischen  jene  lehrt,  dass  bei  allen  Polar  -  Dreikanten  von 
(P)  sich  dieselbe  Ebene  n   ergiebt. 

Sie  wird  so  eindeutig  dem  Punkte  P  zugeordnet 
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Nehmen  wir  dasjenige  Polar-Dreikant,  das  zu  dem  Vierkant  der 
singulären  Strahlen  aus  P  als  Diagonal-Dreikant  gehört,  so  sind  die- 
selben drei  Linien  zugleich  i,  Z/,  l^  und  j),  p^ ,  p^  (Nr.  573),  und  wir 
haben  den  oben  erwähnten  Specialfall;  ihre  Ebene  ist  also  unsere 
jetzige  Ebene  %\  nach  dem  früheren  Ergebnisse  aber  auch  die  Polar- 
ebene Ton  P  nach  F';  und  demnach  haben  wir  für  dieselbe  folgende 
Construction  erhalten. 

Es  sei  üCüCiJt^'^llil^  ein  beliebiges  Polar  -  Dreikant  von  (P);  die 
r^- Polaren  l\  Z/,  l^  von  i,  \,  l^  gehören  dann  eu  der  einen  und  die 
Polaren  jp,  pj,  p^  von  P  nach  den  Curven  (it\  (»i),  (äj)  mr  andern 
Schaar  eines  Hyperboloids,  Die  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  dasselbe 
oder  die  Ebene  der  drei  Strahlen,  die  von  P  durch  V  und  p,  l^  und  Pi,  V 
und  p^  harmonisch  getrennt  werden,  ist  die  PolarAene  von  P  in  Beeug 
auf  r*  oder  in  Bezug  auf  9  als  Fläche  4.  Ordnung. 

Wir  dualisiren:  Es  sei  PPiP^  ^  iZjZj  ein  Polar-Dreieck  der  Com- 
pkxcurve  (pc);  die  I^-Polaren  V,  Z^',  ?,'  von  Z,  Zi,  Zg  gehören  zu  der  einen 
und  die  Polaren  p,  p^,  p^  von  %  in  Bezug  auf  die  Kegel  (P),  (P^),  (Pj) 
zu  der  andern  Schaar  eines  Hyperboloids.  Der  Pol  von  n  in  Bezug  auf 
dieses  Hyperboloid  ist  fest:  der  Polarpunkt  P'  der  Ebene  n  in  Bezug 
auf  r*  oder  in  Bezug  auf  9  als  Fläche  4.  Klasse,  Wir  unterscheiden: 
„Polarpunkt^*  und  „PoV\  P  ist  Pol  von  %\  aber  nicht  Polarpunkt;  die 
Beziehung  ist  nicht  reciprok.  Während  eine  Ebene  nur  einen  Polarpunkt 
hat,  besitzt  sie  11  Pole,  d.  h.  ist  für  11  Punkte  Polarebene,  die  11  Punkte 
nämlich,  in  denen  sich  die  ersten  Polaren  von  irgend  3  Punkten  in 
ihr  in  Bezug  auf  0  als  Fläche  4.  Ordnung,  ausser  in  den  16  Doppel- 
punkten, durchschneiden. 

Wir  haben  eben  gesehen:  In  jeder  Ebene  tc  durch  P  liegen  V, 
die  r'-Polare  der  Polare  Z  von  ä  nach  (P),  und  p,  die  Polare  von  P 
nach  (jr),  und  schneiden  sich  auf  der  Polarebene  jc  von  P  nach  I^ 
derartig,  dass  der  Schnitt  nnf  von  P  harmonisch  getrennt  ist  durch 
V  und  p. 

Daher  sind  die  beiden  zu  P  gehörigen  Congruenzen  (2,  3)',  (2,  3)", 
u^eiUhe  durch  V  und  p  erzeugt  werden,  in  der  harmonischen  Homologie 
entsprechend,  welche  P  und  seine  Polarebene  %  zum  Genirum  und  zur 
Ebene  Ao^;  die  3  Strahlen  in  nf,  so  wie  die  Punkte  On  und  der  Com- 
plexkegel  (P)  entsprechen  sich  selbst;  die  Si  entsprechen  den  Ti 
(Nr.  574)  und  die  einem  0^  in  Bezug  auf  (2,  3)'  zugehörige  singulare 
Ebene  derjenigen,  welche  ihm  für  (2,  3)"  zugehört. 

579  Es   seien  Z^,;  ki    die  beiden  Leitgeraden  des  Strahlennetzes,  in 

dem  sich  die  Fundamental-Gewinde  Fi,  F^  von  F^  durchschneiden;  sie 
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befinden  sich,  wegen  der  gegenseitigen  Involution  der  Fundamental- 
Gewinde,  in  den  vier  andern  Fj,  ...  Fg.  Wir  legen  durch  Z^^  eine 
Berührungsebene  6  bh  0  mit  dem  Berührungspunkte  S]  die  zweiten 
Berührungspunkte  der  6  in  5  berührenden  Doppeltangenten  sind  die 
Nullpunkte  von  ö  in  Bezug  auf  F^,  ...  F^]  demnach  liegen  4  auf  l^^. 

Die  in  Bezug  auf  eine  Curve  4  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte 
genommene  erste  Polare  dieses  Punktes  hat  ihn  auch  zum  Doppel- 
punkte mit  denselben  Tangenten  und  wird  von  jedem  durch  ihn  gehenden 
Strahl  nochmals  in  einem  Punkte  geschnitten,  der  dem  Doppelpunkt 
harmonisch  zugeordnet  ist  in  Bezug  auf  die  beiden  weiteren  Schnitte 
mit  der  Grundcurve.  Sie  geht  durch  die  Berührungspunkte  der  6  vom 
Doppelpunkte  kommenden  Tangenten.  Von  diesen  liegen  in  unserm 
Falle  4  auf  li^]  also  zerföUt  die  Polare  in  diese  Gerade  und  die  beiden 
Doppelpunkts-Tangenten.  Der  dritte  Schnitt  mit  der  Polare  liegt  im- 
mer auf  2^2  •  Infolge  dessen  ist  die  Curve  tfO  zu  sich  selbst  in  har- 
monischer Homologie  mit  S  und  l^^  als  Centrum  und  Äxe.  Die  wei- 
teren Tangenten  aus  S  haben  ihre  Berührungspunkte  in  8,  weil  nicht 
auch  auf  l^^]  der  Doppelpunkt  hat  also  zwei  dreipunktige  Tangenten, 
welche  dann  für  0  vierpunktige  Tangenten  sind. 

Die  Nullpunkte  von  6  für  jT],  F^  fallen  demnach  beide  in  S]  das 
bedeutet,  dass  S  auf  der  zweiten  Leitgeraden  l^^  von  F^F^  liegt. 
Unter  den  Strahlen  von  (S,  ö)  befindet  sich  der  singulare  Strahl  S] 
seine  weiteren  Schnitte  mit  0O  bilden  das  Complex-Punktepaar  (a)\ 
also  ist  8  zu  52]2  harmonisch  in  Bezug  auf  dasselbe,  oder  8  der  Pol 
von  li2  f^f  diese  Complexcurve  einer  Ebene  durch  l^^'j  er  liegt  daher 
auf  der  r*-Polare  von  Jjj.  Eine  zweite  Berührungsebene  durch  Zj, 
bringt  uns  einen  zweiten  Punkt,  der  auf  2^/  und  dieser  Polare  liegt; 
also  fallen  beide  Linien  zusammen. 

Die  30  Leitgeraäm  der  8trahlennetise  j  in  denen  sich  jswei  Funda- 
mental'Gewinde  von  F*  durchdringen^  haben  je  die  andere  Leitgerade  zur 
Polare  in  Bezug  auf  F^,  so  dass  wir  so  15  Paare  von  Geraden  gefunden 
häben^  hei  denen  BeciprodUU  statt  hat. 

Wir  fanden  dies  schon  in  Nr.  546  auf  andere  Weise. 

Und  da  diese  Geraden  allen  consingulären  Complexen  gemeinsam 
sind,  so  gilt  es  für  alle,  auch  für  die  Doppelgewinde. 

Wenn  ein  Gewinde  F  doppelt  als  Complex  2.  Grades  aufgefasst 
wifd,  so  ist  die  Polare  einer  beliebigen  Geraden  l  genau  die  Polare 
in  Bezug  auf  das  einfache  Gewinde  F  (Nr.  541);  gehört  aber  Z  zu  F 
und  damit  zu  allen  Doppelbüscheln  in  den  Ebenen  durch  sie,  so  wird 
der  vierte  harmonische  Punkt  und  die  I^-Polare  unbestimmt.  In 
Bezug  auf  die  Doppel-Gewinde  I\,  F^  sind  Z^j,  l^^   Polaren;  in  Bezug 
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aber  auf  P,,  ; . .  F^,  zu  denen  l^^  gehört,  ist  die  Polare  unbestimmt 
und  kann  l^^'  ^^^' 

580  Jetzt  seien  l  und  V  zwei  nicht  zu  F^  gehörige  Geraden,  von 
denen  jede  die  Polare  der  andern  ist.  Wir  legen  wiederum  durch  l 
die  Ebene  6  tangential  an  $;  8  sei  Berührungspunkt,  s  der  singulare 
Strahl,  B',  B"  das  Punktepaar  (a)  auf  ihm ;  T,  als  Polare  yon  2,  trifft 
daher  s  im  yierten  harmonischen  Punkte  S'  zu  sl  in  Bezug  auf  JB^,  B''. 
Nehmen  wir  an,  der  Kegel  {S')  zerfalle  nicht;  er  berührt  längs  s 
die  singulare  Ebene  0]  da  V  auch  l  zur  Polare  hat,  so  muss  die 
Polarebene  von  V  in  Bezug  auf  (ß')  durch  l  gehen  und  mit  6  zu- 
sammenfallen; aber  deren  Polare  ist  s,  ein  Strahl  von  I^,  was  V  nicht 
sein  soll.  Also  zerföUt  {S').  S'  kann  dann  nur  der  Berührungspunkt 
S  sein;  denn  z.  B.  der  zu  B'  gehörige  singulare  Strahl  muss,  als 
Doppellinie  des  Ebenenpaars  (f ),  in  der  Polarebene  von  V  nach  (f ) 
liegen,  sie  ist  aber  windschief  gegen  die  in  6  befindliche  l,  so  dass 
nicht  auch  diese  in  derselben  Polarebene  liegen  kann.  Somit  liegen 
die  Berührungspunkte  der  vier  yon  l  kommenden  Tangentialebenen 
von  9  auf  V  und  die  der  Tangentialebenen  durch  V  auf  l.  In  un- 
serer Berührungsebene  6,  deren  Berührungspunkt  S  auf  V  liegt,  sind 

4  von  diesem  ausgehende  Tangenten  von  0O  die  Spuren  der  vier 
von  V  kommenden  Tangentialebenen,  weil  deren  BerQhrungspunkte 
auf  2,  also  auf  0  liegen  und  damit  Berührungspunkte*  der  yier  Spuren 
werden.    Daher  ist  6  9  zu  sich  selbst  in  harmonischer  Homologie  mit 

5  und  l  als  Centrum  und  Axa  Die  Nullpunkte  yon  0  in  Bezug  auf 
4  Fundamental-Gewinde  liegen  auf  l,  die  beiden  andern  in  8]  demnach 
ist  l  jenen  Gewinden  gemeinsam  und  die  eine  Leitgerade  des  Schnitt- 
Strahlennetzes  der  beiden  andern;  l'  ist  dann  nach  dem  obigen  Be- 
weise die  andere  Leitgerade. 

Also,  abgesehen  von  den  Geraden  des  ComplexeSj  haben  nur  die  15 
Paare  Leitgeraden  der  Fundamental'Strählennetjse  die  Eigenschaft,  gegen- 
seitig Polarefi  in  Bezug  auf  F^  m  sein. 

Diese  Geradenpaare^  und  sie  allein j  sind  so  beschaffen,  dass  die  4 
Berührungsebenen  der  singulären  Fläche ,  die  von  der  einen  Geraden 
Jcommetif  auf  der  anderen  tangiren;  120  Berührungsebenen  von  9  schneiden 
sie  in  Curven  4.  Ordnung^  die  eu  sich  selbst  in  harmonischer  Homologie 
sind;  und  die  Berührungspunkte  senden  Tangentialkegd  an  die  Fläehe 
mit  der  nämlichen  Eigenschaft. 

581  ^^^  wissen  weiter,  die  30  Leitgeraden  bilden  15  Fundamental- 
Tetraeder  (I,  Nr.  186);  zwei  Gegenkanten  eines  solchen  Tetraeders  gehören 
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zusammen,   und  an  den  drei  Strählennetzen  sind  aUe  6  Fundamental- 
Gewinde  ietheiligt.    Sei  ABCD^aßyd  ein  solches  Tetraeder. 

Ä{B,  Cy  D)  ist  Polar-Dreikant  des  Kegels  (Ä)]  denn  ß  ist  Polar- 
ebene von  ÄBj  weil  CD  deren  Polare  nach  P*  ist;  u.  s.  f.  Weil 
femer  auch  AB  Polare  von  CD,  so  ist  CD  Polare  von  Ä  nach  (j3), 
die  sich  also  mit  der  I^- Polare  von  AB  vereinigt;  analoges  gilt  für 
DJB,  BCf  also  ist  (Nr.  578  Specialfall)  a  die  Polarebene  von  A.  Die 
duale  Betrachtung  lehrt,  dass  A  Polarpunkt  von  a  ist. 

Daher  haben  wir  in  den  Ecken  und  Gegenehenen  der  15  Funda- 
mental-Tetraeder  solche  Punkte  und  Ebenen  ^  bei  denen  die  Polarität  in 
Bezug  auf  F*  reciprok  ist:  die  Ecke  hat  die  Ebene  zur  Polarebene^  diese 
jene  zum  Polarpunkte. 

Es  erhebt  sich  nun  wiederum  die  Frage,  ob  dies  die  einzigen 
derartigen  Elementenpaare  sind. 

Die  Polarebene  in  Bezug  auf  F^  ist  die  in  Bezug  auf  O,  also 
ist  diejenige  eines  Punktes  von  O  dessen  Berührungsebene,  und  ebenso 
ist,  dual,  der  Polarpunkt  einer  Tangentialebene  von  O  ihr  BerQhmngs- 
ponkt.  Demnach  bilden  die  Punkte  von  O  und  ihre  Berührungsdbenen 
solche  Elemenienpaare. 

Es  sei  also  A,  a  ein  anderes  Elementenpaar  mit  der  Eigenschaft 
der  Reciprocität,  A  nicht  mit  a  incident 

Weil  a  die  Polarebene  von  A  ist,  so  haben  wir  in  ihr  ein  Drei- 
eck BCD,  dessen  Seiten  den  beiden  zu  A  gehörigen  Congruenzen 
(2,  Sy  und  (2,  3)"  gemeinsam  sind;  CD,  DB^  BC  sind  sowohl  Polaren 
von  A{B,  Cf  D)  in  Bezug  auf  F*,  als  auch  Polaren  von  A  in  Bezug 
auf  die  Complexcurven  in  den  Ebenen  A{CD^  DB,  BC). 

Weil  A  Polarpunkt  von  a  ist,  so  haben  wir  in  a  ein  Dreieck 
ßC'Dy  derartig,  dass  A{B>y  C,  D'),  die  gemeinsamen  Strahlen  der 
zu  a  gehörigen  Congruenzen  (3,  2)'  und  (3,  2)"  durch  A,  Polaren  von 
CD',  D'B' ,  B'C  in  Bezug  auf  f  und  zugleich  Polaren  von  a  in 
Bezug  auf  die  Kegel  (f ),  (C),  (2/)  sind.  Aus  ersterem  folgt,  dass 
A  Pol  von  C'iy,  IXJB',  ffC  in  Bezug  auf  die  Curven  in  den  Ebenen 
AC'Vy  ADtB',  AB'C  ist  oder  CIX,  ...  die  Polaren  von  A  und  daher 
in  der  Congruenz  (2,  3)''  sich  befinden,  welche  dem  A  zugehört,  also 
mit  den  3  Strahlen  CD,  DB^BG  dieser  Congruenz,  welche  in  a  schon 
gelegen  sind,  sich  vereinigen:  C Dt  mit  CD,  . .  .^  da  das  nur  Sache 
der  Bezeichnung  ist.    So  zeigt  sich,  dass  in  dem  Tetraeder 

ABCD  {=  AB!  a  Dt) 

jede  zwei  Gegenkanten  in  beiderlei  Sinne  Polaren  sind. 

Abgesehen  von  den   Punkten  der  singulären   Fläche  und  den  zu- 
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gehörigen  Berührungsehenen,  sind  die  Ecken  und  die  Gegenebenen  der 
Fundamentair  Tetraeder  von  F*  die  einzigen  Elementenpaare,  welche  gleich- 
eeitig  Punkt  und  Polarebene,  Ebene  und  Polarpunkt  sind. 

Bemerken  wir  nochf 

Jedes  von  den  Dreiecken  eines  Fundamental -Tetraeders  ist  Dia* 
gonal-Dreieck  des  Yierseits  der  4  singolären  Strahlen  seiner  Ebene^ 
jedes  der  Dreikante  Diagonal-Dreikant  des  Vierkants  der  singulären 
Strahlen  aus  seiner  Ecke. 

Wir  fanden  oben  in  Nr.  579,  dass  die  beiden  zu  Q^  und  C,'  ge- 
hörigen Doppeltangenten  von  O,  die  in  einem  der  Schnittpunkte  yon 
Zj2  oder  l^^'  mit  O  berühren^  yierpunktige  Tangenten  sind.  Daraus 
erbellt,  dass  die  8  Pirnkte^  in  denen  0  von  den  Leitgeraden  eines  Fun^ 
damental-Strahlennetaes  APi  getroffen  wird,  die  Begegnungspunkte  der 
Haupttangenten-Ourven  qm^j  Qi^  sind^  wdche  den  Q^ ,  Q'  eugehSren 
(Nr.  551).*) 
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582  Die  Polaren,  in  Bezug  auf  I^,  der  unendlich  fernen  Geraden  des 

Baums  werden,  nach  Plücker,  Durchmesser  des  Complexes  genannt, 
wir  bezeichnen  sie  mit  d  und  je  die  zugehörige  Ebenen-Stellung  oder 
unendlich  ferne  Gerade  mit  b;  die  parallelen  Ebenen  von  der  SteUung  b 
nennt  man  mm  Durchmesser  d  conjugirt  und  auch  ihn  m  den  Ebenen. 

Ein  Durchmesser  d  ist  also  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  (JornpieX" 
curven  in  den  conjugirten  parallelen  Ebenen. 

Nach  der  zweiten  Eigenschaft  der  Polare  gehen  die  Polarebenen 
von  b  nach  den  Complex-Cylindem,  welche  ihre  Spitzen  auf  b  haben, 
durch  d\  sie  enthalten  je  die  Äxen  dieser  Cylinder,  die  Polaren  der 
unendlich  fernen  Ebene  @  nach  ihnen. 

Jeder  Durchmesser  wird  von  den  Äxen  aUer  Complexcylinder  ge- 
troffen, die  den  conjugirten  Ebenen  parallel  sind. 

Eine  Stellung  b  und  der  unendlich  ferne  Punkt  2)  des  polaren 
Durchmessers  d  sind  Polare  und  Pol  in  Bezug  auf  die  unendlich  ferne 
Complexcurve  (6).***) 


*)  Rohn,  Math.  Annalen  Bd.  18  S.  99. 

••)  Vergl.  Plücker,  Neue  Geometrie  des  Baumes  S.  226,  sowie  auch  W.  Stah  1, 
Journal  f.  Mathem.  Bd.  91  S.  21,  Bd.  96  S.  216. 

***)  Statt  mit  (ß)  operirt  Plücker  mit  einer  durch  diese  Curve  gehenden 
Fläche  2.  Grades,  die  er  die  Charakteristik  des  Complexes  nennt.   Die  Einffihrong 
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Durch  jeden  unendlich  fernen  Punkt  geht  ein  Durchmesser  y  ebenso 
die  Äxe  eines  Oylinders  des  Complexes;  sodass  jedem  Durchmesser  d  eine 
parallele  Cylinderaxe  a  und  jeder  a  ein  paralleler  d  zugeordnet  ist. 

Die  Durchmesser  bilden  eine  Congruene  3»  Ordnung  2.  Klasse^  die 
wir  (3,  2)d  nennen  wollen^   die  CyUnderaxen  eine  ebensolche  Congruene 

(3,   2)a. 

Jene  ist  die  (3,  2)',  diese  die  (3,  2)",  welche  zur  unendlich  fernen 
Ebene  gehören. 

Zu  beiden  Congruenzen  gehört^  wie  wir  wissen,  der  Tangenten- 
büschel von  ((£);  diese  Tangenten  enthalten  die  Mittelpunkte  der  Com- 
plexparabeln  und  sind  die  Berührungskanten,  mit  %  der  parabolischen 
Complexcylinder. 

Zwei  Durchmesser  d  und  d^y  weiche  nach  unendlich  fernen  Punkten 
gehen,  die  in  Beeng  auf  ((£)  conjugirt  sind,  werden  nach  Plücker  can- 
jugirt  genannt;  jeder  ist  also  eu-  den  dem  andern  conjugirten  Ebenen 
paraüd. 

Zwei  CyUnderaxen  a  und  a^  von  derselben  Eigenschaft,  die  also  eu 
conjugirten  Durchmessern  parallel  sindj  heissen  auch  conjugirt. 

Die  3  Durchmesser  d,  d^,  d^  oder  3  Cylinderaxen  a,  a^y  a^j  welche 
nach  den  Ecken  eines  Polardreiecks  von  (S)  gehen,  bilden  ein  Tripel 
eonjugirter  Durchmesser  oder  Cylinderaxen. 

Ebenso  heissen  a  und  d^  conjugirt,  wenn  a  zu  d,  einem  conjugirten 
Durchmesser  von  di,  parallel  ist,  also  auch  zu  den  conjugirten  Ebenen 
von  dl  oder  was  dasselbe,  wenn  d^  zu  Oj,  einer  zu  a  conjugirten  Cy- 
linderaxe, parallel  ist. 

Der  obige  Satz  über  das  Schneiden  eines  Durchmessers  mit  Cy-  583 
linderaxen  kann  nun  folgendermassen  ausgesprochen  werden. 

AUe  0u  einer  Cylinderaxe  a^  conjugirten  Durchmesser  d  treffen  sie; 
alle  zu  einem  Durchmesser  d^  conjugirten  Cylinderaxen  a  treffen  ihn. 

Im  ersteren  Falle  entstellt  eine  cubische  Endfläche  (d;  a^),  weiche 
Ol  0ur  doppeiten  und  die  unendlich  ferne  Gerade  b^,  von  welcher  der  zu 
Ol  parallele  Durchmesser  d^  die  Polare  ist,  mr  einfachen  Leitgeraden  hat; 
denn  sie  ist,  wenn  wir  den  unendlich  fernen  Punkt  von  d^  uud  a^  mit 
2)^  bezeichneu,  nichts  anderes  als  die  cubische  Begelfläche  der  Polaren 
der  Strahlen  von  (S)i,  S),  uud  a^  ist  die  Polare  von  @  nach  dem 
Kegel  (3),),  b^  aber  die  Polare  yon  ©j  nach  (®)  (Nr.  567). 


dieser  indem  tmbestimmten  Fläche  complicirt  jedenfalls  die  Betrachtang.  — 
Ferner  unterscheidet  er  hyperboloidische  und  ellipsoidische  Compleze,  je  nach- 
dem ((S)  reell  ist  oder  nicht. 

Sturm,  Liniengeometrie    III.  7 
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Im  jsfveiten  Falle  entsteht  ebenfalls  eine  cubische  Megelfläche  (a;  d^y 
Für  sie  ist  d^  doppelte  und  die  \  einfache  Leitgerade,  Denn  sie  ist  die 
cubische  Begelfiäche  der  Polaren  von  @  in  Bezug  auf  die  Complex- 
kegel  aus  den  Punkten  von  b^  (Nr.  567). 

Wenn  a,  des  einen  Satzes  und  d^  des  andern  parallel  sind^  so 
stimmen  beide  Begelflächen  in  der  unendlich  fernen  einfachen  Leit- 
geraden überein. 

Aus  jedem  Punkte  von  a^  kommt  aber  noch  ein  dritter  und  nicht 
zu  Ol  conjugirter  Durehmesser;  durch  diese  Durchmesser  entsteht  eine 
Begelschaar,  welche  die  cubische  Begelfiäche  zur  Fläche  5.  Grades 
aller  a^  treffenden  Strahlen  von  (3,  2)d  yervoUständigt  Da  solcher 
Begelschaaren  nur  oo^  sein  können ,  so  ergiebt  sich  jede  bei  oo^  Cy- 
linderazeu;  und  wir  erhalten  so  die  verbundenen  Begelschaaren  aus 
Durchmessern  und  Cylinderaxenj  welche  die  Canfocalität  der  beiden  Can- 
gruenzen  {3,  2)d  und  (3,  2)«  bewirken. 

Jede  der  cubischen  Begelflächen  (d]  o^)  oder  (a;  dj)  hat  natür- 
lich nicht  ihre  einfache  Leitgerade ,  d.  h.  die  mit  einfachen  Punkten, 
sondern  ihre  doppelte,  d.  h.  die,  deren  Ebenen  einfache  Berührungs- 
ebenen sind,  in  der  andern  Congruenz,  da  es  sich  hier  um  duale 
Verhältnisse  handelt  (vergl.  Nr.  572). 

584  Es  seien  d,  (?],  d^  drei  canjugirte  Durchmesser  von  JT^,  o^  a^,  o^  die 

ssu  ihnen  parallelen  Oylinderaaen^  ebenfalls  m  einander  conjugirt;  dann 
werden  a^,  o,  von  d,  02,  a  von  d^  a,  a^  von  d^  getroffen.  Also  ge- 
hören df  diy  d^  nur  einen  und  a,  o^,  a,  imr  andern  Schaar  eines  Hyper- 
boloids (vergl.  Nr.  578);  und  die  3  Paare  paralleler  Ebenen  a^,  a^d; 
ad^,  a^d;  a^d^y  a^d^  erzeugen  ein  ParäUelopipedy  das  a  und  d,  a^  und 
dl,  Og  und  d^  zu  Gegenkanten  und  mit  dem  eben  genannten  Hyperboloide 
den  Mittelpunkt  gemeinsam  hai.  Plücker  nennt  es  ei/n  CenträIrFa' 
rallelopiped  des  Complexes.  Wir  wollen  nun  nachweisen,  dass  alle  diese 
00^  Parallelopipede  denselben  Mittelpunkt  haben. 

In  der  Schaar  der  Erzeugenden  d  der  cubischen  Regel  fläche  (d;  a,) 
haben  wir  zwei  Involutionen.  In  der  einen  sindy  nach  bekannter  Eigen- 
schaft der  cubischen  Begelfiäche,  zwei  erzeugende  Durchmesser  d,  d'  ge- 
paart, die  von  demselben  Punkte  der  doppelten  Leiigeraden  a^  ausgehen. 
In  der  andern  aber  sind  zwei  eonjugirte  Durchmesser  d  und  d^  gepaart, 
die  mit  dem  zu  a^  parallelen  Durchmesser  d^  ein  Tripel  bilden;  denn 
sie  gehen  nach  gepaarten  Punkten  der  Livolution  der  in  Bezug  auf 
((£)  conjugirten  Punkte  auf  der  einfachen  Leitgeraden  b^. 

In  der  ersten  Involution  sind  insbesondere  die  beiden  von  ^^  (dem 
unendlich  fernen  Punkte  von  d^   und  o^)  kommenden  Tangenten  von 
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(S)  gepaart;  sie  gehen,  da  b|  die  Polare  von  S)i  nach  ((£)  ist,  nach 
den  Doppelpunkten  der  Involution  auf  b^  und  sind  daher  die  Doppel- 
strahlen der  zweiten  Involution.  Also  sind  diese  beiden  Invdtdionen 
harmonisch:  auch  die  Doppelstrahlen  der  ersten  bilden  ein  Paar  der 
zweiten,  und  die  Strahlen,  welche  zu  den  beiden  Strahlen  eines  Paars 
der  einen  in  der  andern  gepaart  sind,  bilden  wiederum  ein  Paar  der 
ersten,  f) 

Wenn  also  die  beiden  erzeugenden  Durchmesser  d,  d'  von  (d]  a^) 
von  dem  Punkte  A  von  a^  ausgehen^  so  müssen  die  conjugirten  erzeugen- 
den Durchmesser  d^,  d^  die  a^  auch  in  demselben  Punkte  A^.  treffen.  In 
den  Centralparallelopipeden ,  die  zu  dd^d^,  ac^a^  und  dd^d^^  a'a^a^ 
gehören  und  welche  die  Gegenkauten  d^j  a-^  gemein  haben,  sind  auch 
die  Gegenebenen  da^^  d^a  des  einen  mit  den  Gegenebenen  d^a^y  d^a 
des  andern  identisch,  weil  die  einen  wie  die  andern  die  Punkte  Ä^Ä^ 
mit  b|  verbinden. 

Die  Punkte  A,  A^  bestimmen  sich  gegenseitig  eindeutig  und  in- 
volutorisch.  Da  die  beiden  unendlich  fernen  Erzeugenden  von  (J;  a^) 
die  Doppelstrahlen  der  zweiten  der  obigen  Involutionen  sind,  also  jede 
zu  sich  selbst  conjugirt  ist,  so  ergiebt  sich  der  unendlich  ferne  Punkt 
2)^  als  der  eine  Doppelpunkt  der  eben  erwähnten  Involution  (^,  Ä^ 
auf  a^  oder  (E  als  die  eine  Doppelebene  der  Involution  \>^{AjA^. 

Sei  ^  die  andere  —  die  einzige  endliche  Ebene  von  der  Stellung 
b|,  in  welche  zwei  conjngirte  Durchmesser  fallen  — ,  so  sind  die  Ebe- 
nen \>^A  und  b| ^2  ^^^  ^^  2^  beiden  Seiten  gleich  weit  entfernt.    Also: 

Aue  <x^  CentralpariAldopipedey  welclie  einen  festen  Durchmesser  d^ 
und  seine  parallele  Oylinderaxe  a^  su  Gegenkanten  haben,  haben  die  beiden 
ßu  diesen  nicht  parallelen  Gegenebenen  von  einer  festen  Ebene  fi,  welche 
die  Stellung  b^  hat^  zu  welcher  d^  polar  ist^  zu  beiden  Seiten  gleich  weit 
entfernt  und  infolge  dessen  den  nämlichen  Mittelpunkt  ^  weil  ja  auch  die 
Mittelparallele  zwischen  dy^  und  a^  fest  ist. 

Ist  d  zu  dy  conjugirt  und  a  zu  d  parallel,  also  zu  a^  conjugirt, 
80  haben  alle  Centralparallelopipede,  welche  d  und  a  zu  Gegeukanten 
haben,  denselben  Mittelpunkt  wie  die  mit  (2^,  o^  als  Gegenkanten,  weil 
in  beiden  Systemen  sich  dasjenige  befindet,  das  zu  dd^d^,  aa^a^  ge- 
hört, wobei  d^,  a^  Durchmesser  und  Oylinderaxe  sind,  welche  die  Tripel 
▼ervollständigen. 


*)  Uebertrftgt  man  zwei  solche  Involationen  auf  einen  Kegelschnitt  S\  so 
sind  die  beiden  Involutionscentren  3»  3i  ^^  Bezug  auf  denselben  coigagirt;  man 
findet  leicht,  dass,  wenn  bei  dieser  Lage  von  3,  3i  ^m  Strahl  darch  Sf  den  5' 
in  X,  X'  schneidet  und  3iX,  3i  X  zum  zweiten  Male  in  Y,  Y'  treffen,  YY' 
darch  3  geht. 

7* 
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Sind  endlich  d  und  d'  zwei  beliebige  Durchmesser  von  r*,  b,  V 
die  unendlich  fernen  Geraden,  zu  denen  sie  polar  sind,  d^  der  Durch- 
messer nach  dem  Punkte  bb'  und  a,  a,  a^  die  parallelen  Gylinderaxen, 
so  haben  sowohl  die  Centralparallelopipede  mit  d,  a  als  Gegenkanten, 
als  die  mit  d'j  a'  als  Gegenkanten  denselben  Mittelpunkt,  wie  die  mit 
äj,  a^  als  Gegenkanten. 

Mithin  haben  in  der  That  alle  Centralparallelopipede  eines  Complexes 
2.  Grades  denselben  Mittelpunkt,  der  auch  gemeinsamer  Mittelpunkt  aüer 
Hyperboloide  ist,  die  in  der  einen  Sehaar  3  conjugirte  Durchmesser^  in 
der  andern  die  3  parallelen  conjugirten  Cylinderaxen  haben. 

Plücker  nennt  ihn  den  Mittelpunkt  M  des  Complexes. 

In  Beeug  auf  diesen  Mittelpunkt  M  des  Complexes  sind  die  beiden 
Congruenzen  (3,  2)^  und  (3,  2)«  der  Durchmesser  und  Cylinderaxen  zu 
einander  symmetrisch;  denn  je  ein  Durchmesser  d  und  eine  Cylinder- 
axe  a,  welche  parallel  sind,  liegen  zugleich  auf  einem  Hyperboloide, 
welches  M  zum  Mittelpunkt  hat. 

Aber  für  den  Complex  ist  M  kein  Symmetriecentrum;  denn  da  die 
Cylinderaxen  im  allgemeinen  nicht  durch  M  gehen,  so  würde,  wenn 
die  Symmetrie  bestände^  jeder  Complexcylinder  einen  zweiten  zu  ihm 
parallelen  fordern,  was  dem  Grade  des  Complexes  widerspricht. 

Wird  die  duale  Construction  yon  Nr.  578  auf  die  unendlich  ferne 
Ebene  angewandt,  so  werden  die  beiden  dortigen  Geradengruppen 
r,  l^j  I2  und  PfPi^Pi  Äwei  Tripel  (?,  di,  d^]  a,  Oj,  a^  von  conjugirten 
Durchmessern  und  parallelen  Cylinderaxen.  Der  Satz  vom  festbleiben- 
den Mittelpunkte  der  Hyperboloide  {d,  d^^,  d^]  a,  o^,  a^)  und  zugehörigen 
Central-Parallelopipede  ist  also  nur  eine  Folge  des  früheren  Satzes, 
und  der  Mittelpunkt  des  Complexes  ist  einfach  der  Polarpunkt  der  un- 
endlich fernen  Ebene. 

585  Die  singulären  Elemente  der  Congruenzen  der  Durchmesser  und  Cy- 

linderaxen ergeben  sich  durch  Dualisirung  der  früheren  Ergebnisse;  es 
ist  jedoch  vielleicht  nicht  ohne  Werth,  wenn  sie  in  Kürze  aufgeführt 
werden: 

Wenn  @,-,  6i  die  singulären  Punkte  und  Ebenen  sind,  die  (in  Bezug 
auf  r^)  zu  den  4  in  der  unendlich  fernen  Ebene  (£  gelegenen  singu- 
lären Strahlen  f,-  gehören,  so  sei  Xi  die  Mittelebene  des  Parallelebenen- 
Paars  (©,);  ferner  sei,  da  jede  der  6  Geraden  1^/*  ^  ©i®*  eine  Gerade 
h  ist,  fOik  die  andere  Doppelebene  der  Doppel- Ebeneninvolution  der- 
selben neben  @.  Dann  sind  die  15  Ebenen  (S,  (T,-,  t.-,  coa  die  singu- 
lären Ebenen  für  (3,  2)^  und  (3,  2)«;  für  jene  sind  @  und  die  r,-,  für 
diese  @  und  die  6i  vom  2.  Grade.     Zu  den  singulären  Ebenen  1.  Gra- 
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des  gehören  als  singaläre  Punkte:  erstens  zu  den  (r,-|  bezw.  r,-  die  €<; 
zweitens,  wenn  wir  den  Schnitt  von  oa  mit  öiök,  durch  den  auch  <oim 
geht,  mit  %k  bezeichnen,  zu  <Oik  die  91,a,  bezw.  ^i^. 

Wir  fanden  (Nr.  583)  verbundene  BegeUchaaren,  die  henw,  aus  Durch- 
messern und  Cylindem  bestehen;  jede  Gerade  a^,  d^  aus  der  andern 
Schaar  bestimmt,  als  Leitgerade,  eine  solche  Schaar;  da  es  nun  in 
(©•;  (fi),  bezw.  {@i,  Zi)  je  einen  Strahl  giebt,  welcher  aj,  bezw.  rfj 
trifft^  so  geht  die  Schnittcurve,  mit  @,  der  Trägerflache  zweier  der- 
artigen Schaaren  durch  die  vier  Punkte  ©<;  und  umgekehrt,  jeder 
Kegelschnitt  in  S  durch  diese  4  Punkte  scheidet  aus  jeder  der  beiden 
Congruenzen  (3,  2)dy  (3,  2)^  eine  Begelschaar  aus  (nach  Absonderung 
Yon  ((£)  doppelt  und  4  Strahlenbüscheln,  vergl.  dual  Nr.  575).  Jeder 
Durchmesser  der  einen  Schaar  hat  die  parallele  Cylinderaxe  in  der 
andern;  so  isit  der  Mittelpunkt  M  auch  Mittelpunkt  des  tragenden  Hyper- 
boloids. 

Solche  Hyperboloide^  die  ganz  mit  Durchmessern,  bezw,  Gylinderaxcn 
erfüllt  sindj  haben  wir  oo^;  sie  sind  wohl  zu  unterscheiden  von  den  oo' 
Hyperboloiden,  die  in  der  einen  Schaar  3  conjugirte  Durchmesser,  in  der 
andern  die  parcdlelen  Oylinderaxen  haben  und  für  welche  M  ebenfalls 
Mittelpunkt  ist. 

Die  unendlich  fernen  Kegelschnitte  dieser  letzteren  Hyperboloide 
sind  Polardreiecken  von  ((£)  oder  (@)  harmonisch  umgeschrieben;  die 
der  obigen  bilden  den  Büschel  durch  die  @;,  zu  welchem  ((S)  auch 
gehört.  In  diesem  Büschel  giebt  es  einen  Kegelschnitt,  welcher  ((S) 
harmonisch  umgeschrieben  ist;  und  dieser  führt  dann  zu  zwei  verbun- 
denen Regdschaaren^  welche  nicht  blos  ein,  sondern  oo^  IHpel  conjugirter 
Durchm^ser,  bezw.  Oylinderaxen  enthalten. 

Wird  ein  Geradenpaar  des  Büschels  genommen,  z.  B.  (@i@2}  ^s®«); 
80  besteht  die  Regelschaar  der  Durchmesser  aus  (^i,  Oj,),  (^^,  fo^ 
und  die  der  Cylinderaxen  aus  (9li2,  O34),  (9ls4>  ^i^-  Danach  sind  9ij2 
und  9t^,  9lj8  und  8^24,  %^4  wwrf  Sftjg  in  Bezug  auf  M  symmetrisch;  währ 
rend  die  Ebenen  o  aUe  durch  M  gehen. 

Femer  sind  die  Ot  und  t{,  die  in  den  in  Bezug  auf  M  sym- 
metrischen Congruenzen  zu  den  unendlich  fernen  @(-  gehören,  sym- 
metrisch» 

Endlich  haben  wir  3  durch  M  gehende  Durchmesser^  offenbar: 

welche  sich  mit  den  parallelen  Cylinderaxen  vereinigen.  Weil  Oi,  durch 
@j@2i  ^»A  durch  @5@4  geht,  so  laufen  diese  3  Durchmesser-Cylinder- 
axen   nach   den   Diagoualpunkten  des  Vierecks  ©,-,   also   nach   einem 
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Tripel  conjugirter  Punkte  von  (@)  und  sind  conjuglrt;  jede  von  diesen 
3  Geraden  ist  nach  F^  polar  zu  der  Seite  des  Diagonaldreiecks,  durch 
deren  Gegenecke  sie  geht  (vergl.  dual  Nr.  573). 
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586  In  Bezug  auf  einen  Complex  2.  Grades  F^  gehört  zu  jedem  Strahle 

l  des  Raums  ein  Polar-Strahlennetz,  dessen  Leitgerade  l  und  seine  Po- 
lare V  nach  F^  sind;  und  ein  Büschel  von  Polargewinden,  den  Ge- 
winden durch  dieses  Netz. 

Ebenso  gehört  in  Beeug  auf  eine  Gongruenz  2.  Grades  O  m  jedem 
Strähle  l  des  Gewindes  F,  in  dem  sie  enthalten  ist,  eine  Polar-Begelschaar 
und  ein  Büschel  von  Polar-Strahlenftetzen.  Jene  entsteht  durch  die  vierten 
harmonischen  Strahlen  in  den  oo^  durch  l  gehenden  Strahlenbüscheln  von 
F,  welche  dem  l  zugeordnet  sind  in  Bezug  auf  die  beiden  Strahlen  von 
CK  Sie  hat  l  zur  Leitgeraden  und  liegt  in  F;  die  Polar- Strahlennetze 
sind  die  durch  diese  Begdschaar  gehenden  Strahlennetze  dieses  Gewindes. 
Polar-Regelschaar  und  Polar-Strahlennetze  von  l  in  Bezug  auf  O  sind, 
wie  man  leicht  erkennt^  Schnitte,  mit  F^,  des  Polar-Strablennetzes  und 
der  Polargewinde  des  Strahls  l  in  Bezug  auf  irgend  einen  durch  C^ 
gehenden  Complex  F^, 

Man  erkennt  sofort:  Gehört  m  zur  Polar-Begelschaar  von  l,  so 
gehört  l  zur  Polar-Begelschaar  von  m.  Die  Leitgeraden  der  Polar-StrcMeur 
netze  —  je  polar  zu  einander  in  Bezug  auf  F  —  erfOüen  die  LeUsehaar 
der  Polar-Begelschaar  involutorisch;  die  Doppelstrahlen  dieser  Involution 
sind  die  beiden  zu  F  gehörigen  Strahlen  dieser  Leitschaar.  Einer  von 
ihnen  ist  l;  den  andern  nennen  wir  die  Polare  V  von  l  in  Bezug  aufO. 

Bildet  man  F  nach  I  Nr.  202  in  den  Punktraum  ^j  ab  und  zwar 
so,  dass  der  Hauptstrahl  u  in  O  sich  befindet,  so  geht  diese  Gon- 
gruenz in  eine  cubische  Fläche  c^^  über,  auf  der  die  Hauptcurve  k^^ 
liegt.  Der  Kegel,  welcher  k^^  aus  dem  Bilde  L^  von  l  projicirt, 
schneidet  q^  in  einer  Kaumcurve  4.  Ordnung  1.  Art;  die  gemeinsame 
Polarebene  von  L^  für  alle  Flächen  2.  Grades  durch  dieselbe  trifft  ihn 
in  dem  Bild -Kegelschnitte  der  Polar-Begelschaar  von  Z.  Die  Spitze 
des  zweiten  Kegels  2.  Grades  durch  ihn  und  kj^  ist  das  Bild  der 
Polare  V  von  h 

Wenn  {  zu  C^  gehört,  so  zerfallt  die  Polar-Begelschaar  in  die 
beiden  Strahlenbüschel  (i^i,9>i),  (-^'j  O»  ^^  F^,  F'  die  Brennpunkte 
von  l  und  9^,  q>'  die  ihnen  bezw.  assuciirten  Brennebenen  sind;   die 
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Leitschaar  besteht  aus  (JPj,  9'),  {F\  tp^^  die  in  Bezug  auf  F  zu  ein- 
ander polar  sind;  beide  BQschel  haben  mit  F  nur  l  gemein;  also  ver- 
einigt sich  die  Polare  eines  Strahls  von  O  mit  demselben. 

Ist  aber  l  einer  von  den  singulären  Strahlen  von  O  (Nr.  550)^  587 
der  die  Brennfläche  9'  vierpunktig  berührt  und  bei  dem  also  die 
Brennpunkte  sich  in  dem  Berührungspunkte  und  die  Brennebenen  in 
der  zugehörigen  Beruh rungsebene  vereinigt  haben,  so  fallen  alle  vier 
BQschel  in  den  Tangentenbüschel  (F,  9)  von  0'  zusammen,  der  ganz 
zu  r  gehört,  während  ein  beliebiger  Tangentenbflschel  von  O'  nur 
einen  Strahl  von  F  enthält:  den  Strahl  von  C^ 

Alle  Strahlen  des  Tangentenbüschels  (JP,  q)),  der,  doppelt  gerech- 
net, Polar-Begelschaar  und  Leitschaar  ist,  gehören  zu  F.  Hin  solcher 
singtdärer  Strähl  der  O  hat  mithin  alle  Tangenten  der  Brennfläche  ^P", 
die  in  demselben  Punkte  berühren,  m  Polaren,  und  weil  jeder  von  den 
Strahlen  dieser  doppelten  Leitschaar  ^u  sich  selbst  polar  ist  nach  F, 
so  sind  alle  Pölar-Strahlennetze  singulär. 

Wir  wissen  (Nr.  550),  dass  die  singuiären  Strahlen  von  O  eine 
Eegelfläche  8,  Orades  P^  und  ihre  Berührungspunkte  eine  Ourve  8.  Ord- 
nung Q^  auf  <b'  erzeugen^  welche  auf  dieser  Fläche  eine  Haupttangenten- 
Curve  ist,  so  dass  die  ihren  Punkten  zugehörigen  Tangentialebenen 
von  O'  zugleich  Schmiegungsebenen  von  g^  oder  die  eben  besproche- 
nen zu  F  gehörigen  Tangentenbüschel  von  9'  Schmiegongsstrahlen- 
Büschel  Yon  g^  sind. 

Diese  Büschel  erzeugen  eine  Congruenz  8.  Grades. 

Segre*)  nennt  die  Curve  g^  die  singulare  Ourve  der  Congruenz  C\ 
Nun  habe  ich  diese  Benennung  für  Congruenzen  schon  in  zweierlei 
Sinne  angewandt.  Wenn  in  eine  Ebene  00^  Strahlen  einer  Congruenz 
fallen,  so  habe  ich  diese  Ebene  und  die  von  den  Strahlen  umhüllte 
Curve  singulär  genannt.  Zweitens  habe  ich  bei  einer  Congruenz,  wenn 
sie  00^  singulare  Punkte  besitzt,  d.  h.  solche,  von  denen  je  00^  Strahlen 
zur  Congruenz  gehen,  die  Curve  derselben  singulär  genannt,  und  zwar 
meistens,  wenn  auch  leider  nicht  immer,  singulare  Linie. 

Ich  möchte  vorziehen,  unsere  jetzige  Curve  Berührungscwrve  der 
singulären  Strahlen  oder  kürzer  singulare  Berührungscurve  zu  nennen. 

Unter  den  singulären  Strahlen  von  C^  haben  wir  wieder  solche 
snceiter  Ordnung.  Es  ist  das  in  jedem  der  16  singulären  Strahlen- 
büschel (5,  ö)  von  C^  derjenige,  der  je  im  Scheitel  S  den  Kegelschnitt 


*)  Sulla  geometria  della  retta  etc.  Nr.  149.    Anf  diese  Abhandlung  ist  anch 
wegen  des  ganzen  Abschnittes  zu  verweisen. 
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[ö],  längs  dessen  6  die  9'  tangirt,  berührt,  oder  längs  dessen  der 
Anschmiegungskegel  [S]  von  6  berührt  wird.  Während  im  vorigen 
Falle  der  Tangentenbüschel  zu  F  gehört,  gehört  er  jetzt  zu  O. 

Zunächst  ergiebt  sich^  dass  die  singulare  Berührungscurve  q^  durch 
die  16  singulären  Punkte  8  von  O  geht  und  in  ihnen  die  zugeihörigen 
singülären  Ebenen  6  osculirt. 

In  einem  beliebigen  Punkte  von  q^  ist  der  singulare  Strahl  von 
Of  der  in  ihm  vierpanktig  die  O'  tangirt,  die  eine  Haupttangente,  die 
andre  ist  Tangente  von  p^;  in  einem  Punkte  von  [6]  fallen  beide  Haupt- 
tangenten zusammen.  Die  singülären  Strahlen  2.  Ordnung  sind  daher 
Tangenten  der  singulären  Beruhrungscwrve  in  den  singulären  Funkten  S. 

588  Kehren  wir  zur  Polare  V  einer  Geraden  l  in  Bezug  auf  C*  zurück, 

um,  analog  wie  bei  r\  die  gegenseitige  Bewegung  zu  untersuchen. 

Es  durchlaufe  l  einen  Strahlen büschel  (P,  n)  von  F;  ist  dann 
(F,  n)  ein  zweiter,  so  haben  wir  auf  FF'  eine  involutorische  Cor- 
respondenz  [2],  in  der  zwei  Punkte  sich  entsprechen ,  welche  die  Schnitte 
mit  den  beiden  Congmenzstrahlen  einer  Ebene  durch  FF'  sind.  Zwei 
Paare  entsprechender  Punkte  sind  zu  F  und  F  harmonisch;  daraus 
folgt,  dass  für  2  Strahlen  von  (P,  n)  ein  erzeugender  Strahl  der  Polar- 
Regelschaar  in  (P',  ä  )  ßUt. 

Die  Folar-Begelschaaren  der  Strahlen  eines  Büschels  von  F  erzeugen 
eine  Congruenz  2.  Grades  in  F. 

Die  beiden  Strahlen  g^,  g^  der  O  im  Büschel  (P,  n)  sind  Doppel- 
strahlen derselben;  für  jeden  von  ihnen  zerfällt  die  Polar -Regelschaar 
in  zwei  Strahlenbüschel,  welche  ihn  gemeinsam  haben,  so  dass  mit 
einem  beliebigen  Punkte  oder  einer  beliebigen  Ebene  des  Strahls  kein 
anderer  Strahl  der  Congruenz  incidirt;  die  genannten  Büschel  sind  die 
beiden  binären  Büschel  durch  jeden  der  Doppelstrahlen,  gig^  ist  der 
quaternäre  (II,  Nr.  404). 

Diese  Congruenz  ist  mit  der  in  11,  Nr.  408  besprochenen  iden- 
tisch; denn  der  dort  je  nach  0  —  hier  P  —  gezogene  Strahl,  dem 
der  erzeugende  Strahl  harmonisch  zugeordnet  ist,  ist  ein  Strahl  von 
r,  also  von  (P,  ä). 

Die  Polar-Regelschaaren  der  Strahlen  von  (F,  n)  gehen  nicht 
durch  die  Doppelstrahlen,  also  bilden  ihre  Leitschaaren  die  einzige  con- 
focale  Congruenz  2.  Grades ;  für  sie  sind  g^ ,  g^  auch  Doppelstrahlen  (II, 
Nr.  407). 

Zu  ihr  gehört  der  Büschel  (P,  %)  ebenfalls,  sind  ja  seine  Strahlen 
Leitgeraden  ihrer  Polar-Regelschaaren.  Also  hat  sie  mit  V  noch  eine 
cubische  Regelfläche  gemein,  den  Ort  der  Polaren  l\ 
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Die  Polarefiy  in  Beeitg  auf  C*,  der  Strahlen  eines  Büschels  von  F 
erzeugen  eine  aibische  Regelfläche  in  F;  eu  ihr  gehören  die  beiden  Gereuten 
von  O  im  Büschel;  daher  geht  die  doppelte  Leitgerade  durch  den 
Scheitel  desselben  und  die  einfache  liegt  in  seiner  Ebene. 

Lassen  wir  mmmelir  l  ein  StraUennetg  [p,  jß]  in  F  durchlaufen,  so  589 
erfüllt  die  Polar-Begelschaar  das  gange  Gewinde  F  und  zwar  doppelt; 
denn  weil  die  Polar-Regelschaar  einer  beliebigen  Geraden  Ton  F  2  Strah- 
len mit  dem  Netze  gemeinsam  hat,  so   gehen   deren  und   nur  deren 
Polar-Regelschaaren  durch  jene. 

um  den  Grad  des  Gomplexes  zu  gewinnen,  den  die  Leitschaaren 
erzeugen,  betrachten  wir  wiederum  zwei  beliebige  StrahlenbOschel 
(P,  ä),  (P',  n)  von  F]  die  beiden  Congruenzen  2.  Grades  der  Polar- 
Regelschaaren  ihrer  Strahlen  (oder  zwei  Gomplexe  2.  Grades,  welche 
sie  in  F  einschneiden)  haben  mit  dem  Netze  [p,p]  2.2.2.1.1  »=  8  Grade 
gemein  (I,  Nr.  34).  Die  Polar-Regelschaar  einer  jeden  dieser  8  Ge- 
raden hat  also  mit  (P,  n)  und  mit  (P'j  n)  einen  Strahl  gemeinsam. 

Nun  sei  (0,  (o)  ein  beliebiger  Büschel;  so  wenden  wir  das  Re- 
sultat auf  die  beiden  Büschel  (0,  co),  ((X,  to)  von  F  an;  diese  haben 
einen  Strahl  gemeinsam,  und  unter  den  8  Regeischaaren  befinden 
sich  die  beiden  durch  ihn  gehenden.  Es  bleiben  also  6  Strahlen  im 
Netze,  deren  Polar -Regeischaaren  einen  Strahl  in  (0,  id)  und  einen 
davon  verschiedenen  in  ((/,  a/)  und  also  eine  Leitgerade  in  (0,  id') 
senden. 

Die  LeitscJumren  der  Polar-Regelschaaren  der  Strahlen  eines  Strahlen- 
neUes  in  F  in  Bezug  auf  C?  erzeugen  einen  Complex  6.  Grades^  zu  dem 
das  Netz  vollständig  gehört,  weshalb  er  mit  F  noch  eine  Gongruenz 
5.  Grades  gemein  hat. 

Die  Polaren,  in  Bezug  auf  O,  der  Strahlen  eines  Strahlennetzes  in 
F  erzeugen  eine  Congruenz  5.  Grades, 

Die  einem  Strahlenbüschel  in  F  entsprechende  cubische  Regelfiäche 
hat  mit  einem  Strahlennetze  von  F  3  Gerade  und  die  einem  Strahlen- 
netze von  F  entsprechende  Congruenz  5.  Grades  mit  einem  Strahlen- 
büschel von  F  5  Gerade  gemein;  also: 

Die  Geraden  von  F,  deren  Polaren  in  Bezug  auf  O  einen  Strahlen- 
büschelj  ein  Strahlennetz  von  F  erfüllen,  erzeugen  eine  Regelfläche  5,  Gra- 
des, eine  Congruenz  3,  Grades. 

Daraus  schliesst  man  wieder,  dass  die  Polaren  der  Strahlen  einer 
Congruenz  n****  Grades,  einer  Regelfläche  n*^°  Grades  in  F  eine  Congruenz 
5n^*^  Grades,  eine  Regel  fläche  5n*^  Grades  erzeugen. 
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Die  Regelfläche  5.  Grades  und  die  Gongruenz  3.  Grades  der  Strah- 
len l,  deren  Polaren  V  ein  Strahlenbüschel,  bezw.  ein  Strahlennetz 
erfüllen,  haben  (I,  Nr.  205)  15  Schnittstrahlen. 

Die  Gongruenz  8«  Grades  der  Schmiegungsstrahlen  von  q^  oder 
der  Polaren  der  singulären  Strahlen  von  C^  hat  mit  dem  Strahlen- 
büschel 8  Gerade  gemein;  einem  jeden  entspricht  ein  Schmiegungs- 
strahlen- oder  Polarenbüschel,  der  mit  dem  Netze  einen  Strahl  ge- 
meinsam hat.  Somit  haben  wir  unter  den  15  Strahlen  8  singulare 
Strahlen  von  C,  von  denen  eine  der  oo^  Polaren  im  Büschel,  eine 
andere  im  Netz  sich  befindet.  Die  7  übrigen  haben  den  gemeinsamen 
Strahl  beider  zur  Polare. 

Zu  dem  Strahle  V  von  F  giebt  es  7  Strahlen  l,  deren  Polare  in 
Bezug  auf  O  er  ist. 
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590  Die  Begelfläche  4.  Grades  q*'  mit  zwei  doppelten  Leitgeraden  u,  v,*) 

mit  der  wir  uns  schon  in  I,  Nr.  40  und  dann  wiederum  in  II,  Nr.  416, 
417  beschäftigt  haben,  müssen  wir  noch  eingehender  betrachten. 

Jede  Regelschaar  q^  welche  durch  2  Erzeugende  A,  h^  von  q^  geht 
und  die  Leitgeraden  u,  t;  in  ihrer  Lei  tschaar  hat,  schneidet  noch  zwei 
andere  Erzeugende  Z,  \  aus;  denn  die  Erzeugende  von  ^*,  welche  durch 
einen  Punkt  des  weiteren  Schnitts  2.  Ordnung  mit  der  Trägerfläche 
von  Q  geht,  trifft  letztere  dreimal  und  ist  eine  Gerade  von  p. 

Die  oo^  möglichen  q  geben  oo^  solche  Dupel  11^  (Nr.  554),  und 
jede  Erzeugende  von  q^  gehört  zu  einem. 

Nennen  wir  dies  System  von  Dupeln  Involution  wegen  der  gegen- 
seitig eindeutigen  und  gleichartigen  Bestimmung  jeder  der  beiden  Ge- 
raden eines  Dupels  durch  die  andere,  erinnern  uns  aber,  dass  der  Träger 
dieser  Involution  nicht  vom  Geschlechte  0  ist  und  dass  daher  die  Sätze 
der  gemeinen  Involution  nicht  gelten:  wir  werden  z.  B.  bald  finden, 
dass  sie  nicht  2,  sondern  4  Doppelstrahlen  hat.**) 

Jede  derartige  Involution  auf  q^  ist  mit  einer  andern  verbunden. 


*)  Unter  „Begelflftche  4.  Grades"  ist  künftighin ,  wenn  nichts  anderes  gesagt 
wird,  diese  gemeint. 

*^  üeber  eindeutige  Beziehongen,  insbesondere  Involutionen  anf  Trägern  vom 
Geschlechte  1  vergl.  man  verschiedene  Abhandinngen  von  Em.  Weyr  in  den  Wie- 
ner SitzQDgsberichten,  insbes.  Bd.  87  (1888)  S.  887:  üeber  eindeutige  Beziehungen 
auf  einer  allgemeinen  ebenen  Cnrve  S.  Ordnung;  femer  Bd.  88,  90,  96—101;  so* 
wie  Kap  per  in  den  Prager  Abhandlungen  von  1893. 
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Ersetzt  man  nämlich  h\  durch  ein  Dupel  unserer  Involution,  so  er- 
giebt  sich  eine  zweite  Involution,  von  der  ofifenbar  hh^  ein  Dupel  ist. 
Diese  kann  ebenso  gut  aus  jedem  andern  Dupel  der  ersten  Involution 
abgeleitet  werden.  Dazu  haben  wir  zu  beweisen,  dass,  wenn  hhilliy 
h\Xliy  ll^h'h^  je  in  einer  Begelschaar  sich  befinden,  dies  auch  für 
Ä'Ä/rz;  gilt 

Zu  dem  Ende  schneiden  wir  die  Regelfiäche  q^  mit  einer  Berüh- 
rungsebene r;  die  Curve  3.  Ordnung  C^  in  derselben  tri£Et  die  ergän- 
zende Erzeugende  g^  im  Berührungspunkte  T  und  auf  u,  t;  in  U,  V. 
Die  Spuren  der  8  obigen  Erzeugenden  in  r  bezeichnen  wir  mit  H, 
...i/.  Dann  liegen  UV HH^LI^y  ÜVHH^L'L,',  UVBH^LL^]^ 
auf  einem  Kegelschnitte;  LL^  und  L' L^  haben  den  nämlichen  dritten 
Schnitt  mit  C,  den  Gegenpunkt  fi  zu  ÜVHHi,  ebenso  SHi,  H' H^ 
denselben  dritten  Schnitt  $,  den  Gegenpunkt  zu  UVLLi.  Ferner 
liegen  $,  S  mit  T,  dem  dritten  Schnitte  von  {TT,  in  gerader  Linie, 
da  IJV HHiLLi  auf  demselben  Kegelschnitte  gelegen  sind.  Daraus 
folgt,  dass  UVH'H^L'L^'  auf  einem  Kegelschnitte  liegen  und  daher 
h'h^Vl^  auf  der  Fläche  2.  Grades  sich  befinden,  die  diesen  Kegel- 
schnitt mit  u,  V  verbindet,  und  zwar  in  der  andern  Schaar  als  u,  v. 

Die  weiteren  Strahlen  in  %  durch  ^  gehen  durch  die  Spuren  der 
Dupel  der  h- Involution  In  und  die  durch  fi  durch  die  Spuren  der  Dupd 
der  l' Involution  Ii.*) 

Die  Tangenten  aus  ^,  bezw.  S  an  C^  geben  in  jeder  der  beiden 
verbundenen  Involutionen  die  4  Dupel  mit  vereinigten  Geraden  oder 
die  vier  Doppelstrahlen.**) 

Drehen  wir  T^fi  um  T  in  r,  so  erhalten  wir  oo^  Paare  solcher 
verbundenen  Involutionen  /&,  /<;  die  4  Tangenten  an  C^  aus  T  liefern 
uns  4  Paare,  deren  beide  Involutionen  in  eine  zusammengefallen  sind; 
so  dass  bei  einer  von  diesen  4  Involutionen  jede  zwei  Dupel  derselben 
Begelschaar  angehören. 

*)  Betrachten  wir  die  Involntion,  welche  durch  eine  solche  von  if*  getragene 
Involution  auf  einem  beliebigen  ebenen  Schnitte  C*  hervorgerufen  wird,  so  haben 
wir  es  mit  der  Correspondenz-Formel  von  Cayley-Brill  (Brill,  Math.  Annalen 
Bd.  7  S.  607)  zu  thun.  Für  diese  Involution  ist  xaX>i-l,  p— 1;  y*"l*  denn 
der  sn  einem  Punkte  X  gepaarte  Punkt  wird  durch  einen  Kegelschnitt  einge- 
Bobnitten,  der  durch  die  beiden  Doppelpunkte,  zwei  andere  feste  Punkte  der  C* 
und  den  X  selbst  geht;  also  ist  dieser  nach  BrilTs  Bezeichnung  ein  einwerthiger 
Schnittpunkt;  ond  die  Correspondenz-Formel  (S.  611)  giebt:  P  —  x  -^  X  -j-  ^PY  "-  ^ 
Coincidenzen.  Ein  Strahlenbüschel  schneidet  in  C*  eine  Correspondenz,  für  welche 
X  «X'o-S;  y'«"l;  beide  Correspondenzen  sind  symmetrisch;  also  ist  die  Zahl 
der  gemeinsamen  Paare:  {(fptp)  csi,%x — pyy  ^»2  (Brill  S.  61l).  Diese  2  ge- 
meinsamen Paare  bedeuten,  dass  die  Verbindnogslinien  der  gepaarten  Paukte  der 
ersten  Correspondenz  oder  Involution  einen  Kegelschnitt  umhüllen. 

**)  Vergl.  auch  Weiler,  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  Jg.  27  S.  261. 
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Ferner  haben  wir  eine  Lage  von  T$S,  bei  welcher  ^  in  U,  2 
in  V  fallt.  Die  beiden  Erzeugenden  von  q\  deren  t- Spuren  in  gerader 
Linie  mit  U  liegen,  liegen  in  einer  Ebene  durch  u  und  schneiden  sich 
auf  t;.  So  erhalten  wir  lauter  Dupel,  deren  Gerade  sich  auf  u  schnei- 
den, und  im  andern  Falle  lauter  Dupel,  bei  denen  der  Schnittpunkt 
auf  V  liegt.     Also: 

Auf  einer  Begelfläche  4.  Grades  L  Art  giebt  es  oo*  Paare  verbun- 
dener Involutionen  hj  Ii.  Jede  aum  Erzeugende  legen  zwei  so  verbundene 
Involutionen  fest,  in  deren  einer  sie  ein  Dupel  bilden. 

Zwei  Dupel  aus  verbundenen  Involutionen  befinden  sich  stets  in  der 
nämlichen  Begelschaar. 

Jede  dieser  Involutionen  hat  4  Doppdstrahlen. 

Es  giebt  4  Involutionen  ^  welche  mit  den  verbundenen  identisch  sind, 
so  dass  zwei  Dupel  einer  von  diesen  Involutionen  si(^  immer  in  der* 
selben  Begelschaar  befinden. 

Femer  haben  unr  noch  ein  anderes  ausgezeichnetes  Paar  verbundener 
Involutionen:  die  Dupel  der  einen  bestehen  aus  den  je  von  demselben 
Punkte  von  u  ausgehenden  (oder  in  derselben  Ebene  von  v  gelegenen), 
die  der  andern  aus  den  je  von  demselben  Punkte  von  v  ausgeher^en  Er- 
zeugenden. Die  verbindenden  Regeischaaren  sind  in  diesem  Falle  durch- 
weg Büschelpaare. 

In  den  andern  Involutionen  bestehen  die  Dupel  durchweg  aus  wind- 
schiefen Geraden. 

591  Nehmen  wir  an,  die  Correspondenz  [2,  2],  welche  durch  den  Er- 

zeugenden  einer  Begelfläche  q^  auf  den  beiden  Leitgeraden  u,  v  entsteht, 
sei  eine  Prqjectivität  zweier  Involutionen;  dann  bilden  die  Erzeugenden 
oo^  Vierseite,  und  nach  dem  Satze  von  I  Nr.  17  tritt  dieser  Fall  ein, 
wenn  ein  solches  Viereck  vorhanden  ist.  Auf  der  Curve  C*  in  einer 
Tangential^ne  r  entstehen  durch  die  Spuren  dieser  Vierseite  Vierecke, 
deren  abwechselnde  Seiten  durch  die  Punkte  U,  V  gehen,  in  denen  die  in 
T  befindliche  Erzeugende  g^  sich  auf  u  und  v  stützt,  also  Steiner' sehe 
Vierecke  (I,  Nr.  31).  Betrachten  wir  z,  B.  dasjenige  Vierseit,  zu  wel- 
chem die  eben  genannte  Erzeugende  gehört,  so  ergiebt  sich,  wie  wir 
wissen,  im  Continuum  der  Spurpunkte  der  Erzeugenden  als  Sparpunkt 
der  g^  der  BerQhrungspunkt  T  von  r;  die  der  benachbarten  Seiten  im 
Yierseit  sind  U,  V,  so  dass  zwei  Seiten  des  auf  C^  befindlichen  Vier- 
ecks in  g^  zusammenfallen;  die  beiden  andern  fallen  in  die  g^  nicht 
enthaltenden  Berühmngsebenen  von  U  und  V  und  sind  die  Tangenten 
der  C  in  diesen  Punkten;  der  vierte  Eckpunkt  ist  der  Schnitt  dieser 
Tangenten,  so  dass,  weil  derselbe  auf  C^  liegt,  U  und  V  sich  als  con- 
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jugirt  in  dem  eiDen  Systeme  conjagirter  Punkte  herausstellen.  Einer 
Curve  C*  lassen  sich  also  für  zwei  Punkte  J7,  V  Stein  er' sehe  Vier- 
ecke einbeschreiben,  wenn  diese  beiden  Punkte  denselben  Tangential- 
punkt  W  haben  oder  wenn  sie  in  dem  einen  Systeme  conjugirter  Punkte 
conjugirt  sind;*)  nennen  wir  dieses  System  (&,  F).  Auch  aus  dem  in 
I,  Nr.  31  angegebenen  Kennzeichen  ergiebt  sich  dies,  denn  dasselbe 
lautet  für  n  «»  2,  dass  die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte 
zweier  Tangenten  aus  U  durch  V  geht,  d.  h.  dass  Uy  V  in  demselben 
Systeme  conjugirt  sind  wie  diese  Berührungspunkte. 

Nun  ist  ja  bekannt,  dass  C^  durch  projective  Strahleninvolutionen 
in  halbperspectiver  Lage  erzeugt  werden  kann,  deren  Scheitel  in  con- 
jugirten  Punkten  liegen,  und  jede  zwei  entsprechenden  Paare  führen 
zu  einem  Steiner'schen  Vierecke  ÄiBiÄ^B^]  dann  sind  die  Gegen- 
ecken A^y  A^]  B^y  B^  wiederum  conjugirt  im  Systeme  {U,  F).  Die 
Punkte  nämlich,  welche  den  3  in  gerader  Linie  gelegenen  Punkten  Uy 
Äiy  Bi  conjugirt  sind,  sind  V  und  die  dritten  Schnitte  von  VB^  VA^y 
also  Aiy  B^. 

Wir  wollen  ein  solches  Viereck  aufsuchen,  dessen  Diaganalpunkt 
(A^A^y  B^B^)  auf  der  Curve  liegt;  wenn  A^A^y  B^B^  denselben 
dritten  Schnitt  haben,  dann  ist  der  gemeinsame  Tangentialpunkt  von 
A^y  A^  identisch  mit  dem  von  B^y  B^y  nämlich  der  Punkt,  der  zu 
dem  dritten  Schnitte  in  (JJ^V)  conjugirt  ist.  Die  Tangentialpunkte 
von  JJy  A^y  Bi  liegen  in  gerader  Linie,  also  muss  der  gemeinsame 
Tangentialpunkt  von  A^y  B^y  A^y  B^  einer  der  Berührungspunkte  ZTy  V 
der  dritten  und  vierten  Tangente  aus  W  sein,  und  da  diese  auch  in 
{UyV)  conjugirt  sind,  so  ist  der  andere  je  der  gesuchte  Diagonalpunkt, 
und  wir  haben  0wei  solche  Vierecke.  Als  Punkte,  welche  den  gemein- 
samen Tangentialpunkt  W  haben,  liegen  sie  in  gerader  Linie  mit  dessen 
conjugirtem  Punkte  T;  folglich  sind  sie  auf  einem  Strahle  durch  T 
die  Punkte  ^  und  S.  Daher  haben  wir  auf  unserer  Begelfläche  zwei 
verbundene  Involutionen  von  der  Arty  dass  für  die  eine  die  Gegen- 
seiten des  einen  der  beiden  Vierseite  auf  der  FlächCy  die  in  jenen  Vier- 
ecken ihre  Spuren  haberiy  zwei  Dupd  liefemy  in  der  andern  die  des 
zweiten. 

Es  sei  mnm'n  das  eine  der  beiden  Vierseite;  mny  mn  ist  ein 
Bfischelpaar,  dessen  sämmtliche  Strahlen  die  u  und  t;  treffen;  also 
muss  es  die  Fläche  in  einem  Dupel  der  andern  Involution  treffen; 
beide  Büschel  aber  schneiden  in  n. 


*)  Hinsichtlieh  dieser  Systeme  conjagirter  Punkte  sehe  man  z.B.  SchrOter'B 
Theorie  der  ebenen  Curven  8.  Ordnung  §  1,  2,  3,  8,  15,  und  wegen  der  Steiner- 
schen  Vierecke  §  81,  insbes.  S.  264. 
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Während  die  Gegenseiten  eines  der  beiden  Vierseite  ztcei  Dapel  der 
einen  Involution  bilden^  sind  die  vier  einzelnen  Seiten  die  Doppelstrdhlen 
der  verbundenen  Involution.*) 

592  Besitzt  q\  wiederum  durch  eine  allgemeiue  CorreBpondeuz  [2,  2] 
zwischen  u,  v  erzeugt;  eine  doppelte  Erzeugende  d,  so  empfiehlt  es  sich^ 
die  Spuren  Im,  II  der  Involutionen  Ik,  Ii,  welche  dann  gemeine  In- 
volutionen sind,  lieber  auf  einem  der  Kegelschnitte  K  zu  betrachten, 
in  denen  die  Ebenen  durch  d  die  Fläche  schneiden.  Ein  solcher  K 
treffe  d  in  M,  M^. 

Die  4  Spuren  H,  H^,  L,  L^  von  h^  h^^  l,  l^  liegen  mit  den  Punk- 
ten Uy  Fy  in  denen  d  die  Leitgeraden  u,  v  schneidet,  auf  einem  Kegel- 
schnitte; halten  wir  ZL^  fest,  so  entsteht  ein  Kegelschnitt -Büschel 
{LLJJV)f  welcher  in  K  die  Ih  einschneidet;  zu  ihr  gehört,  von  dem 
Paare  {LL^^  UV)  herrührend ^  das  Paar  MM^.  Dies  bedeutet,  dass 
in  d  zwei  Gerade  eines  Dupels  der  7«  und  so  einer  jeden  der  Involutionen 
zusammenfallen.  Andererseits  erkennen  wir,  dass  das  Centrum  $  der 
Involution  Ie  auf  d  liegt,  und  ebenso  das  Centrum  S  von  7x«  Der 
Büschel  (HHiLLj)  aber  lehrt,  dass  diese  beiden  zu  verbundenen  In- 
volutionen Ikf  Ii  gehörigen  Punkte  $,  fi  ein  Paar  in  der  Involution 
{ÜVy  MMj)  auf  d  bilden;  woraus  sich  eine  einfache  HersfeUungsweise 
verbundener  Involutionen  in  diesem  FaUe  ergiebt**) 

Nehmen  wir  nun  wieder  den  vorigen  Fall  einer  durch  zwei  pro- 
jective  Involutionen  auf  u,  v  erzeugten  Regelfläche,  in  welchem  dann 
die  doppelte  Erzeugende  d  zwei  Doppelpunkte  verbindet;  so  fallen  in 
sie  die  Seiten  des  einen  wie  des  andern  ausgezeichneten  Yierseits  zu- 
sammen. 

593  Untersuchen  wir,  zum  allgemeinen  Falle  zurückkehrend,  das  Sy- 
stem  der  Trägerflächen   der   oo^    verbindenden  Regeischaaren   zweier 


*)  Vergl.  Montesano,  Su  alcuni  complesBi  di  rette  —  Battaglini,  Rendi- 
conti  deir  Accademia  delle  Scienze  Fis.  e  Nai  di  Napoli,  Augost  1886.  —  Dort 
bemerkt  schon  Monte sano,  dass  sowohl  Weiler  (Math.  Annalen  Bd.  7  S.  158),  als 
anch  Segre  nnd  Loria  (ebenda  Bd.  28  S.  224,  226)  irrthümlich  die  Cuspidal- 
punkte  auf  jeder  der  beiden  Leitgeraden  dieser  Regelfl&che  za  je  zweien  zusam- 
menfallen lassen.  Cuspidalpnnkte  sind  aber  die  4  Pankte  der  beiden  Paare  der 
Involution  auf  der  betreffenden  Leitgeraden,  welche  den  Paaren  mit  vereinigten 
Punkten  der  andern  Involution  in  der  Projectiyität  entsprechen;  die  Torsallinien 
oder  Cuspidal-Erzeugenden  freilich  haben  die  besondere  Eigenschafb,  dass  sie  zu 
je  zweien  auf  der  andern  Leitgeraden  sich  schneiden,  in  dem  einen  und  dem  an- 
dern Doppelpunkte  von  deren  Involution,  wodurch  Yierseite  entstehen,  bei  denen 
2  Gegenecken  sich  vereinigt  haben. 
••)  Weiler  a.  S.  107  a.  0.  S.  266. 
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▼erbondener  Involutiosen.  VereinfacheD  wir  es  auf  ein  einfach  unend- 
licheS;  indem  wir  noch  die  Bedingung  des  Hindurchgehens  durch  einen 
Punkt  hinzufügen,  oder  was  hier  dasselbe  ist,  da  alle  diese  Regel- 
schaaren  im  Strahlennetze  [u,  v]  liegen,  die  Bedingung  des  Hindurch- 
gehens der  Fläche  und  der  Regelschaar  durch  einen  gegebenen  Strahl 
g  dieses  Netzes.  Die  Regeischaaren  verbinden  dann  diesen  mit  den 
verschiedenen  Dupeln  der  einen  Involution  Ik  und  gehen  von  selbst 
je  durch  einen  Dupel  der  andern.  Keine  von  diesen  Regeischaaren 
kann  ein  Kegel  oder  Kegelschnitt  werden,  da  die  Dupelgeraden  stets 
windschief  sind.  Ein  Zerfallen  der  Regelschaar  in  ein  Büschelpaar 
(und  der  Trägerfläche  in  ein  Ebenen-Punkte-Paar)  tritt  4  mal  ein,  näm- 
lich bei  den  Dupeln  von  Ih,  deren  eine  Gerade  die  g  auf  u  oder  v 
tri£Pt.    Somit  haben  wir  in  den  Formeln  3)  von  I,  Nr.  20: 

9  «=»%«»=  0,    ^  a=s  4,      also:      (x  «=  (>  =  2,    i;b=4; 

^  =  ^  =  2  aber  sagt  aus,  dass  2  von  den  Regeischaaren  noch  durch 
eine  zweite  Qerade  g'  von  [u,  v]  geht  (einen  Punkt  derselben  enthält 
oder  eine  Ebene  durch  sie  berührt). 

Die  oo^  verbindenden  Regeischaaren  zweier  verbundener  Involu- 
tionen  von  q*'  sind  so  vertheilt,  dass  2  von  ihnen  durch  2  gegebene 
Strahlen  des  Netzes  [u,  i;]  gehen.     Oder: 

Von  den  Dupeln  einer  Involution  von  g*'  sind  2  mit  zwei  gegebenen 
Strahlen  des  Netzes  [u,  v]  durch  BegeUchaaren  verbunden*) 

Die  vorausgehenden  Sätze  aber  können  wir,  vermittelst  einer  Ab-  594 
bildung,  in  uns  vertrautere  überführen.  Wir  benutzen  die  collineare 
Abbildung  eines  Strahlennetzes  in  eine  Fläche  2.  Grades  %'  (I,  Nr.  96), 
bei  welcher  die  oo^  Regeischaaren  des  Netzes  übergehen  in  die  oo^ 
Kegelschnitte  von  %\  Die  Regelfläche  q^  transformirt  sich,  wenn  [ie,  v] 
das  abgebildete  Netz  ist,  in  eine  Raumcurve  4.  Ordnung  I.  Art,  zwei 
verbundene  Involutionen  in  die  „verbundenen  Involutionen",  welche  auf 
die^  Curve  durch  die  beiden  Regeischaaren  einer  durch  sie  gehenden 
Fläche  2.  Grades  f'^  entstehen;  jede  dieser  Involutionen  hat  4  Doppel- 
punkte, weil   die   betrefl^ende  Regelschaar  4  Tangenten   enthält;   die 


*)  Wir  können  auch  wiederom  in  der  Berfihrungsebene  t  arbeiten:  ^  sei  der 
der  Involution  Ih  zugehörige  Punkt  aaf  C,  (r,  G'  die  Spuren  von  g^  g\  bo  kommt 
es  darauf  an,  wie  oft  U^V^  G,  G'  mit  den  mit  ^  in  gerader  Linie  liegenden  Spuren 
JET,  H^  eines  Dnpels  h\  von  Ja  auf  einem  Eegelschnitte  liegen;  denn  dieser  fQhrt 
dann  mit  u,  v  als  Leitgeraden  zu  einer  Regelschaar,  welche  %,  ^,  p,  g'  enthält. 
Aber  die  Eegelschnitte  durch  ü^  F,  (r,  G'  schneiden  in  C^  eine  symmetrische 
Correspondenz  ein,  für  die  ebenfalls  x'»X'>i-d,  y'=  1,  und  diese  hat  also  auch 
mit  der  Correspondenz  der  H,  IT^  2  Paare  gemein. 
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yerbindenden  Regeischaaren  der  beiden  Inyolutionen  bilden  sich  in  die 
Kegelschnitte  von  ^'  in  den  Berührungsebenen  der  f^  ab,  und  da 
durch  zwei  Punkte  von  %'  2  von  ihnen  gehen  ^  so  sehen  wir^  dass  mit 
zwei  Geraden  des  Netzes  stets  zwei  Dupel  einer  Involution  je  durch 
eine  Regelschaar  verbunden  sind. 

Die  4  sieh  selbst  verbundenen  Involutionen  rühren  von  den  4  Ke- 
geln des  Flächenbüschels  her;  die  Fläche  %'  selbst,  deren  Begelschaaren 
ja  die  Bilder  der  beiden  Schaaren  von  Strahlenbüscheln  im  Netze  sind^ 
führt  zu  den  Involutionen,  deren  Dupel  ans  sich  schneidenden  Geraden 
bestehen. 

595  Wenn  man  eu  den  leiden  Strahlen  eines  jeden  Dupels  einer  von  den 
Involutionen  I  die  gepaarten  in  einer  andern  Iq  stAcht^  so  erhält  man  die 
Dupd  einer  dritten  Involution  F.  Es  seien  ^  und  ^^  die  Punkte  auf 
der  Curve  C  einer  Berührungsebene  r,  welche  zu  den  beiden  ersten 
Involutionen  führen,  und  ^^  der  Tangentialpunkt  von  ^q,  so  giebt  der 
dritte  Schnitt  von  ^^^  den  Punkt  ^\  der  zu  I'  führt;  denn  liegen 
z.  B.  Hy  H^  mit  $  in  gerader  Linie,  so  liegen  die  dritten  Schnitte  von 
^qHj  $0-^1  ^^  $'  ^  gerader  Linie. 

Da  es  zu  ^^  4  Berührungspunkte  giebt,  so  giAt  es  zu  zwei  In- 
volutionen /,  r  stets  4  Involutionen  Iq,  welche  jede  von  ihnen  in  die 
andere  überführen. 

Wenn  I  und  I'  zwei  verbundene  Involutionen  Ik  und  Ii  sind,  also 
^'^&,  so  kommt  ^^  in  T  zu  liegen  und  ^q  in  einen  Punkt  $, 
der  sich  mit  dem  verbundenen  S  vereinigt. 

Zwei  verbundene  Involutionen  werden  durch  eine  jede  der  sich  selbst 
verbundenen  Involutionen  in  einander  übergeführt. 

596  Die  Berührungspunkte  ^j,  ^^,  ^3,  ^^  der  4  Tangenten  aus  einem 
der  vier  ^q  (=  Sq)  an  C  sind  die  Spuren  der  4  sich  selbst  entspre- 
chenden Strahlen  /^i,  . .  .1)4  der  sich  selbst  verbundenen  Involution  Iq. 
Diese  4  Strahlen  befinden  sich  in  einer  Regelschaar  sr^;  in  der  That, 
die  erste  Polare  von  ^^  in  Bezug  auf  C^  geht  durch  die  4  Punkte  $ 
und  berührt  in  $0,  also  ist  T  der  Gegenpunkt  der  $;  und  da  die 
beiden  Spuren  der  Leitgeraden  te,  v  mit  T  in  gerader  Linie  liegen,  so 
geht  ein  Kegelschnitt  durch  die  ^  und  diese  beiden  Spuren,  und  folg- 
lich befinden  sich  die  Geraden  p  in  der  Regelschaar,  die  sich  auf  u,  v 
und  diesen  Kegelschnitt  stützt 

Die  vier  Doppelstrahlen  jeder  der  vier  sich  selbst  verbundenen  In- 
volutionen liegen  in  einer  Regelschaar. 

Der  Ort  der  Doppelpunkte  der  Involutionen,  in  denen  der  Kegel- 
schnitt-Büschel (^)  die  Strahlen  des  Büschels  ^q  schneidet,  ist.  be- 
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kanntlich  eine  Curye  3.  Ordnung,  zugleich  der  Ort  der  BerühruDgs- 
punkte  der  Tangenten  aus  ^q  an  die  Kegelschnitte  von  ($),  die  Pam- 
polare  von  ^q  in  Bezug  auf  ($).     Man   erkennt  sofort ,   dass   er   die 

Geraden  $o¥<  ^^^  $o^  ^  ^^^  $<  ^^^  ^  $o  berührt,  also  ist  er  mit 
unserer  Curve  C^  identisch.  Daher  sind  die  Schnitte  einer  Geraden 
durch  ^Q  mit  C^,  d.  h.  die  Spuren  zweier  gepaarter  Geraden  von  Iq, 
auch  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  tx^  conjugirt. 

Jede  Berührungsebene  von  q*'  tri£Ft  zwei  gepaarte  Geraden  von 
Iq  in  Punkten,  die  in  Bezug  auf  die  Trägerfläche  (tCq)  von  Jt^  conjugirt 
sind,  und  da  man  beliebige  zwei  Punkte  der  Geraden  durch  eine  Be- 
rührungsebene verbinden  kann,  so  folgt,  dass  die  beiden  Geraden  in 
Bezug  auf  die  genannte  Trägerfläche  polar  sind. 

Wir  haben  auf  diese  Weise  in  dem  Strahlennetze  [m,  v],  in  welchem 
Q*'  enthalten  ist,  4  Regeischaaren  gefunden,  in  Bemg  auf  deren  Träger- 
flächen polarisirt  die  Regelfläche  in  sich  selbst  übergeht  und  zwar  so,  dass 
entsprechende  Geraden  gepaart  sind  in  einer  der  4  sich  selbst  verbundenen 
Involutionen;  die  Doppelstrahlen  dieser  Involution  gehören  der  betreffenden 
Regelschaar  an. 

Nennen  wir  sie  die  Fundamental -Regeischaaren  und  -Flächen  der 
Regelfläche. 

Da  Doppelstrahl  in  Doppelstrahl  übergehen  muss,  so  bilden  die 
Doppelstrahlen  einer  sich  selbst  verbundenen  Involutioti  in  den  drei  andern 
je  2  Faare  in  den  3  verschiedenen  Anordnungen. 

Die  Polarisirung  in  Bezug  auf  die  Trägerfläche  einer  Regelschaar 
kann  man,  wenn  es  sich  nur  um  die  Transformation  eines  durch  die 
Schaar  gehenden  Strahlennetzes  handelt,  auch  folgendermassen  aus- 
sprechen: Durch  einen  Strahl  g  des  Netzes  gehen  2  Strahlenbüschel 
aus  verschiedenen  Schaaren  desselben,  jeder  von  ihnen  hat  mit  der 
Regelschaar  eine  Gerade  gemein  und  die  zweiten  Büschel  des  Netzes, 
welche  durch  diese  Geraden  r,  s  gehen  und  auch  zu  verschiedenen 
Schaaren  gehören,  schneiden  sich  in  der  g  entsprechenden  Geraden  ^'; 
in  der  That,  g  und  g'  sind  die  Diagonalen  des  auf  der  Trägerfläche 
der  Regelschaar  gelegenen  Yierseits  urvs  und  also  polar  in  Bezug  auf 
dieselbe;   mithin:  * 

Zwei  in  Bezug  auf  eine  Fläche  2.  Grades  polare  Geraden  sind 
mit  jeder  der  beiden  Regeischaaren  derselben  durch  ein  Strahlennetz  ver- 
bunden. 

Daraus  folgt  weiter,  dass  zwei  Paare  von  Polaren  der  Fläche  mit 
jeder  der  beiden  Regelsdumren  durch  ein  Gewinde  verbunden  sind;  denn 
das  Gewinde  durch  das  zu  dem  einen  Paare  gehörige  Strahlennetz  und 
eine  Gerade  des  andern  Paars  enthält  das  ganze  zu  dem  andern  Paare 

Sturnii  Liniengeometrie.    III.  8 
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gehörige  Netz  dnrch  die  nämliche  Regelschaar,  weil  eine  Gerade  und 
eine  Begelschaar  von  ihm. 

Diese  Strahlennetze  und  Gewinde  gehen  darch  die  Polarisirung 
in  Bezog  auf  (jrt^  in  sich  selber  über,  also  auch  das  Strahlennetz^  in 
dem  die  beiden  Gewinde  sich  schneiden;  d.  h.  die  beiden  Leitgeraden 
gehen,  da  sie  nicht  auf  (pt^  liegen  und  also  nicht  in  sich  selbst  über- 
gehen können,  in  einander  über;  und  wir  erhalten  so  den  bekann- 
ten Satz: 

Die  beiden  TrefFgeraden  von  2  Paaren  Polaren  einer  Fläche 
2.  Grades  sind  selbst  polar. 

597  Die  Polarisirung  in  Bezug  auf  eine  der  Flächen  {tCq)  führt  q*'  in 

sich  selbst  über  und  daher  jede  der  Involutionen  I  dieser  Fläche  in 
eine  andere.  Es  sei  xXi  ein  Dupel  einer  Involution,  die  Polaren  in 
Bezug  auf  (ar^)  seien  x^  rr/;  so  sind,  wie  wir  eben  fanden,  diese  4 
Geraden  mit  jeder  der  beiden  Regeischaaren  von  (tCq)  durch  ein  Ge- 
winde verbunden;  dasjenige  Gewinde,  das  die  Lei  tschaar  von  n^  ent- 
hält, geht  durch  u,  v  und  also  nicht  durch  [u,  vj;  folglich  befinden 
sich  X,  x^,  x\  Xi  in  der  Regelschaar,  in  der  es  sich  mit  dem  Netze 
[u,  v]  schneidet;  d.  h.  x\  x^  bilden  ein  Paar  der  verbundenen  Involution« 

Durch  die  Polarisirung  in  Bezug  auf  jede  dieser  vier  Fundamental- 
Flachen  (Xq)  geht  jede  der  Involutionen  von  q*'  in  die  verbundene  über, 
jede  der  4  sich  selbst  verbundenen  also,  wie  wir  schon  wissen,  in  sich 
selbst«  Daher  geht  auch  jede  der  3  andern  Flachere  (tCq)  in  sich  selbst  über. 

Jede  der  4  Fundamental-Flachen  einer  Regelfläche  4.  Grades  ist 
zu  sich  selbst  polar  in  Bezug  auf  die  3  andern«  Also  sind  je  zwei 
von  ihnen  harmonisch  zugeordnet  mit  Yierseits- Durchschnitt  *),  wie 
sowohl  daraus  folgt,  dass  die  einen  Regeischaaren  (und  also  auch  die 
andern)  in  demselben  Strahlennetze  sich  befinden,  als  auch  daraus, 
dass  jede  Regelschaar  der  einen  Fläche  durch  das  Polarsystem  der 
andern  in  sich  selbst  übergeht. 

Somit  sind  die  beiden  Flächen  harmonisch  zu  den  beiden  Ebenen- 
Paaren  ihres  Büschels  und  werden  von  allen  Strahlen,  welche  beide 
Diagonalen  ihres  Durchschnitts-Yierseits  treffen^  harmonisch  geschnitten. 

Folglich  sind  je  zwei  von  den  4  Begelschaaren  n^  in  Involution 
(Nr.  554)  und  demnach  werden  sie  in  [m,  v]  durch  4  Gewinde  H, .. .  •  F^^ 
eingeschnitten  j  welche  zu  einander  und  zu  sämmUichen  Gewinden  durch 
[u,  v]  in  Involution  sind. 


*)  Mathem.  Acnalen  Bd.  26  S.  478,  480. 
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Das  Polarsystem  einer  in  [u,  v]  enthaltenen  Regelschaar  st^  welches 
Q*'  in  sich  selbst  transformirt,  führt,  wie  wir  eben  sahen ,  eine  jede 
von  den  Involutionen  der  q^  in  die  verbundene  über,  jede  der  4  sich 
selbst  verbundenen  Iq  in  sich  selber.  Es  sei  p  eine  der  4  Geraden, 
welche  n  (oder  ein  durch  sie  gehendes  Gewinde,  dessen  Schnitt  mit 
[n,  v]  die  n  ist)  mit  gl^  gemeinsam  hat,  p,  ihr  in  einer  7^  gepaart,  p^' 
wiederum  zu  jp^  in  Bezug  auf  (tc)  polar;  dann  sind  pp^^  und  pp^  zwei 
Dupel  von  Iq,  also,  da  kein  Strahl  zu  zwei  Dupeln  von  Iq  gehört, 
Pi  mit  p^  identisch;  d.  h.  p^  ist  ein  zweiter  gemeinsamer  Strahl  von 
Qt^  und  3r.  Demnach  bilden  die  4  gemeinsamen  Strahlen  in  drei  von 
den  sich  selbstverbundenen  Involutionen  zwei  Dupel,  in  der  vierten 
sind  sie  die  Doppelstrahlen. 

Und  die  Fundamental- Regeischaaren  %q  sind  die  einzigen  in  [ie,  v], 
deren  Polarsysteme  q^  in  sidi  selbst  transformiren. 

In  der  Abbildung  von  Nr.  594  entsprechen  den  Regeischaaren  n^ 
die  Kegelschnitte  auf  der  Fläche  %\  die  in  den  Ebenen  des  gemein- 
samen Polartetraeders  des  Büschels  durch  die  Raumcurve  4.  Ordnung 
liegen,  in  welche  die  q^  übergeht.  Der  Transformation  des  Netzes 
[u,  t;]  in  sich  selbst  durch  die  Polarisirung  in  Bezug  auf  eine  (sr^) 
entspricht,  wie  die  Umformung  in  Nr.  596  zeigt,  die  Transformation 
der  ($'  in  sich  selbst  durch  die  harmonische  oder  involutorische  Ho- 
mologie, welche  zu  einer  Ecke  und  der  Gegenebene  des  erwähnten 
Tetraeders  gehört;  verbundene  Involutionen  auf  der  Raumcurve  4.  Ord- 
nung fuhrt  diese  Homologie  ersichtlich  in  einander  über,  weil  durch 
sie  alle  Flächen  des  Büschels  in  sich  selbst  übergehen  und  zwar  je 
die  eine  Regelschaar  in  die  andere.  Die  Kegelschnitte  der  %'  in  den 
Ebenen  des  Tetraeders  sind  auch  sich  selbst  entsprechend. 

Ein  Doppelstrahl  einer  Involution  und  einer  aus  der  verbundenen  598 
repräsentiren  zweimal  zwei  unendlich  nahe  Geraden  einer  Regelschaar; 
die  verbundene  Regelschaar  besteht  dann  aus  lauter  Doppeltangenten  von 
Q*,  die  auf  jenen  beiden  Geraden  berühren«  Die  erste  Regelschaar 
befindet  sich  im  Strahlennetze  [u,  v],  folglich  ist  jedes  Gewinde,  das 
durch  die  zweite  Regelschaar  geht,  zu  dem  Büschel  durch  [u,  t;]  in 
Involution,  insbesondere  also  das  Gewinde  J^,  in  welchem  die  Doppel- 
tangenten-Congruenz  Ca^  von  q^  enthalten  ist  (II  Nr.  416),  in  der  sich 
die  zweite  Regelschaar  befindet. 

Jede  Erzeugende  l  von  q^  bestimmt  als  Doppelstrahl  eine  In- 
volution; die  4  Doppelstrahlen  der  verbundenen  Involution  sind  dann 
die  4  Geraden  Z,,  l^,  ij,  l^  (II  Nr.  416),  welche  die  zweiten  Berührungs- 
punkte der  Doppeltangenten  enthalten,  die  auf  {  berühren;  und  die  4 

8* 
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RegelschaarcH;  die  auf  l  und  Z|,  l  und  /},...  tangiren^  vertheilen  sieb, 
wie  wir  dort  fanden,  anf  die  4  Congruenzen  C|^,  ....  Wir  fanden 
ferner,  dass,  wenn  i,  ij,  .  .  .  die  Spuren  der  l,  Z^,  .  .  •  in  einer 
BerOhrungsebene  r  von  gl^  (dort  y)  sind,  LL^,  LL^,  ...  durch  die 
Berührungspunkte  der  4  Tangenten  aus  dem  Berührungspunkte  der 
Ebene  an  die  Curve  3.  Ordnung  C  gehen;  daraus  entnehmen  wir  jetzt, 
dass  l  und  Z^,  l  und  Z^,  ...  Dupel  in  den  4  sich  selbst  verbundenen 
Involutionen  sind. 

Wenn  also  l  als  Doppdstrahl  eine  Involution  auf  q*  bestimmt  und 
^1)  hf  h}  h  ^^  Doppdstrahlen  der  verbundenen  Involution  sind,  so  sind 
l  und  Z^,  Z  und  /«;  •  •  •  Dupel  der  4  sich  selbst  verbundenen  Involutionen 
I'f  J",  J"',  I^,  und  auf  ihnen  berühren  Begelschaaren  von  Doppel- 
tangenten^  welche  bemv.  m  den  Congruenzen  C^^,  Cj^  . . .  gehören. 

Die  4  Doppelstrählen  von  J^*^  sind  Gerade^  auf  denen  je  eine  Begel- 
schaar  von  vierpunJctig  berührenden  Tangenten  ihre  Berührungspunkte  hat; 
welche  4  Begelschaaren  dann  sämmtlich  gu  C/?  gehören*) 

Für  eine  beliebige  Doppeltangente,  die  zu  Cj?  gehört,  sind  je  der 
eine  Berührungspunkt  und  die  Ebene,  welche  q^  im  andern  tangirt, 
Nullpunkt  und  Nullebene  des  Fa;  also  wird  bei  einer  vierpunktigen 
Tangente  die  eigene  Berührungsebene  des  Berührungspunktes  Null- 
ebene und  die  durch  ihn  gehende  Erzeugende  Strahl  von  Fa. 

Folglich  gehören  die  4  Doppelstrahlen  von  J^*)  zum  Gewinde  Fa 
und  demnach  auch  die  Fundamental-Begelschaar  ar^^^^,  welche  sie  enthält. 

Jede  von  den  Doppeltangenten-Regelschaaren,  welche  auf  Z  und 
Za  berühren,  geht  durch  u,  V]  also  thun  es  auch  die  Gewinde  Fa.  Da- 
her sind  diese  4  durch  die  Doppeltcmgenten-Congruemen  gehenden  Ge- 
winde Fa  identisch  mit  denen,  die  wir  in  Nr.  597  mit  F',  F",  .,.  be- 
zeichnet haben, 

Sie  sind  gegenseitig  und  zu  den  Gewinden  durch  [u,  v]  in  Invo- 
lution. 

In  der  Abbildung  von  Nr.  594  entsprechen  die  Regeischaaren  der 
Doppeltangenten  und  der  vierpunktigen  Tangenten  den  doppelt  be- 
rührenden Ebenen  der  Raumcurve  4.  Ordnung  (welche  die  4  Eegel 
2.  Grades  umhüllen)  und  den  16  Wende-Berührungsebenen  dieser  Curve. 

Ferner  wissen  wir  aas  Nr.  596,  dass  die  16  Geraden  von  q\  auf 
denen  die  vierpunktigen  Tangenten  berühren,  in  4  Gruppen  von  je  4 
Geraden  zerfallen,  die  je  derselben  Regelschaar  angehören. 


*)  Ich  hole  hier  nach,  dass  Voss  zuerst  (Math.  Annalen  Bd.  8  S.  184,  1S5) 
die  16  Geraden  der  q*  gefaoden  hat,  auf  denen  vierpunktige  Tangenten  berühren; 
was  ich  Bd.  II  Nr.  417  nicht  erwähnt  habe;  er  nennt  sie  hyperbolische  Geraden, 
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Die  Regelschaar  %^^^  ist  der  Schnitt  von  F«  mit  [u,  t;].  Nach  599 
I  Nr.  178  Anm.  ist  die  Polarisirung  in  Bezog  auf  Fa  (oder  sein  Null- 
system) das  Product  aus  der  windschiefen  Involution  3»,  v,  die  zum 
Strahlennetze  [U;  v]  gehört,  und  dem  Polarsystem  in  Bezug  auf  %^^^. 
Durch  letzteres  geht  jede  der  Involutionen  von  q*"  in  die  verbundene 
über,  durch  ^u,v  in  sich  selber;  also  führt  auch  ein  jedes  von  den  Ge- 
winden Fji  jede  der  Involutionen  von  (>*  in  die  verbundene  über. 

Jedes  Dupel  einer  Involution  7^*)  liefert  uns  eine  Regelschaar 
von  Doppeltangenten  aus  Ch*,  und  alle  diese  Regeischaaren  erzeugen 
diese  Congruenz.  Nehmen  wir  aber  je  das  ganze  Strahlennetz,  welches 
die  Geraden  des  Dupels  zu  Leitlinien  hat,  so  ist  das  Erzeugniss  der 
so  sich  ergebenden  oo^  Strahlennetze  ein  Gewinde,  also  das  durch  Q' 
gehende  Gewinde  Fa.  In  der  That,  je  zwei  Dupel  befinden  sich  in 
der  nämlichen  Regelschaar,  also  haben  die  zugehörigen  Strahlennetze 
die  verbundene  Regelschaar  gemein  und  gehören  deshalb  zum  näm- 
lichen Gewinde.  Wenn  in  einer  Reihe  von  Strahlennetzen  jede  zwei 
diese  Eigenschaft  haben,  so  ist  entweder  die  Regelschaar  veränderlich 
und  das  Gewinde  fest  oder  umgekehrt.  Es  sei,  wie  in  unserm  Falle, 
die  Regelschaar  veränderlich;  so  liegen,  wenn  9^,  ^^,  9I3  drei  von 
den  Netzen  sind,  die  Regeischaaren  (Sii^ij),  (S^S^»)  in  dem  Gewinde 
^1^)  daher  hat  9I3  sie  mit  ihm  gemein  und  ist  auch  in  ihm  ent- 
halten und  so  alle  Netze  der  Reihe.  Diese  Strahlennetze  gehören  zu 
einem  ,^Felde^'  von  Strahlennetzen  und  Begelschaaren,  das  von  einem 
Gewinde  getragen  wird  und  zwei  Strahlen  desselben  zu  Grund- 
strahlen hat. 

Die  Strahlennetze  f  welche  die  Dupel  einer  sich  selbst  verbundenen 
Involution  I^^^  von  q^  m  Leitgeraden  haben,  erzeugen  ein  Gewinde  und 
zwar  das  Gewinde  F*  durch  C^^ 

Die  Strahlennetze  der  Dupel  der  übrigen  Involutionen  aber  er- 
zeugen, wie  wir  später  sehen  werden,  quadratische  Complexe. 

Durch  das  Polarsystem  einer  Fundamentalfläche  (le^  geht  ins-  600 
besondere  die  Involution  der  sich  auf  u  schneidenden  Erzeugenden  in 
die  Involution  der  sich  auf  v  schneidenden  über;  und  da  zwei  unend- 
lich nahen  Geraden  zwei  ebensolche  entsprechen,  so  correspondirt 
einer  Torsallinie,  die  ihren  Gaspidalpunkt  auf  u  hat,  diesem  Punkte 
und  der  durch  v  gehenden  Cuspidalebene  eine  Torsallinie,  die  ihren 
Cuspidalpunkt  auf  v  hat,  die  durch  u  gehende  Cuspidalebene  und 
der  Cuspidalpunkt,  und  folglich  auch  dem  Doppelpunkt  auf  t7,  der 
Doppelebene  durch  n,  die  jener  Torsallinie  zugehören,  die  Doppel- 
ebene durch  Vy  der  Doppelpunkt  auf  u,  welche  dieser  zukommen. 
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Die  Cuspidalpunkte  auf  u  seien  A^y  ^g,  A^y  A^,  die  auf  v  -Bj,  jBjj, 
^3,  B^  mit  der  Frojectivität  (I  Nr.  15): 

-li-ig-lg-l^  A  S^B^B^B^  7\  B^B^B^Bq  A  •  •  •  • 

Die  entsprechenden  Dappelpunhte  seien  femer  ?lj,  . . .,  S^,  und  die  Tor- 
saüinien  A^^  ...  B^^^  endlich  a^y  ...  h^. 

Nennen  wir  zunächst  die  Torsallinien,  die  in  dem  betrachteten 
von  den  4  Polarsystemen  (arj  den  OLiya^^a^,  a^  polar  sind,  V,  6",  6'",  6^^; 
so  entsprechen  in  demselben  System  den  auf  u  befindlichen  Cospidal- 
punkten  ^,,  A^,  A^y  A^  oder  u  (a^,  a^,  Oj,  aj  und  Doppelpunkten 
u{b\  V\  W\  ¥^)  die  durch  u  gehenden  Üuspidalebenen  n(h',  V\  6%  h^) 
und  Doppelebenen  «(«j,  »2?  ^?  ^4)5  ^^^'^  Punktreihe  jener  8  Punkte 
auf  u  ist  der  Büschel  dieser  8  Ebenen  durch  u  und  also  auch  die 
Punktreihe  ihrer  8  Schnitte  mit  v,  d.  i.  v{b'y  6",  6'",  6^^,  a^,  cr^,  a,,  aj 
projectiv,  von  denen  die  4  ersten  Cuspidal-,  die  andern  Doppel- 
punkte sind. 

Die  beiden  PunJctreihen  der  Cuspidalpunkte  und  Doppelpunkte  auf 
dm  beiden  Leitgeraden  der  Fläche  p*  sind  so  projectiv,  dass  die  Cuspidal- 
punkte den  Cuspidalpunkten  und  die  eu  entsprechenden  Cuspidalpunkten 
gehörigen  Doppelpunkte  auch  einander  entsprechen;  woraus  die  Projec- 
tivität  der  Ebenenbüschel  der  Cuspidal-  und  der  Doppelebenen  von 
selbst  folgt. 

Und  zwar  findet  —  wegen  der  4  Polarsysteme  —  die  Projec- 
tivität  auf  4  Weisen  statt,  und  die  4  Weisen  bei  der  uns  längst  be- 
kannten Projectivität  der  Cuspidalpunkte  lehren,  dass  es  sich  eben  um 
folgende  4  Prcjedivitäten  handelt: 

^,^^^»,»,»389,  A  B.B.B.B^^^'H.^,, 

7\  B,B,B,B,%,^,^,^,y 
7\  B,B,B,B^%,%%%y 
7\  B,B,B,B,%%%,^,, 

Im  ersten  Polarsysteme  sind  somit  z.  B.  a^  und  b^  polar;  folglich 
sind  sie  Diagonalen  eines  auf  der  Basisfläche  (jTq)  gelegenen  Vierseits, 
von  dem  u,  v  offenbar  die  einen  Gegenseiten  sind,  also  A^B^,  S(i93i 
die  andern,  beide  zu  n^  gehörig  und  jene  eine  Verbindungslinie  zweier 
Cuspidalpunkte  und  zugleich  Schnittlinie  der  zugehörigen  Cuspidal- 
ebenen,  diese  Verbindungslinie  der  ihnen  entsprechenden  Doppelpunkte 
und  Schnittlinie  der  zugehörigen  Doppelebenen. 

In  jeder  der  4  FimdamentaJrBegelschaaren  haben  voir  swei  Quadrupel, 
eins  von  Verbindungslinien  von  Cuspidalpunkten,  das  andere  von  Ver- 
bindungslinien von  Doppelpunkten: 
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Ä,B,,  A^B,,  A,B,,  A^B^;  «,»„  «,»„  ««»s,  «i^iJ 
A,B,,  A,B,,  A,B^,  A,B,',  «,»,,  Sl^SB^,  «e»*,  «iSa; 
^,J53,  J,j?„  ^B„  A,B,',  «,»3,  • . . 

-4iJ?4,  ^2^87  -^a^j  -^i^n  Ä184,  ... 

Die  4  Quadrupel  der  ersten  Art  nennt  Segre  Focal-Qtuitemen  der 
Begdfläche  q\ 

Betrachten  wir  die  Involution  auf  q\  der  das  Dupel  aiO,  an- 
gehört; zur  verbundenen  gehört  wegen  der  beiden  ersten  Polarsysteme 
bih^  und  wegen  der  beiden  andern  b^b^^  woraus  dann  folgt,  dass  a^a^ 
zur  ersten  gehört.  Somit  haben  wir  3  Vertheikmgen  der  8  Tarsällinien 
in  3  Baare  verbundener  Involutionen: 

«i«2,  a^a^\    b^b^j  6364, 

«iAj  «jOjJ    6164,  JjJj; 
und  jede  führt  gu  4  Regelschcuiren,  die  je  4  Torsällinien  enthalten: 

<h^\h}     <^\^h\}     fl3^4^l^2;     0^3046364, 


und  zu  12  Paaren  projectiver  Würfe  auf  m,  vi 

die  aber  aus  der  obigen  Projectivität  sich  einfacher  ableiten  lassen. 
Das  Dupel  a^bj  wird  durch  die  4  Polarsysteme  in  b^a^t  b^a^j... 
abergefQhrt;  also  gehören  die  4  Dupel  a^b-^y  a^b^y  o^b^y  ^4^4  ^^t^  der 
4  sich  selbst  verbundenen  Involutionen  an;  d>enso  a^\j  a^b^^  <h\^  ^J>z 
einer  jnoeiten,  u.  s.  f.  Dies  führt  zu  denselben  12  Begelschaaren 
wie  vorhin. 

Vier   solche   Torsallinien ,    welche  derselben  Begelschaar  angehören,  601 
uferdcn   in  ihren  Cuspidalpunkten  von  00^  ein  Netz  bildenden  Flächen 
2.  Grades  berührt. 

In  der  That,  wenn  wir  z.  B.  die  Gruppe  aia^b^b^  betrachten,  so 
gehören  alle  Flächen  2.  Grades,  die  durch  das  Vierseit  A^B^A^B^ 
gehen,  zu  den  berührenden  Flächen,  weil  ja  die  Torsallinien  o^,  . . . 
in  die  Ebenen  dieses  Yierseits  fallen,  die  gemeinsamen  Berührungs- 
ebenen der  Flächen  in  den  Ecken.  Ausserhalb  aber  dieses  Büschels 
haben  wir  noch  die  gleichfalls  berührende  Trägerfiäche  der  Regel- 
schaar  a^c^b^b^\  durch  sie  und  den  Büschel  wird  das  Netz  constituirt; 
und  in  ihm  haben  wir  00^  Flächen,  welche  eine  beliebige  Erzeugende 
t  von  Q^  berühren;  in  jedem  Punkte  dieser  Geraden  berührt  eine. 

Den  Büschel  bekommen  wir  z.  B.  auch  bei  a^a^W\  und  für  das 
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Vierseit  AiB^A^B^  sind  u,  v  Diagonalen^  also  gemeinsame  Polaren 
und  daher  sind  die  Doppelpunkte  der  Involution,  die  durch  den  Büschel 
auf  t  entsteht,  auf  u,  v  gelegen  und  für  einen  beliebigen  Punkt  von 
t  als  Berührungspunkt  finden  wir  keine  Fläche  im  Büschel. 

Kehren  wir  also  zu  einer  unserer  Gruppen:  a^a^bib^  zurück  und 
nehmen  die  Fläche  F  des  Netzes^  die  in  einem  beliebigen  Punkte  von 
t  tangirt.  Diejenigen  von  ihren  Tangenten,  die  zu  [u,  v]  gehören,  er- 
zeugen eine  Regelfläche  4.  Grades  I.  Art  (II;  Nr.  409);  die  Erzeugen- 
den aus  einem  Punkte  von  u,  v  sind  die  Tangenten  an  den  Kegel- 
schnitt der  F  in  der  Ebene  nach  t;  oder  k.  Daher  sind  a^,  o^;  &i,  h^  auch 
Torsallinien  dieser  Fläche  mit  den  nämlichen  Guspidalpunkten  und 
-ebenen;  ferner  hat  sie  mit  p^  die  Leitgeraden  u,  v  und  die  Erzeugende 
t  gemein,  also,  da  längs  der  Torsallinien  Berührung  stattfindet,  ins- 
gesammt  einen  Schnitt  17.  Ordnung,  folglich  sind  beide  Flächen  iden- 
tisch. Die  übrigen  Torsallinien  o^,  a^,  b^,  b^  liegen  in  den  Tangential- 
ebenen der  F  durch  u,  v  und  gehen  von  den  Schnitten  mit  v,  u  nach 
den  Berührungspunkten;  eratere  werden  die  Cuspidalpunkte. 

Es  seien  g^,  g^,  g^y  gi  die  Erzeugenden  von  F  aus  der  einen 
Schaar,  die  durch  A^^  A^y  B^f  B^  gehen;  jene  liegen  in  den  Tangen- 
tialebenen u(Bq,  B^),  diese  in  v{A^,  A^. 

Die  Ebenen  B^(ßif  g^,  gi,  g^)  berühren  den  Tangentialkegel  aus 
J?3  an  F\  B^gi^uB^  berührt  ihn  längs  der  Torsallinie  b^^iB^^^, 
die  ja  durch  den  Berührungspunkt  dieser  Ebene  mit  F  geht;  B^(ßi\g^') 
sind  v^A^f  A^), 

Eine  beliebige  Gerade  l  von  der  zweiten  Schaar  von  F  ist  Tan- 
gente des  Kegels,  und  ebenso  ist  es  die  in  der  ersten  der  4  Ebenen 
gelegene  u.  Auf  den  beiden  Geraden  rufen  daher  die  4  Tangential- 
ebenen projective  Würfe  hervor: 

^(9if  9%j  9i7  9%)  A  »s^^^i-, 
ebenso  führt  der  Kegel  aus  B^  zu: 

%i»  9%7  9xy  9t)  A  A^i-^s^*; 
also: 

Demnach  sind  A^A^}  ^i^At  ^z^i  ^^^  ebenso  A^A^,  A^A^,  93^932 
in  Involution. 

Und  so  erhalten  wir  auf  jeder  der  beiden  Leitgeraden  der  p*  aus 
den  Guspidalpunkten  und  den  DappdpunJcten  oder,  was  dasselbe  ist,  auf 
jeder  von  zwei  Geraden,  welche  sich  in  einer  Correspondene  [2,  2]  be- 
finden, aus  den  Verzu)eigungspunhten  und  den  Doppelpunkten  3  Invo- 
lutionen, z.  B.  auf  u: 
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Aj^A^,  A^A^,  89iS92>  ^s^ii 

A,A,,  A,A^,  83,833,  83,83,;  (A) 

AiA^,  A^A^y  S3iS34,  SSjSSj. 

In  Nr.  536  wurden  sie  schon  benutzt,  indem  dort  für  ihren  Be- 
weis ein  Satz  aus  der  Theorie  der  ebenen  Gurven  3.  Ordnung  heran- 
gezogen wurde.*) 

Nehmen  wir  an,  wir  hesüzen  von  einer  Gorrespondenz  [2,  2]  zwischen  602 
zwei  FunMreihen  die  Verzweigungspunkte  mit  der  Projectiyität: 

A,A,A^A,7\B,B,B,B,] 

ist  dann  83^  der  dem  Bi  entsprechende  Doppelpunkt  y  so  liefern  uns  die 
3  Involutionen  (A)  die  83,,  83» >  ®4»  welche  B^j  B^j  B^  entsprechen, 
und  die  obige  Projectivität  (Nr.  600)  zwischen  den  A  und  83  einerseits 
und  den  B  und  91  andererseits  dann  die  Doppelpunkte  9. 

Also  sind  die  drei  andern  83  und  die  91  eindeutig  bestimmt. 

Lassen  wir  aber  denselben  Punkt  83,  der  eben  83,  war,  nunmehr 
83,  sein,  so  erhalten  wir  in  den  3  Punkten,  welche  ihm  in  den  3  In- 
volutionen gepaart  sind  und  die  vorhin  83,,  83$,  834  ^^^^^n,  jetzt  83,, 
®47  ®85  ^^^  ähnliches  gilt,  wenn  er  83,,  834  ^^^'  ^^  ergiebt  sich 
eine  in  sich  geschlossene  Gruppe  von  4  Punkten^  die  daher,  wenn  83 
die  Gerade  durchläuft,  eine  Involution  4.  Grades  beschreibt. 

Eine  Gorrespondenz  [2,  2]  zwischen  gegebenen  Punktreihen  kann 
8  Bedingungen  unterworfen  werden  (I,  Nr.  10).  Dass  ein  Verzweigungs- 
punkt gegeben  ist,  ist  eine  einfache  Bedingung;  da  für  die  Ver- 
zweigungspunkte die  bekannte  Projectivität  gilt,  so  repräsentiren  sie 
nur  7  Bedingungen,  und  es  giä>t  oo^  (Korrespondenzen  [2,  2]  zwischen 
denselben  Punktreihen  mit  den  nämlichen  gegebenen  Verzteeigungspunkten. 

Die  Quadrupel  der  Doppelpunkte  erzeugen  Involutionen  4.  Orades, 
und  zwar  gehört  jedes  Quadrupel  zu  4  Correspondenzen. 

Nehmen  wir  weiter  an,  832  ^^^^^  ™^^  ®i  zusammen;  dann  lehren 
uns  die  zweite  und  dritte  von  den  Involutionen  (A),  dass  dann  auch 

838  ^^^  ®4  ^^^^  vereinigen. 

Da  eine  Involution  4.  Grades  6  Doppelpunkte  besitzt,  so  haben 
wir  in  unserm  Falle  3  Gruppen  mit  je  2  Doppelpunkten.  Jedes 
solche  Paar  von  Doppelpunkten  ist  dann  das  Paar  der  Doppelpunkte  in 
einer  der  drei  Involutionen  (A),  und  das  gemeinsame  Paar  für  die  beiden 
andern;  die  Involutionen  sind  zu  je  zweien  harmonisch.  Wenn  aber 
bei  einer  Gorrespondenz  [2,  2]  zu  zwei  verschiedenen  Verzweigungs* 


*)  Vergl.  auch  Journal  für  Mathematik  Bd.  101  S.  186. 
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punkten  derselbe  Doppelpunkt  gehört  und,  wie  eben  erkannt,  zu  den 
beiden  übrigen  auch,  so  handelt  es  sich  um  eine  Projectivität  zweier 
Involutionen;  denn  dieselben  zwei  —  in  dem  Doppelpunkte  vereinigten 
—  Punkte  entsprechen  zwei  verschiedenen  Punkten^  den  beiden  Ver- 
zweigungspunkten (I,  Nr.  17). 

Aber  jedes  solche  Quadrupel  mit  zwei  Doppelpunkten  gehört  nur  ssu 
2  Correspondenisen ;  denn  wenn  diese  Doppelpunkte  etwa  die  der  In- 
volution (A^A^y  -^8-^4)  sind,  so  kann  jeder  von  ihnen  der  B^,  J5j  zu- 
geordnete sein  und  der  andere  ist  dann  B^,  B^  zugeordnet. 

Somit  haben  wir  in  unserm  oo^-Systeme  von  Correspondenzen  [2,  2] 
6  Projectivitäten  von  Involutionen. 

Ersetzen  wir  die  eine  Punktreihe,  etwa  auf  v,  durch  den  sie  aus 
n  projicirenden  Ebenenbüschel,  so  können  wir  uns  die  Verzweigungs- 
elemente als  Schnitte  und  Berührungsebenen  einer  Eummer'schen 
Fläche  9  vorstellen,  und  die  cx)^  Correspondenzen  [2,  2]  zwischen  der 
Punktreihe  u  und  dem  Ebenenbüschel  u  entstehen  (Nr.  543)  durch 
die  Complexe  2.  Grades,  für  die  0  singulare  Fläche  ist;  da  eine  solche 
9  (auf  unendlich  viele  Weisen)  möglich  ist^  so  kann  man  die  Eigen- 
schaften eines  cx)^-S7stems  von  Correspondenzen  [2,  2]  mit  gegebenen 
Verzweigungselementen  aus  denen  ableiten,  die  durch  consinguläre 
Complexe  2.  Grades  entstehen. 

Umgekehrt  aber  sehen  wir  von  neuem,  dass  unter  den  durch  con- 
singuläre Complexe  2.  Grades  auf  einer  Geraden  l  entstehenden  Corre- 
spondenzen [2,  2]i  sich  6  Projectivitäten  von  Involutionen  befinden, 
sodass  für  die  entsprechenden  Complexe  l  eine  Gerade  h  ist  (Nr.  566). 

603  Unsere  00^  Correspondenzen  [2,  2]  zwischen  t«  und  v  führen  zu 

00^  Segelflächen  q\  u?€iche  düe  die  8  Vergweigungspunkte  Ä^,  . . .  B^  0u 
Cuspidalpunkten  und  die  Ebenen  a^,  ...  ß^  von  ihnen  nach  Vj  bezw.  u 
zu  OuspidaUbenen  haben.  Nennen  wir  die  Büschel  {A^,  a^),  . . .  sinr 
gulär,  so  haben  die  q^  die  8  singulären  Strahlenbüschel  gemeinsam: 
sie  bilden  eine  Reihe  consingulärer  Begel flächen  4.  Grades  ^{q%  Die 
Torsallinien  oder,  wie  wir  sie  auch  nennen  können,  die  singulären 
Strahlen  sind  alle  und  zwar  eindeutig  bestimmt,  wenn  eine  von  ihnen 
es  ist,  d.  h.  wenn  zu  einem  Cuspidalpunkte  der  zugehörige  Doppel- 
punkt gegeben  ist.    Sie  durchlaufen  die  singulären  Büschel  prqjectiv. 

Je  zwei  von  den  consingulären  Regelfiächen  haben,  ausser  ti,  v, 
noch  8  Erzeugende  gemeinsam,  also  sind  den  entsprechenden  Corre- 
spondenzen [2,  2J  8  Paare  correspondirender  Punkte  gemeinschaftlich. 
Wenn  SB,  in  A^  fällt,  so  fallen,  wie  die  3  Involutionen  (A)  lehren, 
93);  93^,  934  in  A^j  A^^  A^  und  wegen  der  Projectivität  der  B  und  % 
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zu  den  A  und  93  auch  die  %^j  . . .  ^4  in  die  B^y  . . .  B^\  und  die 
Torsailinien  vereinigen  sich  m  je  Bweien  in  die  4  Geraden  der  einen 
Focälquateme  A^B^y  •^1-^2?  •  •  •  • 

Wenn  eine  Erzeugende  d  der  qI^  beide  Leitgeraden  u^  v  in  Ouspidal- 
punkten  trifft,  also  in  Verzweigungspunkten  der  beiden  in  Correspondenz 
[2,  2]  stehenden  Punktreihen  u,  v,  von  denen  dann  jeder  der  dem  an* 
dern  zugehörige  Doppelpunkt  ist  (I,  Nr.  14),  so  ist  diese  Erzeugende 
eine  doppelte. 

Auf  einer  beliebigen  Geraden  l  erzengen  nämlich  die  Ebenen- 
büschel  um  u,  v,  die  sich  ja  auch  in  Correspondenz  [2,  2]  befinden, 
eine  Punkt-Correspondenz  [2,  2],  deren  Coincidenzen  die  Schnitte  von 
l  mit  Q^  sind.  Wenn  l  die  fragliche  Erzeugende  triflft:  in  L,  so  hat 
dieser  Punkt  die  Eigenschaft,  dass  er  sowohl  mit  den  beiden  in  dem 
einen  Sinne,  als  mit  den  beiden  in  dem  andern  Sinne  ihm  in  dieser 
Correspondenz  entsprechenden  Punkten  sich  vereinigt.  Machen  wir 
ihn  zum  Nullpunkt  der  parametrischen  Darstellung,  so  folgt,  dass  in 
der  Verwandtschaftsgleichung: 

{(h%^i  +  «21^1  +  «20)-«^*  +  (»12^1^  +  «11^1  +  «10)^ 

weil  zu  rc  =  0  zwei  Wurzeln  a^^  =  0  und  zu  a?i  =  0  zwei  Wurzeln 
x  =  Q  gehören: 

^00  ~  «Ol  "="  «10  =  0> 
und  die  Coincidenzgleichung  wird: 

«22^  +  («21  +  (h^^  +  («20  +  «11  +  «02)«^*  —  0; 
und  hat  auch  zwei  Wurzeln  0;  L  ist  doppelte  Coincidenz*),  von  den 
Schnitten  der  p^  mit  l  fallen  2  in  L\  d  ist  doppelte  Erzeugende. 

Dies  geschieht  in  unserm  Falle  viermal;  also  hat  die  Begelfläche 
4  doppelte  Erzeugenden.  Auf  jeder  Geraden  2,  welche  3  von  ihnen 
trifft,  entsteht  eine  [2,  2]  mit  3  doppelten  Coincidenzen;  das  bedeutet, 
dass  die  der  Correspondenz  zugehörige  Coincidenzgleichung  4.  Grades 
eine  Identität  ist,  also  jeder  Punkt  sich  selbst  entspricht  und  der  er- 
zeugten Kegelfiäche  angehört.  Diese  ist  folglich  die  Regelschaar  durch 
die  3  Doppel-Erzeugenden,  doppelt  gerechnet;  sie  enthält  die  vierte, 
wie  wir  schon  wissen. 

In  unserer  Beihe  consingulärer  Begel flächen  4,  Grades  5(p*)  haben 
wir  daher  4  doppelte  Begdschaaren,  die  Begelschaaren ,  welche  die  4 
Quadrupel : 


*)  Darin   haben  wir  eine  Yerallgemeinenmg  des  Satzes  am  Schlosse  von 
I,  Nr.  18. 
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ÄiB^,   Ä^B^^   -^•^8>   -^A-^i) 
-^1  "a»    -^"l>    -^8-^4>   "^i-^S) 

AiB^y  A^D^j  A^B^y  A^B^\ 
A^B^j  A^B^f  A^B^f  A^Bi 
enthcUten,  also  (Nr.  600)  die  gemeinsamen  Fundamental-Begelschaaren 
älier  Begdftächen  der  Beihe. 

Die  4  Geraden  des  Quadrupels  stellen  die  Torsallinien  dieser 
ausgearteten  Begelfläche  vor^  jede  zwei 

Die  entsprechenden  Correspondenzen  auf  u,  v  sind  doppelte  Pro- 
jectivitäten:  jedem  Punkte  der  einen  Geraden  entsprechen  zwei  zu- 
sammengefallene Punkte  der  andern. 

Unter  den  c»^  Correspondensen  [2,  2]  zwischen  jnvei  Punktreihen, 
welche  dieselben  Verztoeigungspunkte  halben,  befinden  sich  4  doppelte  Pro- 
jeäivüäten,  die  bekannten,  in  denen  die  Verssweigungsdemente  einander 
entsprechen.*) 

Zu  den  Involutionen  4.  Grades  der  Doppelpunkte  auf  u,  v  ge- 
hören also  bezw.  die  Quadrupel  der  Verzweigangspunkte. 

Zwei  gegebene  Punkte  in  den  beiden  Punktreihen  sind  in  2  von 
diesen  Correspondenzen  entsprechend. 

In  der  That^  ersetzen  wir  wieder  die  Punktreihe  auf  v  durch  den 
Ebenenbüschel  u,  wie  in  Nr.  602^  so  gehen  durch  einen  Punkt  X  von 
u  zwei  von  den  Curven  in  einer  Ebene  |  durch  u,  die  zu  den  consin- 
gulären  Gomplexen  gehören;  in  den  Correspondenzen^  welche  durch  die 
zugehörigen  Compleze  hervorgerufen  werden^  sind  X  und  g  entsprechend. 

Folglich  gehen  durch  einen  Strahl  von  [u,  v\  2  Begelflächen  aus  der 
Beihe  g(p*).**) 

Sie  fallen  zusammen,  wenn  der  Strahl  einem  der  singulären  Büschel 
angehört;  denn  ein  singulärer  Strahl  bestimmt^  wie  wir  oben  sahen, 
nur  eine  von  den  Correspondenzen  [2,  2],  und  in  jeden  der  singulären 
Strahlenbüschel  sendet  eine  jede  von  ihnen  nur  den  singulären  Strahl« 

Vermitteist  eines  Cuspidalpunktes  auf  einer  der  Geraden  u,  v  (oder 


*)  Unter  den  oo^  Correspondenzen  [2,  2]p  welche  eine  Reibe  consingulärer 
Complexe  auf  einer  Geraden  l  hervorrufb,  rühren  die  doppelten  Projeetivitäten 
von  den  4  durch  l  gehenden  Complexen  der  Heihe  her  (Nr.  587). 

**)  Bilden  wir!  das  Netz  [u,  v]  nach  I,  Nr.  96  in  eine  Fläche  2.  Grades  %'  ab, 
so  gehen  die  q*  der  Beihe  fi(Q*)  in  Baumcurven  4.  Ordnung  1.  Art  auf  %'  über, 
welche  zwei  feste  and  projective  Würfe  in  den  beiden  Schaaren  von  gf  berühren. 
Durch  einen  Punkt  von  %'  gehen  daher  2  von  diesen  Curven.  Projiciren  wir  aus 
ihm  wiederum  auf  eine  Ebene,  so  ergiebt  sich: 

Wenn  zwei  projeetive  Strahlenwürfe  gegeben  sind,  so  giebt  es  2  Ourven  3.  Ord- 
nung durch  ihre  Scheitel,  welche  sie  gu  Tangentenwürfen  Jiaben, 
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einer  Guspidalebene  durch  sie)  wird  die  Punktreihe  (oder  der  Ebenen- 
büschel) der  andern  in  projcdive  Beziehung  zur  Beihe  ^(q^)  gebracht. 

Kehren  wir  zur  Betrachtung  einer  Regelfläche  q*-  zurück.  604 

Eine  Gerade^  welche  beide  Strahlen  hh^  eines  Dupels  einer  In- 
Yolution  Ik  von  q*"  trifft,  gehört  zur  Leitschaar  einer  durch  hh^  gehen- 
den und  ein  Dopel  der  verbundenen  Ii  ausschneidenden  Regelschaar. 

Also  begegnet  jede  Gerade,  wehne  ein  Dupel  von  In  (beide  Strahlen 
desselben)  trifft,  auch  einem  Dupel  der  verbundenen  Ii,  und  die  4  von 
einer  Geraden  geschnittenen  Erzeugenden  der  q^  baden  3  Paare  von 
Dwpdn  aus  3  Paaren  verbundener  Involutionen. 

Es  seien  g\  g"  zwei  Erzeugende  von  9^,  die  sich  auf  einer  der 
Leitgeraden  u  in  X  schneiden,  gi,  gi'^  gl^  gl'  die  ihnen  gepaarten  in 
zwei  verbundenen  Involutionen  /«,  /<•  Jeder  Strahl,  der  durch  X 
geht  and  gi  trifft,  schneidet  dann  g\  g\  g^^  also  auch  gi  \  folglich 
liegen  gü  und  gl'  in  einer  Ebene  und  schneiden  sich  auf  der  andern 
Leitgeraden  t;;  dasselbe  gilt  für  gl  und  gi' . 

Wenn  aiso  ewei  auf  der  einen  Leitgeraden  sich  schneidende  Er- 
zeugenden von  Q*'  zu  verbundenen  Involutionen  gerechnet  werden,  so  be- 
gegnen sich  die  Anen  bezw.  gepaarten  auf  der  andern  Leitgeraden. 

Die  beide  Dupel  verbindende  Regelschaar  besteht  aus  zwei  Strahlen- 
büscheln. 

Für  eine  der  sich  selbst  verbundenen  Involutionen  gilt  daher: 

Zwei  Erzeugenden  von  q\  die  auf  u  sich  schneiden,  entsprechen  in  ihr 
zwei,  die  auf  v  sich  begegnen;  und  insbesondere  entspricht  einer  Torsair 
linie  von  q\  welche  ihren  Cuspidälpunht  auf  u  hat,  eine  Torsallinie,  die 
ihn  auf  v  hat,  und  zwar  gemäss  einer  der  4  Projectivitäten  zwischen 
den  Cuspidalpunkten,  denen  ja  die  4  derartigen  Involutionen  zu- 
geordnet sind. 

Aber  wir  sehen  weiter,  dass  wir  durch  jedes  Paar  verbundener  In- 
volutionen Ik,  Ii  zu  einer  Correspondenz  [2,  2]  zwischen  den  Punktreihen 
(oder  Ebenenbüscheln)  der  Leitgeraden  u,  v  geführt  werden:  dem  Punkt 
X  auf  u,  durch  welchen  g',  g'  gehen,  entsprechen  die  Schnittpunkte 
von  t;  mit  gi  und  gi*  oder  die  damit  identischen  mit  gl\  gl. 

Ihre  entsprechenden  Punkte  sind  Schnitte  von  u  und  v  mit  zwei  in 
Ik  gepaarten  Erzeugenden:  ug',  vg/lp  und  gleichzeitig  auch  mit  zwei  in 
Ii  gepaarten  Erzeugenden:  ug',  vgl'. 

Durch  eine  der  beiden  Involutionen  erhalten  wir  die  Correspondenz 
schon;  die  verbundene  liefert  dieselbe  Correspondenz;  nicht  verbundene 
liefern  verschiedene. 

Fallen  g',  g'  (in  eine  Torsallinie)  zusammen^  so  fallen  auch  die 
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gepaarten  Geraden  in  In  (oder  /<)  zusammen;  d.  h.  einem  Guspidal- 
punkt  der  q^  entsprechen  in  der  neuen  Gorrespondenz  zwei  vereinigte 
Punkte. 

Die  Guspidalpunkte  sind  Yerzweigungspunkte  der  neuen  Gorre- 
spondenzeu;  diese  sind  also  die  oben  betrachteteu^  und  die  durch  sie 
erzeugten  Begelflächen  4.  Grades  sind  die^  welche  zur  gegebenen  con- 
singulär  sind. 

So  führt  jedes  Paar  verbundener  Involutionen  auf  q^  m  einer  Hegel- 
fläche  4.  Grades,  weldhe  der  (»^  consingulär  ist. 

Es  sei  XXi  ein  Strahl  von  [u,  v]]  durch  ihn  gehen ^  wie  wir 
wissen^  2  consinguläre  Regelflächen.  Sind  wiederum  g',  g"  die  durch 
X  gehenden  Erzeugenden  von  p*,  (//,  g^'  diejenigen,  welche  durch  X^ 
gehen,  so  sind  g'  und  g^  in  der  einen,  g"  und  g^'  in  der  andern  von 
zwei  verbundenen  Involutionen  gepaart;  und  ebenso  g ,  g"  in  der 
einen,  g\  g^  in  der  andern  von  zwei  weiteren  verbundenen  Invo- 
lutionen gepaart.  Die  beiden  zugehörigen  consingulären  Regelflächen 
sind  die  durch  XX^  gehenden. 

Mithin  entsteht  jede  der  ßwr  q^  consingulären  Begelflächen  auf  diese 
Weise. 

Aus  den  4  sich  selbst  verbundenen  Involutionen  entstehen  die  Doppel- 
Prcjectivitäten  unter  den  [2,  2]  und  die  Doppel-Begelschaaren  unter  den 
consingulären  Begelflächen, 

Die  beiden  verbundenen  Involutionen  der  auf  u  und  der  auf  v  sidi 
sdmeidenden  Er  Beugenden  von  q^  führen  0u  der  Correspondena  [2,  2], 
durch  welche  q^  selbst  entsteht. 

605  Weil  die  Gonsingularität  gegenseitig  ist,  so  enthält  jede  von  zwei 

consingulären  Regelflächen  4.  Grades  ein  Paar  verbundener  Involutionen, 
das  zu  der  andern  führt. 

Wenn  g  und  g^  in  der  Involution  7^  von  q^  gepaart  sind,  so  sind 
die  Verbindungslinien  p^  nnd  g^  von  ug  und  vgh,  von  ugu  und  vg  Er- 
zeugende der  consingulären  Regelfläche  q*",  die  bei  dieser  Involution 
Ik  und  der  verbundenen  Ii  sich  ergiebt;  wenn  daher  gi  der  g  in  Ii  ge- 
paart ist,  so  sind  auch  die  Verbindungslinien  g^,  g^  von  ug  und  vp/, 
ugi  und  vg  Erzeugende  der  q>\  In  der  einen  der  beiden  verbundenen 
Involutionen  von  q^,  die  zu  q^  führen,  sind  gi,  g^^  ^  ^^^  andern  g^^  g^ 
gepaart.  Denn  weil  g  Erzeugende  der  q^  ist,  so  kann  nur  dies  der 
Fall  sein,  oder  g^^  g^  sind  in  der  einen,  g^j  g^  in.  der  andern  gepaart. 
Wäre  aber  letzteres  der  Fall,  so  würden  auch  die  Verbindungslinie 
von  vg^  und  ug^  oder  vg^  und  ugi  und  die  Verbindungslinie  von  vg^ 
und  ug^  oder  vgi  und  ugk  Erzeugende  von  p*  sein;  d.  h.  in  der  Gorre- 
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spondenz  [2,  2]  zwischen  u  und  t?,  durch  welche  q*  entsteht,  wQrden 
jedem  der  beiden  Punkte  ugn  und  ugi  die  beiden  Punkte  vg^  und  vgi 
entsprechen;  sie  wäre  nach  I^  Nr.  17  eine  Projeetivitat  zweier  Invo- 
lutionen^ was  sie  im  allgemeinen  nicht  ist. 

Wenn  daher  in  der  einen  der  beiden  eu  p^  führenden  InvoMionen 
von  Q^  die  Geraden  g  und  gn^  in  der  andern  g  und  gi  gepaart  sind,  so 
sind  in  der  einen  der  Involutionen  von  q\  die  eu  q^  führen,  die  Ver- 
bindungslinien (ug,  vgk),  {vg,  ugi),  in  der  andern  (ug,  vgi),  {vg,  ugt) 
gepaart. 

Der  zweiten  Yon  ug  ausgehenden  Erzeugenden  g'  von  q^  ist  in 
Ik  die  zweite  von  vgi  ausgehende  g^  und  in  Ii  die  zweite  von  vgk 
ausgehende  Erzeugende  g!  gepaart^  so  dass  g^  und  ^^  sich  auch  in 
umgekehrter  Weise  ergeben;  der  ^3  entspricht  nun  in  der  ersten  der 
Involutionen  auf  q*  die  (vg',  ugn),  der  g^  in  der  zweiten  die  (yg',  ugf). 

Es  sei  nun  aber  7«  eine  Involution  von  q^,  die  mit  der  verbundenen 
Ii  identisch  ist,  so  fallen  gk  und  gi  zusammen,  also  auch  g^^  und  g^, 
ebenso  gk  und  g{.  Dem  Punkte  X  auf  u,  von  dem  g  und  /  ausgehen, 
wird  eindeutig  der  Punkt  X|  auf  v  zugeordnet,  von  dem  gk  und  gk 
ausgehen^  und  umgekehrt;  es  entsteht  aber,  wie  schon  bemerkt,  durch 
die  XX|  eine  Begdschaar,  welche,  doppelt  gerechnet,  an  Stelle  der  q*  tritt. 
An  Stelle  der  beiden  verbundenen  Involutionen  dieser  Begdfläche  tritt  in 
der  Begdschaar  eine  involutorische  Correspondene  [2],  in  welcher  der 
Geraden  XX^  die  Verbindungslinien  (vg,  ugj),  (vg',  ugk)  entsprechen: 
von  diesen  Linien  entsprach  vorhin  in  derselben  Involution  von  q^  die 
eine  der  g^,  die  andere  der  g^. 

Fallen  g  und  g'  zusammen,  dann  thun.  es  auch  gk  und  gk,  und 
also  auch  diese  beiden  Linien. 

Die  4:  Strahlen  der  Focalquaierne  auf  der  (doppelten)  Begdschaar 
sind  die  Verzweigungsstrahlen  dieser  involutorischen  CorrespondeTiz  [2], 

Umgekehrt^  eine  involutorische  Correspondenz  [2]  in  einer  Regel- 
schaar  ruft  auf  zwei  Leitgeraden  u,  v  derselben  eine  Correspondenz  [2,  2] 
hervor,  in  der  sich  zwei  Punkte  von  u  und  v  entsprechen,  durch  welche 
entsprechende  Geraden  der  [2]  gehen,  und  führt  also  zu  einer  Regel- 
fläche  4.  Orades. 

Wir  können  diese  Ergdmisse  auf  StraJUenbüschd-Systeme  von  folgen-  60ß 
der  Art  übertragen:  Eine  jede  Correspondenz  [m,  n]  zwischen  den  Funkten 
und  Ebenen  einer  Geraden  u  führt  zu  einem  einfach  unendlichen  Systeme 
®m,  n  van  StraMenbüschdn,  die  alle  durch  u  gehen  und  deren  Scheitel  und 
Ebenen  sich  in  [m,  n]  ent^echen. 

Wir   betrachten   ein   System   ©2,3;    schneiden    wir   den   Ebenen- 
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büschel  u  mit  einer  Geraden  t;,  so  entsteht  eine  Correspondenz  [2^  2] 
zwischen  den  Punktreihen  u,  v,  und  die  Büschel  Yon  @2,  2  sind  in  die 
Erzeugenden  einer  Regelfläche  q*-  abgebildet,  jeder  in  denjenigen  von 
seinen  Strahlen,  welcher  v  trifft.  Es  seien  7«;  Ii  zwei  verbundene  In- 
volutionen von  qI^'j  sie  führen  zu  Bwei  verbundenen  Involuiionm  3^,  3i 
von  @2, 2;  die  sich  selbständig  folgendermassen  ergdfen:  Zwei  Dupel  %%|, 
llj^  von  Ihy  Ii  befinden  sich  in  einer  Begelschaar;  folglich  sind  die 
Würfe  der  Scheitel  und  der  Ebenen  der  entsprechenden  Strahlen- 
büschel-Dupel  l^l^^,  Itj  projectiv,  die  vier  Strahlenbüschel  gehören  da- 
her zu  einem  singulären  Strahlennetze,  dessen  (einzige)  Leitgerade  u 
ist.  Durch  3  Strahlenbüschel,  welche  einen  Strahl  gemeinsam  haben, 
ist  stets  ein  solches  Netz  eindeutig  bestimmt;  und  jedes  derartige  Netz 
mit  der  Leitgeraden  u  schneidet  @8,  9  in  4  Strahlenbüscheln;  denn  in- 
dem es  selbst  zwischen  der  Punktreihe  und  dem  Ebenenbüschel  u  eine 
Projectivität  hervorruft,  ergiebt  sich  im  Ebenenbüschel  eine  Corre- 
spondenz [2,  2],  in  der  sich  zwei  Ebenen  entsprechen,  welche  je  dem 
nämlichen  Punkte  von  u  in  der  zu  @i,  %  gehörigen  Correspondenz  [2,  2] 
und  in  dieser  Projectivität  zugeordnet  sind;  die  4  Coincidenzen  liefern 
die  gemeinsamen  Strahlenbüschel. 

Halten  wir  also  l^l^^  fest  und  bewegen  I,  so  giebt  je  das  Strahlen- 
netz  (^l^iO  den  gepaarten  Büschel  I^;  haben  wir  11^,  Xi^  aus  l^l^^,  an- 
dererseits ^'^/  aus  IIj  abgeleitet)  so  geht  auch  TI/  aus  1^'^/  in  dieser 
Weise  hervor;  sind  nämlich  %,  ^1 ,  . . .  die  entsprechenden  Erzeugenden 
von  q\  so  sind  hh^l\^  hh^Vl^,  h'h^ll^  je  in  einer  Regelschaar,  also 
(Nr.  590)  auch  h'h^Xl^  und  daher  %'^iXi^  in  demselben  Strahlenuetze. 

AUe  Strahlenbüschel' Systeme  @i,  s  durch  dieselbe  Gerade  1«,  deren 
Correspondenzen  [2,  2]  die  nämlichen  Verzweigungsebenen  haben,  können 
als  consingulär  bezeichnet  werden. 

Es  sei  3^  in  einem  von  ihnen,  ^%,%,  eine  Invohdion;  so  ordne  man 
jedem  Punkte  von  u  die  beiden  Ebenen  der  Büschel  von  @8,8  zuy  welche 
den  von  ihm  ausgehenden  Büschel/n  von  ®%^%  in  3^  gepaart  sind,  und 
hat  dann  die  Strahlenbüschel  eines  consingulären  Systemes,  zu  dem  auch 
die  verbundene  Involution  3(  führt;  und  die  ganze  Beihe  wird  durchlaufen, 
wenn  wir  alle  Baare  verbundener  Involutionen  des  geg(benen  Systems 
benutzen.  Die  beiden  verbundenen  Livolutionen,  bei  denen  in  der  einen 
die  zwei  Büschel  mit  demselben  Scheitel,  in  der  andern  zwei  mit  der- 
selben Ebene  gepaart  sind,  führen  zu  @8,2  selber« 

Oder  anders  ausgedrückt: 

Wenn  in  3^  die  beiden  Büschel  (X,  |)  und  (X^,  |^)  von  @a,9 
gepaart  sind,  so  gehören  zu  dem  neuen  Systeme,  das  aus  3^  und  3i  sich 
ergiebt,  die  Büschel  (X,  1^),  (X^,  £);  und  sie  sind  gerade  in  der  einen 
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der  beiden  Involationen  dieses  Systems  gepaart  ^  die  rückwärts  zam 
gegebenen  @s,2  führen. 

Wenn  aber  3^^Si  in  ©2,2  isty  so  wird  das  neue  System  das 
StraUenbüschel-System  @i,i  eines  singiMren  StraJUennetzes  mit  der  Leit- 
geraden u,  doppelt  gerechnet;  in  einer  solchen  sich  selbst  verbundenen 
Involution  von  @),8  sind  zwei  Büscheln  mit  gemeinsamem  Scheitel 
{Xj  g),  (X,  50  zwei  mit  gemeinsamer  Ebene  (X^,  |^),  (X^',  1^)  ge- 
paart; und  dem  Büschel  (X,  g^)  entsprechen  in  der  involutorischen 
Correspondene  [2],  welche  in  @i,  1  an  Stelle  der  verbundenen  Involutionen 
tritt,  die  sonst  m  @2,s  etmidcfiä^reny  die  Büschel  (X^,  l),  (Xf^\  i'). 

Sind  Alf  -ig,  A^,  A^]  ß^y  ft;  A>  A  ^®  Verzweigungselemente 
der  dem  Systeme  @2,  s  zu  Grunde  liegenden  Correspondenz  [2, 2],  so  sei 

Aj^A^A^A^  A  ßißißiß^ 

die  Projectivität^  welche  der  betrachteten  sich  selbst  verbundenen  In- 
volution zugeordnet  ist,  so  dass  die  Büschel  {A^,  ß^),  {A^,  ß^),  ... 
zum  singulären  Strahlennetze  gehören;  sie  sind  die  Yerzweigungs- 
elemente  der  Correspondenz  [2]. 

Jeder  u  enthaltende  Strahlenbüschel  gehört  m  zwei  von  den  consin- 
gulären  Systemen  ©2,2/  infolge  dessen  entsteht  in  dem  Ebenenbüschel 
von  u  eine  involutorische  Correspondenz  [2],  in  der  sich  zwei  Ebenen 
entsprechen,  welche  zwei  aus  einem  festen  Punkte  von  u  kommende 
und  zu  demselben  von  den  @s,2  gehörige  Strahlenbüschel  enthalten; 
und  ebenso  führt  jede  Ebene  von  u  zu  einer  Correspondenz  [2]  in  der 
Panktreihe  u. 

Ein  Strahlenbüschel  aber  durch  u,  der  aus  einem  der  gemein- 
samen Verzweigungspunkte  kommt  —  oder  in  einer  der  gemeinsamen 
Verzweigungsebenen  liegt  — ,  gehört  nur  zu  einem  von  den  Systemen 
@2,a  und  ist  ja  dann  auch  für  dieses  der  einzige  mit  dem  Verzwei- 
gungselemente incidente  Strahlenbüschel. 

Daher  ergiebt  sich  mit  Hilfe  eines  Verzweigungselementes  eine 
projective  Zuordnung  des  Ebenenbüschels ,  bezw.  der  Punktreihe  u  zu 
der  Reihe  der  Systeme  ©2,2« 

Zwei  von  den  consingulären  Systemen  ©2^2  haben  8  Strahlen- 
büschel gemeinsam  (Nr.  603). 

Weil   die   Begelfläche,   mit   der   wir   uns   hier   beschäftigen,   ein  607 
Specialfall  der  Eummer'schen  Fläche  ist^   so  müssen  die  Würfe  der 
Doppeltangenten  in  allen  Punkten  derselben  projectiv  sein;  zu  diesen 
4  Strahlen  fügen  wir  als  fünfte  die  Ersfeugenden  hinzu^  u^elche  auch  in 
aUen  diesen  prcjediven  Tangentenbüscheln  entsprechend  sind,  und  wollen 

Sturui,  Liniengeometrie.    III.  9 
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dies  auf  folgende  einfache  Weise  darthun.  Wenn  T  ein  beliebiger 
Punkt  der  Fläche  und  r  seine  Berührungsebene  ist,  so  mögen  g^,  C^y 
üy  V  die  bisherigen  Bedeutungen  haben  (Nr.  590);  die  4  Doppel- 
tangenten in  T  sind  die  Tangenten  t^,  ^;  ^;  ^4  aus  T  an  (7^;  es  seien 

^1;  ^2;  ^»7  ^4  ^^^  ^^^  ^  u^^  ^1;  ^21  ^8^  ^4  ^^^  ^^^  ^*  ^^  ^'^^  nach 
bekanntem  Satz: 

und  22  sei  der  durch  diese  Projectiyitat  erzeugte  Kegelschnitt;  nun 
hat*)  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  die  Gerade  g^  ^  ÜTV  den 
Berührungspunkt  V  der  einen  der  4  Tangenten  v^y  ...  zum  Pole,  und 
folglich  entspricht  in  den  Büscheln  T  und  U  weiter  der  g^  der  Strahl 
UV.  Aber  die  4  Tangenten  u^^  u,;  ^7  ^4  haben  ständig  ihre  Berüh- 
rungspunkte auf  den  4  Torsallinien  &j,  t^?  \i  \  ^^^  ^^^^^  Gnspidal- 
punkten  von  Vy  und  F  durchläuft  ebenso  die  Torsallinie  ä,  die  aus 
einem  der  Cuspidalpunkte  A  von  u  kommt;  folglich  ist  der  Strahlen- 
büschel ij^y  u^y  u^y  u^y  UV  ZU  dcm  Ebenenbüschel  u  Q>^y  h^y  \y  \,  a) 
perspectiv  und  dieser  zur  Punktreihe  B^B^B^B^^  perspectiv,  wo  % 
der  dem  A  entsprechende  Doppelpunkt  auf  v  ist.  Also  sind  auch  alle 
Büschel  t^t^t^t^gQ  zu  diesen  festen  Gebilden  projectiv. 


Die  Begelschaaren  eines  Complexes  2.  Grades,  seine  Erzeugung  durch 

correlative  Netze  von  Gewinden.  Nachweis  des  Büschels  quadratischer 

Systeme  4.  Stufe  von  Gewinden  durch  den  Complex.**) 

608  Jedes  Strahlennelg  schneidet  in  einen  Complex  2,  Grades  F^  eine 

Eegdfläche  4.  Grades  L  Art  ein,  welche  die  Leitgeraden  des  Netges  eu 
doppelten  Leitgeraden  hat;  und  da  umgekehrt  jede  solche  Fläche  in  einem 
Strahlennetze  sich  befindet,  so  ist  ihre  Zahl  in  F^  oo^ 

Dass  durch  die  Strahlen  von  F^,  welche  beide  Leitgeraden  u,  v  des 
Netzes  treffen,  zwischen  deren  Punktreihen  eine  Correspondenz  [2,  2] 
entsteht,  ist  unmittelbar  klar.  Die  Erzeugenden  der  Regelfiäche,  welche 
einer  dritten  Geraden  w  begegnen,  sind  dann  die  4  Strahlen,  welche 
r^  mit  der  Begelschaar  [uvw]  gemeinsam  hat. 

Legt  man  ein  Strahlennetz  durch  einen  Strahlenbüschel  von  F^, 
so  ist  der  fernere  Schnitt  eine  cubische  Regelfläche:  doppelte  Leitge- 


*)  Schröter,  Theorie  der  ebenen  Curven  3.  Ordnung  S.  104. 
♦*)  Vergl.  hieran:  Schur,  Math.  Annalen  Bd.  16  S.  462;  W.  Stahl,  Journal 
f.  Math.  Bd.  93  S.  216;  Segre,  Sulla  geometria  della  retta. 
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rade  derselben  ist  diejenige  Leitgerade  des  Netzes,  welche  den  Scheitel 
des  Büschels  enthalt^  einfache  die  in  seiner  Ebene  gelegene. 

Umgekehrt  jede  in  F^  enthaltene  cubische  Begelfläche  befindet 
sich  in  einem  Strahlennetze  und  wird  durch  einen  Strahlenbüschel  zum 
vollen  Schnitte  desselben  ergänzt-,  tvir  haben  daher  oo^  cubische  Begeh- 
flächen  m  F^,  weil  durch  jeden  von  seinen  od^  Strahlenbüscheln  cx)^ 
Netze  gehen. 

Zwei  Strahlenbüschel  von  F^  sind  entweder  windschief,  d.  h.  ohne 
gemeinsamen  Strahl,  oder  schneiden  sich.  Durch  zwei  windschiefe 
Strahlenbüschel  —  ein  Strahlenbüschd-Dupel  —  geht  nur  ein  Strahlen- 
netz, dessen  eine  Leitgerade  u  die  beiden  Scheitel  verbindet,  während 
in  der  andern  v  die  Ebenen  sich  schneiden:  die  Büschel  gehören  im 
Netze  zur  nämlichen  Schaar  (I,  Nr.  95),  und  solche  allein  sind  ohne 
gemeinsamen  Strahl.  Der  Bestschnitt  zweiten  Grades  muss  so  be- 
schaffen sein,  dass  durch  jeden  Punkt  von  u  2  von  seinen  Strahlen 
gehen,  durch  jeden  von  v  im  allgemeinen  keiner;  folglich  besteht  er 
aus  zwei  Strahlenbüscheln,  die  sich  umgekehrt  zn  u  und  t;  verhalten, 
wie  die  gegebenen. 

Das  einzige  StraJüennetz  durch  zwei  windschiefe  Strahlenbüschel  von 
F^  schneidet  den  Cofnplex  in  zwei  andern  Strahlenbüscheln;  jene  gehören 
jsu  der  einen,  diese  zu  der  andern  von  den  beiden  Schaaren  im  Netze. 

Zu  zwei  windschiefen  Strahlenbüscheln  von  F*  giAt  es  immer  2  an- 
dere Büschel  im  Compleoce,  welche  beide  schneiden. 

Jede  zwei  windschiefen  Strahlenbüschel  von  F^  führen  also  zu 
einem  Gyklus  von  4  Büscheln  des  Gomplexes,  von  denen  jeder  die 
beiden  Nachbarn  schneidet;  die  Schnittstrahlen  bilden  ein  windschiefes 
Vierseit 

Die  zweiten  Büschel  von  F^,  die  aus  den  Scheiteln  der  neuen 
Büschel  kommen,  sind  gegen  die  gegebenen  windschief;  aber  von  den 
beiden  Büscheln,  die  von  jedem  der  beiden  weiteren  Schnitte  der  v 
mit  9  ausgehen,  schneidet  der  eine  den  einen,  der  andere  den  andern 
von  den  gegebenen  Büscheln.  Duales  gilt  für  die  Büschel  in  den  Be- 
rührungsebenen der  0,  die  durch  u  gehen. 

Hingegen  zu)ei  sich  schneidende  Strahlenbüschel  —  ein  StraMen- 
büscheIrPaar  —  gehören  in  jedem  durch  sie  gelegten  Strahlennetze  zu 
verschiedenen  Schaaren;  befinden  sie  sich  in  F^,  so  schneidet  ein  solches 
Netz  noch  eine  Begelfläche  2.  Grades  aus,  für  welche  u,  t;  einfache  Leit- 
geraden sind. 

So  kommen  wir  zu  Begelschaaren  in  F^. 

Das  Strahlenbüschel -Paar,  als  ausgeartete  Regelschaar,  und  die 
allgemeine  Regelschaar,   welche   den    weiteren  Schnitt   bildet,   haben, 

9' 
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weil  in  demselben  Netze  enthalten^  2  Gerade  gemein  (I,  Nr.  94),  welche 
sich  auf  die  beiden  Büschel  vertheilen. 

Umgekehrt,  eine  in  J^  enthaltene  Begelschaar  q  stellen  wir  mit 
einem  der  4  Strahlenbüschel  zusammen,  die  durch  eine  von  ihren  Ge- 
raden gehen.  Das  Strahlennetz,  das  durch  p  und  einen  beliebigen 
Strahl  des  Büschels  geht,  enthält  beide  und  schneidet  I^  noch  in 
einem  Büschel,  der  die  Regelschaar,  aber  auch  den  ersteren  Büschel 
schneiden  muss,  weil  andernfalls  der  volle  Schnitt  aus  4  Büscheln  be- 
stehen würde. 

Folglich  kann  jede  Regelschaar  von  J^  vermittelst  eines  Strahlen- 
büschel*Paars  erhalten  werden,  und  zwar,  da  ihre  Gerade,  durch  welche 
der  erste  Büschel  geht,  beliebig  gewählt  werden  kann,  in  oo^  Weisen. 

Der  Complex  besitzt  oo^  Strahlenbüschel y  jeder  hat  cx)^  An  schnei- 
dende; ihre  Scheitel  erfüUen  die  Schnittcurve  der  O  mit  der  Ebene  des 
ersten  y  der  jedoch  je  nur  von  einem  der  beiden  Büschel  geschnitten  wird, 
die  von  jedem  Punkte  dieser  Curve  ausgehen;  ihre  Ebenen  umhüllen  den 
Tangentialkegelj  der  vom  Scheitel  des  Büschels  an  0  Jcommt  So  ge- 
langen wir  zu  cx>*+^  Strahlenbüschel- Paaren  in  r*. 

Es  sei  (Bj  ß),  (JB',  ßi)  ein  solches  Paar;*)  fassen  wir  es  als  Regel- 
schaar auf,  so  besteht  die  Leitschaar  aus  (J3,  /}'),  {B',  /3);  jeder  Strahl 
aus  (B,  ß)  kann  als  die  eine  und  jeder  aus  (f  ,  ß)  als  die  andere 
Leitgerade  eines  durch  (J3,  j3),  (JB',  ßt)  zu  legenden  Strahlennetzes 
genommen  werden,  so  dass  deren  cx>^  möglich  sind.  Da  nun  jede 
Regelschaar  von  i^,  wie  wir  eben  bemerkten,  auf  oo^  Weisen  so  ab- 
geleitet werden  kann,  so  erhalten  wir  cx>'+^~^  Regeischaaren  in  JT*. 

Ein  Complex  2.  Grades  besitzt  oq^  Begelschaaren^  darunter  je  cx>^ 
Kegdy  Kegelschnitte,  StraMenbiischelrPaare,**) 

609  Durch  jede  Begelschaar  q^  von  T*  gehen  (I,  Nr.  126  fif.)  c»*  Si/rdh- 

Ipnnetze  {ein  Netz  oder  ein  Bündel***)  von  Gewinden  und  Strahlennetzen); 
jedes  schneidet  eine  zweite  Begelschaar  aus  F*,  welche  Qq  in  zwei  StrafUen 
oder,  sagen  wir  kurz,  zweimal  schneidet. 

*)  Von  den  beiden  Bezeichnungen  {Ä,  a),  (£,  ß)  der  Büschel  des  Gomplexes, 
zu  denen  die  Dualität  führte  (Nr.  614),  benutze  ich  die  letztere,  welche  den  An- 
fangs-Buchstaben  von  BQschel  enth&lt,  auch  als  neutrale.  —  (5,  «)  sind  die  Tan- 
gentenbüschel von  ^,  oder  S  und  a  singul&rer  Punkt  und  singulare  Ebene,  die  zu 
demselben  singulären  Strahle  8  gehören  (Nr.  623). 

**)  Die  vierfache  Unendlichkeit  der  Eegelschaaren  hat  —  durch  eine  später 
zu  besprechende  Abbildung  —  zuerst  Gaporali  gefunden:  Sui  complessi  e  suUe 
congruenze  di  2®  grado.  Memorie  delF  Accademia  dei  Lincei  Ser.  IIl  Bd.  2  (187S). 
*"**)  Dies  Wort  gebraucht  Reye  in  der  3.  Auflage  der  Geometrie  der  Lage, 
und  zur  Abwechselung  und  um  CoUisionen  desselben  Wortes  in  verschiedenen  Be- 
deutungen zu  vermeiden,  will  ich  mich  seiner  auch  bedienen. 
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Und  umgekehrt;  zwei  sich  zweimal  schneidende  Regeischaaren  Yon 
r^  befinden  sich  in  demselben  Strahlennetze. 

So  wird  jeder  Begelschaar  Qq  von  F^  ein  zweifach  unendliches  Sy- 
stem von  andern  Begelschaaren  von  F*  mgeordnet,  von  welchem  alle  die 
Q^  zweimal  schneiden  und  eu  dem  aUe  Begelschaaren  von  r*y  die  dies 
Ühun^  gehören. 

Den  Inbegriff  dieser  Regeischaaren  von  F*  will  ich  das  Begel- 
schaar-Feld  [pj  nennen  und  Qq  seinen  Träger. 

Wenn  Qq  ein  Kegel  von  F^  ist,  so  besteht  [pj  aus  allen  Kegel- 
schnitten von  F^  in  den  Ebenen  durch  die  Spitze  des  Kegels. 

Ist  Qq  ein  Kegelschnitt  von  F*,  so  wird  [p^]  durch  aUe  F^- Kegel 
gdnldet,  die  ihre  Spitzen  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  hohen. 

Daraas  folgt,  dass  in  einem  Begelschaar-Felde ,  das  von  einer  all- 
gemeinen Begelschaar  getragen  wird,  sich  kein  Kegel  oder  Kegelschnitt 
befindet. 

Die  übrigen  Regeischaaren  von  F*  haben  zu  Qq  dreierlei  Verhalten: 
die  einen  schneiden  Qq  einmal  und  sind  daher  mit  ihr  durch  ein  Ge- 
winde verbunden^  die  der  zweiten  Art  schneiden  zwar  Qq  nicht^  aber 
befinden  sich  doch  mit  ihr  in  dem  nämlichen  Gewinde,  und  f&r  die 
der  dritten  Art  gilt  auch  dies  nicht  mehr. 

Durch  ein  Strahlenbüschel-Paar  von  F^  (d.  h.  durch  den  gemein- 
samen Strahl  und  je  einen  weiteren  Strahl)  und  einen  beliebigen  Strahl 
g  von  F*  geht  nur  ein  Strahlennetz,  daher  durch  g  nur  00*+*—*  Regel- 
schaaren  von  F*. 

Durch  einen  gegebenen  Strahl  von  F^  gehen  <x>^  Begelschaaren  des 
Complexes,  durch  zwei  Gerade  also  eine  endliche  Zahl, 

Bewegt  man  das  Strahlennetz  des  Bündels  (Qq)  innerhalb  eines  zu 
diesem  Bündel  gehörigen  Gewindes  F,  so  ergiebt  sich  eine  Begelschaar- 
Beihe,  das  Feld  [q^]  ist  also  von  00^  Beihen  durchzogen:  es  lässt  sich  in 
ein  Feld  von  Putücten  abbilden,  weil  dies  ja  für  den  einschneidenden 
Bündel  (p^)  gilt.  Also  sind  jede  zum  Begelschaaren  des  Feldes  durch 
eine  Beihe  verbunden,  zwei  Beihen  des  Feldes  haben  eine  Begelschaar  ge- 
meinsam. 

Durch  jede  Gerade  von  F^  geht  eine  Begelschaar  von  [p J ,  weil  ein 
Strahlennetz  des  Bündels  (p^). 

Eine  Folge  von  Begelschaaren  von  F^,  in  der  jede  zwei  benachbarte  610 
sich  zweimal  schneiden,  heisse  eine  Kette  von  Begelschaaren,  die  ihre 
Glieder  genannt  werden  mögen.    Zwei  auf  einander  folgende  sind  also 
durch  ein  Strahlennetz  verbunden  und  zwei  auf  einander  folgende  von 
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diesen  Netzen  haben  eine  Begelschaar  gemein  und  befinden  sich  des- 
halb in  demselben  Gewinde.     Also: 

Drei  auf  einander  folgende  Glieder  Qi—iQiQi^i  einer  Kette  sind  in 
demselben  Gewinde  enthalten. 

Die  beiden  äusseren  Glieder  schneiden  sich  nidU^  denn  die  beiden 
Strahlen^  welche  Qi^i  mit  dem  Strahlennetze  {QiQi+i)  gemein  hat,  be- 
finden sich  auf  Qi. 

Damit  ist  auch  gewonnen,  dass  ztuei  Begelschaaren  eines  Feldes 
stets  demselben  Gewinde  (im  allgemeinen  ohne  Schnittstrahl)  angehören. 

Wenn  weiter  Qi—iQi—iQiQi^iQi^%  auf  einander  folgende  Glieder 
einer  mindestens  fünfgliedrigen  Kette  sind,  so  schneidet  das  Strahlen- 
netz, das  den  Gewinden  {Qi^tQt^iQi)  und  {QiQi^iQi^^)  gemeinsam  ist, 
ausser  in  Qi  noch  in  Qi]  diese  Begelschaar  schneidet  also  Qi  zweimal, 
daher  Qt—i  nicht  (denn  Qi~.iQiQi  bilden  eine  Kette)  und  infolge  dessen, 
weil  sie  dem  Netze  (Qt^^Qi^i),  mit  dem  sie  im  Gewinde  ((»,•_ s(>i—i(»{) 
liegt,  nur  auf  den  Schnitt-Regelschaaren  begegnen  kann,  Qi^^  zweimal 
und  ebenso  Qi-^i]  und  wir  haben  die  Kette  (»t~2(>/9t+2- 

In  jeder  mindestens  fünfgliedrigen  Kette  kann  man  3  auf  einander 
folgende  innere  Glieder  stets  durch  eine  Begelschaar  ersetzen  und  daher  die 
Kette  auf  4  oder  3  Glieder  heräbbringen,  je  nachdem  ihre  Gliederzahl 
gerade  oder  ungerade  ist    Dabei  bleiben  die  Endglieder  dieselben. 

Die  Endglieder  einer  Kette  von  ungerader  Gliederzahl  befinden  sich 
stets  in  demselben  Gewinde  ohne  gemeinsamen  Strahl. 

611  Man  sei,  von  Qq  ausgehend,  durch  eine  viergliedrige  Kette  zu  q^ 

gelangt;  dann  Hegt  jede  Qq  zweimal  schneidende  Begelschaar  q  mit  Qq 
in  einem  Gewinde,  da  qQq  . .  Qq*)  fünfgliedrig  ist. 

Jede  Begelschaar  des  Feldes  [qq]  kann  mit  Qq  durch  ein  Gewinde 
verbunden  werden,  und  jede  Begelschaar  von  [qq]  mit  Qq, 

Zwei  Strahlennetze  von  (qq)  schneiden  in  q  und  q^,  welche  mit 
Qq  durch  die  Gewinde  F',  F/  verbunden  sind;  das  Strahlennetz  FT/ 
schneidet  dann,  ausser  in  Qq,  noch  in  q\  Weil  q  mit  diesem  Netze 
{qoq')  in  F'  gelegen  ist,  trifft  sie  dasselbe  zweimal,  also  wird,  da  q 
und  Qq  windschief  sind,  q'  von  q  und  ebenso  von  q^  zweimal  ge- 
schnitten und  befindet  sich  deshalb  in  dem  Gewinde  F  von  (qq\  wel- 
ches die  Netze  (Qqq),  (QoQi)  verbindet.  Da  nun  q'  das  Netz  (QqQ)  schon 
zweimal  auf  q  trifft,  so  trifft  sie  Qq  nicht.  Ein  drittes  Strahlennetz  von 
(jQo),  das  in  F  liegt  und  Q2  ausschneidet,  wird  von  q^  zweimal  auf  Q2 


*)  Die  Punkte  sollen,  aach  der  Zahl  nach,  die  nicht  genauer  bezeichneten 
Glieder  der  Kette  angeben. 
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getroffen,  und  so  jede  weitere  Regelschaar  der  Reihe  qQiQ^,  ...  Da- 
her enthalten  die  Gewinde  F',  F/,  F/,  .  . .,  welche  diese  Regelschaa- 
ren  mit  Qq  verbinden^  von  q'  4  Strahlen,  2  auf  q^I^  2  auf  Q,  Qi,  Q^y  -^t 
folglich  die  ganze  Regelschaar  q'  und  bilden  einen  Büschel,  dessen 
Basis  das  Sirahlennetz  (qqq)  ist. 

Wenn  also  das  Str(Mennet0  von  (qq)  einen  Büschel  in  diesem  Bündel 
durchläuft^  d.  h.  sich  innerhalb  eines  Gewindes  von  (q^^)  bewegt,  so  erzeugt 
das  Geunnde,  u>€lches  die  je  ausgeschnittene  Begdschaar  mit  Qq  verbindet, 
auch  einen  Büschd. 

Und  ebenso  könnten  wir  von  q^  ausgehen:  fQr  die  q,  die  von 
einem  durch  q^  gehenden  Strahlennetze  Aisgeschnitten  wird,  ist  F  das 
Gewinde,  das  sie  mit  q^  verbindet. 

Damit  ist  erkannt,  dass  jeder  Complex  2,  Grades  durch  die  Schnitt- 
Begdsehaaren  entsprechender  Elemente  aweier  corrdativer  Bündd  von  Ge- 
winden und  Strahlenneteen  ergeugt  werden  kann. 

Beweisen  wir  nun,  dass  umgekehrt  das  ErMCugniss  mveier  solcher 
Bündel  ein  Complex  2.  Grades  ist.  Die  beiden  Bündel  seien  £>„  S^. 
Eine  beliebige  Ebene  x  wird  durch  sie  correlativ  gemacht,  und  es 
entsprechen  sich  ihr  Nullpunkt  in  Bezug  auf  ein  Gewinde  von  S^  oder 
S^'  und  der  Strahl  in  x  aus  dem  entsprechenden  Strahlennetze  von  S2 
oder  5).  Die  Gurve  2.  Grades  der  Geraden,  welche  durch  ihren  einen 
und  dann  auch  durch  ihren  andern  entsprechenden  Punkt  gehen,  ist 
die  Complexcurve  (sr);  und  so  zeigt  sich,  dass  der  nämliche  Complex 
sich  ergid>t,  ob  man  die  Gewinde  von  S^  mit  den  entsprechenden  StraMen- 
netgen  von  S^  oder  die  Gewinde  von  S^  mit  den  Strahlennetzen  von  S^ 
schneidd.  Man  erkennt  auch  leicht  unmittelbar,  dass  ein  Strahl,  der 
zwei  entsprechenden  Elementen  der  einen  Art  gemeinsam  ist,  auch 
stets  in  zwei  entsprechenden  Elementen  der  andern  Art  zugleich  liegt 
Die  erzeugenden  Regeischaaren  bilden  ein  Feld,  jedoch  in  dem  einen 
Falle  nicht  dasselbe  wie  im  andern. 

Durch  zwei  beliebige  Strahlen  der  Grund- Regelschaar  des  einen 
der  beiden  erzeugenden  Bündel  geht  ein  Gewinde  des  andern;  also  ist 
die  Regelschaar,  in  welcher  dasselbe  sich  mit  dem  entsprechenden 
Strahlennetze  schneidet,  die  einzige  Regelschaar  des  Complexes  F^ 
durch  jene  beiden  Strahlen,  ausser  der  Grund-Regelschaar. 

Daraus  ist  schon  zu  vermuthen,  dass  die  oben  erwähnte  Zahl  der 
durch  2  Strahlen  des  F^  gehenden  von  seinen  Regeischaaren  2  ist 

Jedoch  wird  hierbei  die  Existenz  einer  von  ihnen  vorausgesetzt 

Von  der  Schnittcongruenz  2.  Grades  des  F^  mit  einem  Gewinde  F,  612 
die  später  noch  genauer  behandelt  werden  wird,  sollen  vorläufig  fol- 
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gende  Eigenschaften  besprochen  werden.  Weil  F*  oo*  und  F  oo*  Re- 
gelschaaren  enthält  und  es  überhaupt  cx)^  Begelschaaren  giebt,  so 
müssen  in  der  Gongruenis  FF^  00*+*^—*,  also  c»^  Begelsdumren  vorhanden 
sein;  es  wird  sich  zeigen^  dass  sie  10  Reihen  bilden:  FF^  ist  eine 
allgemeine  Congruenz  2.  Grades  ohne  singulare  Linie. 

Wenn  q^  eine  in  FF^  enthaltene  Begelschaar  ist^  so  führt  die- 
selbe, wie  wir  schon  gefunden  haben,  zu  einer  Reihe  Ton  cx)^  Regel- 
schaaren,  die  sämmtlich  in  FF^  sich  befinden,  durch  die  zu  F  ge- 
hörigen Strahlennetze  von  (fi^).  Sie  begegnen  alle  der  Qq  zweimal, 
keine  zwei  aber  einander,  da  durch  jede  Gerade  nur  ein  Strahlennetz 
von  (pq)  geht.  Irgend  eine  Regelschaar  Qq  aus  dieser  Reihe  führt  in 
derselben  Weise  zu  einer  Reihe  in  FJ*^,  zu  der  Qq  gehört.  Jede  andere 
Regelschaar  aus  der  ersten  Reihe  schneidet  das  Strahlennetz,  welches 
Qq  mit  einer  aus  der  zweiten  Reihe  verbindet,  zweimal  (weil  beide  in 
F  liegen),  also  so  oft  diese  Regelschaar,  da  sie  der  Qq  nicht  begegnet 
Daher  kann  jede  von  den  beiden  Reihen  aus  jeder  Regelschaar  der 
andern  genau  so  abgeleitet  werden,  wie  die  erste  aus  Qq  und  die 
zweite  aus  Qq. 

Jede  in  der  Schnittcongruenz  2,  Grades  des  F^  mit  einem  Gewinde 
F  enthaltene  Begelschaar  führt  sofort  zu  zwei  verknüpften  Begelschaar- 
Beiheny  in  deren  einer  sie  sich  befindet,  Aüe  Begelschaaren  der  einen 
Beihe  treffen  alle  der  andern  zweimal,  keine  zvoei  derselben  Beihe  treffen, 
im  allgemeinen*),  einander. 

Wir  kennen  diese  verknüpften  Reihen  von  der  Betrachtung  der 
Congruenz  2.  Grades  ohne  singulare  Linien  (II,  Nr.  369). 

Jede  zu  Qq  windschiefe  Regelschaar  von  FF^  trifft  das  Strahlen- 
netz {qqQq)  zweimal,  also  auf  Qq  und  gehört  deshalb  zur  zweiten  Reihe. 

613  Die  Begelschaaren  des  Complexes,  tvelche  mit  einer  gegebenen  Begel- 

schaar Qq  desselben  durch  eine  Sgliedrige  (oder  allgemeiner  eine  ungerad- 
gliedrige)  Kette  verbunden  sind,  sind  daher  in  den  06^  Congruenzen  FF^, 
welche  durch  die  Gewinde  von  (qq)  eingeschnitten  werden,  diejenigen,  welche 
je  zu  derselben  Beihe  gehören,  wie  q^;  aiso  ist  ihre  Anzahl  cx)l 

Seien  q  und  q^  zwei  von  ihnen,  so  können  wir  die  beiden  Ketten, 
welche  von  Qq  zu  ihnen  führen,  unter  Umkehrung  der  einen  an  ein- 
ander schliessen,  was  zu  einer  fünfgliedrigen  Kette  führt,  die  wieder 
auf  3  Glieder  herabgebracht  werden  kann.  Wie  also  q  und  q^  aus  q^, 
so  kann  jede  von  ihnen  aus  der  andern  abgeleitet  werden. 

*)  Wir  werden  (Nr.  681,  683)  Reihen  kennen  lernen,  in  denen  alle  Begel- 
schaaren eine  oder  zwei  Gerade  gemein  haben.  —  Ich  gebrauche  nun  das  bestimm- 
tere Wort  jyReihe**  statt  „System**,  dessen  ich  mich  in  Bd.  II  bedient  habe. 
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Wir  erhalten  auf  diese  Weise  ein  in  sich  geschlossenes  System  3.  Stufe 
Z,  von  Begelschaaren  des  I^,  von  dem  jede  zwei  durch  eine  dreigliedrige 
Kette  verbunden  werden  können  oder  in  demselben  Gewinde  sich  so  be- 
finden, dass  sie  in  dessen  Schnittcongruenjs  mit  F^  derselben  Beihe  ange- 
hören, y 

Also  jede  zwei  Regelschaaren  dieses  Systems  £,  bestimmen  eine 
Reihe  und  solcher  Reihen  enthält  das  System  od^'*—^\  d.  h.  cx)^;  jede 
Reihe  erzeugt  den  Schnitt  von  F^  mit  einem  Gewinde;  es  ist  demnach 
unser  System  oder  Begdschaar-GAüsche^  wie  wir  es  nennen  wollen,  mit 
oo^  Gewinden  verbunden. 

Solcher  Begelschaar-Gebüsche  haben  wir  (x};  keine  zwei  haben  eine 
BegeUchaar  gemein;  denn  eine  solche  zöge  ja  Gemeinsamkeit  aller 
fibrigen  Regeischaaren  des  einen  oder  andern  Gebüsches  nach  sich. 

Aber  durch  diese  Gebüsche  werden  nicht  etwa  auch  die  Gewinde 
in  oo^  getrennte  Systeme  von  oo^  Gewinden  geschieden,  vielmehr  ist 
jedes  Gewinde  mit  10  Gebüschen  verbunden,  wie  uns  unsere  Kenntniss 
der  10  Regelschaar  -  Reihen  in  der  Congruenz  2.  Grades  FF^  schon 
lehrt. 

Zwei  Regeischaaren  eines  Feldes  sind  durch  eine  dreigliedrige 
Kette  verbunden,  deren  Mittelglied  der  Träger  des  Feldes  ist. 

Folglich  gehört  ein  Feld  von  Begelschaaren  vollständig  in  ein  Ge- 
büsche; der  Träger  befindet  sich  aber  ausserhalb. 

Eine  Beihe,  in  einem  Gewinde  enthalten,  gehört  cx)^  Fddem  an^ 
deren  Träger  die  verschiedenen  Begelschaaren  der  verknüpften  Beihe  sind. 

Zwei  Regelschaar-Felder  [qq\,  [qq]  des  nämlichen  Gebüsches  haben 
qqS.s— 9^  also  oo^  Regeischaaren  gemeinsam;  q^,  q^  seien  zwei  derselben, 
so  befinden  sich  Qq,  Qq  in  dem  sie  verbindenden  Gewinde  F,  weil  sie 
mit  ihm  4  Strahlen  gemeinsam  haben,  also  gehören  Qq,  Qq  zur  einen, 
Pi,  Q^  zur  andern  von  zwei  verknüpften  Reihen  der  Schnittcongruenz; 
die  weiteren  Regeischaaren  der  Reihe  (q^,  q^)  sind  beiden  Feldern 
gemeinsam,  und  jede  gemeinsame  Regelschaar  beider  Felder  fallt  in 
r  und  in  die  Reihe  (qiQ^).     Also: 

Zu^ei  demselben  Gebüsche  angehärige  Begelschaar-Felder  haben  eine 
Beihe  gemeinsam. 

Das  Gebüsche  £^  ist  dem  Punktraume  vergleichbar,  so  dass  den 
Punkten,  Geraden,  Ebenen  die  Regeischaaren,  Reihen  und  Felder  von 
Regeischaaren  entsprechen,  die  in  £^  enthalten  sind. 

Ein  Feld  und  ein  Gebüsche  von  Begelschaaren  kann  man  in  der 
bekannten  Weise  fächerförmig  durch  Beihen  aus  3,  beew.  4  Constituenten 
erzeugen,  die  nicht  derselben  Beihe,  demselben  Felde  angehören. 

Zeigen  wir  dies  zunächst  für  das  Feld.    Es   seien   p^,  pg,  ^3,  (f 
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4  von  seinen  Regeischaaren,  Qq  sein  Träger.  Das  Gewinde,  welches  Qi, 
Q2  und  die  Reihe  (qiQ^)  ^^^  9o  verbindet,  und  das  Gewinde,  welches 
Q^,  Q  und  ihre  Reihe  mit  Qq  verbindet,  schneiden  sich  in  einem  Strah- 
lennetz, das  dem  I^  ausser  in  Qq  noch  in  q'  begegnet;  Qq  befindet  sich 
in  den  Schnittcongruenzen  jener  Gewinde  in  den  den  Qi(f2  9  hezw.  q^q 
verknüpften  Reihen,  also  q,  welche  Qq  zweimal  schneidet,  in  den  q^q^ 
und  Q^Q  selbst  und  ist  ihnen  gemeinsam.  Jede  Regelschaar  q  des 
Feldes  gehört  daher  einer  Reihe  an,  welche  q^  mit  einer  Regelschaar 
der  Reihe  q^q^  verbindet,  und  das  war  zu  beweisen. 

614  Es  seien  nun  q  und  q^  zwei  Regeischaaren  von  F^,  welche  durch 

4gliedrige  Ketten  aus  Qq  hervorgehen,  so  ergiebt  sich  durch  Anein- 
anderfügung eine  Tgliedrige  und  also  auch  auf  3  Glieder  zu  reduci- 
rende  Kette  von  q  nach  q^. 

Alle  mit  einer  bestimmten  Begelschaar  Qq  von  F*  durch  4gliedrige 
Ketten  verbundenen  Begdschaaren  von  F^  sind  mit  irgend  einer  van  ihnen 
durch  Sgliedrige  Ketten  verbunden  und  bilden  daher  aud%  ein  Gebüsche 
2^3,  0u  dem  aber  Qq  nicht  gehört. 

Sei  q'  eine  von  diesen  Regeischaaren  und  q  eine  aus  dem  Ge- 
büsche, zu  dem  Qq  gehört,  so  haben  wir  die  6gliedrige  Kette  q  .  Qq,,  q'j 
die  wir  auf  4  Glieder  reduciren  können. 

Mit  jedem  Gebüsche  U^  von  Regeischaaren  des  F^  ist  ein  anderes 
Z^  verknüpft  von  der  Art,  dass  jede  Begelschaar  aus  £^  mit  jeder  aus 
£^'  durch  eine  dgliedrige  Kette  verbunden  werden  kann. 

Gehören  Qq,  q  zu  27,  und  schneidet  q^  die  q  zweimal,  so  haben 
wir  die  4gliedrige  Kette  Qq,qq]  also: 

Das  ganee  Feld,  welches  eine  Begdschaar  von  Z^  oder  Z^  gum 
Träger  hat,  gehört  0u  Z^  oder  Z^. 

Oder: 

Die  Träger  der  in  Z^  oder  Z^  enthaltenen  Fdder  von  Begdsdiaaren 
liegen  in  Z^  oder  Z^  und  erfüllen  dies  Gdnisdie, 

Es  giebt  also  auch  2gliedrige  Ketten  zwischen  Z^  und  Z^'^  die 
man  aber  in  4gliedrige  verlängern  kann,  z.  B.,  wenn  q  und  q^  zum 
Felde  [q']  gehören,  die  Kette  qq'  in  q.QiQ'* 

Bei  jeder  Kette  bleibt  man  innerhalb  zweier  verTcnüpfter  Gdmschey 
aus  dem  einen  in  das  andere  oscülirend. 

Zum  verJcnüpfte  Beihen  von  Begdschaaren  innerhalb  einer  Congruenz 
FF^  gehören  zu  verknüpften  Gdnischen. 

Eine  Regelschaar  p,  welche  zwei  Regeischaaren  g^y  g^  zweimal 
trifft,  liegt  in  der  verknüpften  Reihe  der  Reihe  Qifi]  denn  die  Glieder 
der  Kette  Qi^q^  befinden  sich  in  einem  Gewinde. 
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Den  oo^  Beihen  eines  Feldes  in  Z^  sind  die  oo'  Beihen  van  Z^ 
verknüpfte  die  m  den  Träger  des  Feldes  msammenlaufen. 

Eine  Beihe  und  ein  Feld  desselben  GAüsches  haben  eine  Regelschaar 
gemein.  Constituiren  wir  aus  der  yerknflpften  Reihe  (oder  zwei  Ele- 
menten derselben)  und  dem  Träger  des  Feldes  das  Feld  im  verknüpf- 
ten Gebüsche,  so  ist  dessen  Träger  die  gemeinsame  Regelschaar. 

Ein  ausgejseichnetes  Paar  verknüpfter  GAüsche  bilden  die  Kegel  und 
die  Kegelschnitte  van  F*;  denn  zwischen  zwei  Eegel  (X),  (Z)  können 
wir  den  Kegelschnitt  (rf)  in  einer  beliebigen  Ebene  ri  durch  XZ  als 
mittleres  Glied  einer  Kette  einschalten. 

Zwei  verknüpfte  Beihen  in  diesen  Gdmschen  bestehen  a/us  den  Kegeln 
und  Kegdschniüen y  deren  Spibsen  und  Ebenen  mit  einer  Geraden  l  inci- 
diren,  also  deren  Complezfläche  (T)  umhüllen,  bezw.  erzeugen;  das  beide 
Reihen  enthaltende  Gewinde  ist  das  Gebüsche  [/]. 

Bei  der  Erzeugung  des  F^  durch  correlative  Bündel  liegt  das  Feld 
der  erzeugenden  Regeischaaren  in  demjenigen  von  zwei  verknüpften 
Gebüschen^  welchem  die  Grnnd-Regelschaar  des  Bündels  angehört^  von 
welchem  die  Gewinde  benutzt  werden;  die  zweite  Grund -Regelschaar 
ist  im  andern  enthalten. 

Ein  Begelschaar-Feld  unrd  cöllinear  auf  ein  Punktfeld  beBogen,  in-  615 
dem  man  den  Bündel  von  Strahlennetzen,  welche  die  Regeischaaren 
desselben  aus  seinem  Träger  ,,projiciren'',  correlativ  auf  das  Punktfeld 
bezieht:  durchläuft  die  Regelschaar  im  Feld  eine  Reihe,  so  thut  es 
auch  der  Bildpunkt,  und  so  werden  auch  die  Begelschaar-Beihen  projecUv 
begiehhar^  auf  Punktreihen, 

Die  Felder,  welche  eine  Reihe  gemeinsam  haben  und  von  den 
Regeischaaren  der  verknüpften  Reihe  getragen  werden,  erfüllen  das 
ganze  Gebüsche,  zu  dem  die  Reihe  gehört;  denn  jede  Regelschaar  des- 
selben kann  man  ja  mit  der  Reihe  durch  ein  Feld  verbinden. 

Durch  projective  Beziehung  der  verknüpften  Reihe  macht  man 
auch  diesen  Felderbüschel  projectiv  beziehbar. 

Verbindet  man  nun  drei  Regeischaaren  q^,  p^,  q^  eines  Gebüsches 
durch  Reihen  und  bezieht  die  Felderbüschel,  welche  diese  Reihen  zu 
Basen  haben,  bezw.  projectiv  auf  die  drei  Ebenenbüschel,  deren  Azen 
die  Punkte  A^,  A^f  A^  verbinden,  derartig,  dass  in  allen  drei  Projec- 
tivitäten  das  Feld  (fiQiQ^  der  Ebene  A^A^A^  entspricht,  so  macht  man 
das  Gebüsche  zum  Punktraume  cöllinear,  so  dass  eine  Regelschaar  und 
ein  Punkt  sich  entsprechen,  in  denen  entsprechende  Felder  und  Ebenen 
sich  schneiden  (vgl.  I,  Nr.  141). 

Jedes  von  den  Begelschaar-Gebüschen  eines  F^  ist  coUinear  auf  den 
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Tunktraum  beziehbar.    Und  damit  ist  auch  die  Möglichkeit  der  Con- 
stituirong  eines  Gebüsches  aas  vier  seiner  Elemente  erkannt. 

616  Kommen  wir  auf  die  Erzeugung  des  I^  durch  zwei  correlative 
Bündel  von  Gewinden  und  Strahlennetzen  zurück.  Die  Grund -Regel- 
schaar  q^  des  einen  können  wir  beliebig  unter  den  oc^  Begelschaaren 
von  r^  wählen;  die  Qq  des  and.ern  ist^  weil  im  zu  ihr  durch  eine 
4gliedrige  Kette  von  q^  gelangen,  dann  beliebig  aus  dem  verknüpften 
Gebüsche  desjenigen  zu  nehmen,  zu  dem  q^  gehört 

Dciher  kann  jeder  gegebene  Complex  2.  Grades  auf  oo^  Weisen  durch 
correlative  Bündel  erzeugt  werden. 

In  der  Erzeugung  aber  liegt  die  Mannigfaltigkeit  2.9  -f  8  <»  26; 
denn  es  giebt  so  viele  Bündel  von  Gewin  den,  als  Regeischaaren,  also 
cx)^,  und  die  Gorrelation  zwischen  2  Bündeln  ist  auf  cx>^  Weisen  mög- 
lich.   FolgUch  ist  die  Mannigfaltigkeit  von  r>  26  —  7  ^  19. 

Es  giebt  oo*^  Camplexe  2.  Grades. 

Die  Mannigfaltigkeit  der  Kummer'schen  Fläche  ist  18  (II,  Nr.  338). 

Jede  Kummer'sche  Fläche  ist,  wie  wir  gefunden  haben,  singulare 
Fläche  für  oo^  Compleze  2.  Grades. 

617  Zu  den  consingulären  Gomplezen  eines  gegebenen  I^  gelangen 
wir  nun  auch  vermittelst  der  oo^  Paare  verknüpfter  Regelschaar- 
Gebüsche  2^,  S^  des  jT*. 

Es  sei  Iq  eine  Gerade  aus  der  Leitschaar  einer  Regelschaar  q  von 
jp;  alle  Strahlennetze  durch  q  im  Gebüsche  [y,  d.  h.  welche  l^  zur 
festen  einen  und  eine  veränderliche  Gerade  der  Leitschaar  zur  zweiten 
Leitgeraden  haben,  schneiden  eine  Reihe  von  Regeischaaren  aus,  welche 
sämmtlich  l^  zur  Leitgeraden  haben,  und  gehen  wir  ebenso  von  irgend 
einer  Regelschaar  dieser  Reihe  aus,  so  erhalten  wir  die  verknüpfte 
Reihe,  deren  Regeischaaren  auch  die  \  alle  zur  Leitgeraden  haben« 

Jede  Leügerade  einer  Begdschaar  von  I^  ist  Leitgerade  für  aüe 
Begelschaaren  einer  ganzen  Beihe  von  Begelschaaren,  zu  der  jene  gehört, 
so  wie  für  alle  aus  der  verknüpften  Beihe:  das  verbindende  Gewinde  ist 
das  Gebüsche,  welches  die  Gerade  zur  Axe  hat  Da  jede  von  diesen 
Reihen  mit  einem  beliebigen  Felde  ihres  Gebüsches  eine  Regelschaar 
gemein  hat,  so  erhält  man: 

Die  Strahlen  der  Leitschaaren  der  Begelschaaren  eines  Gebüsches  er- 
geben  sich  schon,  wenn  man  sich  auf  die  Leitschaaren  eines  Feldes  dieses 
Gebüsches  beschränkt. 

Sie  erzeugen  daher  einen  Complex. 

Derselbe  Complex  entsteht  beim  verknüpften  Gebüsche. 
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Und  so  ist  jedem  Paare  verknüpfter  BegeUchaar-Gämsche  des  F^  ein 
Complex  Bugeordnet:  der  Complex  der  Leitschaaren  ihrer  Begelschaaren. 

Um  den  Grad  dieses  Complexes  zu  ermitteln,  brauchen  wir  die 
Charakteristik  ^Q*)  für  das  doppelt  unendliche  System  der  Träger- 
flächen der  Regeischaaren  eines  Feldes  von  F';  d.  h.  die  Zahl  der  Flä- 
chen, die  durch  einen  Punkt  P  gehen  und  zugleich  eine  gegebene 
Ebene  tc   berühren. 

Ein  beliebiger  Strahlenbüschel  (0,  m)  ruft  in  der  Leitschaar  Xq 
des  Trägers  Qq  eines  Feldes  von  Begelschaaren  von  JT^  eine  Involution 
hervor;  folglich  ist  das  Gewinde,  das  nach  Chasles'  Erzengnngsweise 
durch  diese  involutorische  Begelschaar  Xq  entsteht  (I,  Nr.  71),  auch 
das  Erzeugniss  der  Strahlennetze,  welche  Qq  mit  den  einzelnen  Strahlen 
von  (0,  (d)  verbinden.  Die  zwei  Strahlen,  welche  dies  Gewinde  mit 
irgend  einem  Complexkegel  (P)  oder  irgend  einer  Gomplezcurve  (n) 
gemein  hat,  lehren  wiederum,  dass  die  Strahlennetze,  welche  Qq  mit 
den  einzelnen  Strahlen  von  (P)  oder  (pc)  verbinden,  einen  Complex 
2.  Grades  erzeugen;  dieser  hat  mit  (P')  oder  (pc)  4  Strahlen  gemein- 
sam. Daraus  folgt,  dass  es  4  Strahlennetze  durch  Qq  giebt,  welche 
einen  Strahl  von  (P)  und  einen  von  (P'),  oder  einen  von  (P)  und 
einen  von  (sr'),  oder  einen  von  (x)  und  einen  von  (x)  enthalten. 
Durch  diese  Strahlen  geht  dann  die  zweite  aus  F^  ausgeschnittene 
Regelschaar,  also  eine  Begelschaar  aus  dem  Felde  [qq\  und  die  Träger- 
fläche geht  durch  P  und  P\  geht  durch  P  und  berührt  x,  berührt  n 
und  X,  Daher  haben  wir  für  das  System  der  Trägerflächen  der  Begel- 
schaaren eines  Feldes: 

f**  =  f*(>  =  9*  =  4. 

Nehmen  wir  nun  im  mittleren  Falle  an,  dass  P  in  x'  liegt,  so 
folgt,  dass  dem  Büschel  (P,  jc)  4  Gerade  von  solchen  Trägerflächen 
angehören.  Die  Begelschaaren  selbst  erzeugen  den  F^  und  zwar  ein- 
fach, da  durch  jeden  Strahl  g  von  F^  nur  eine  Begelschaar  des  Feldes 
geht.  Auf  sie  kommen  also  2  von  den  4  Strahlen,  die  beiden  andern 
sind  Leitgeraden  und  der  gesuchte  Complex  ist  2.  Grades. 

Die  Leitschaaren  der  Begelschaaren  eines  Feldes  von  F^  oder^  wa^  das- 
selbe isty  die  Leitschaaren  der  Begelschaaren  eines  Gebüsches  von  F^  er- 
zeugen einen  Complex  2.  Grades^  den^  wie  gesagt,  das  verknüpfte  Gämsch 
Aenfails  liefert. 

Es  sei  Qq  eine  Begelschaar  eines  bestimmten  Gebüsches  von  F^, 
welches  man,  da  es  durch  diese  Begelschaar  eindeutig  bestimmt  ist, 
auch  I^qI  nennen  kann;  ferner  sei  (P,  ß)  ein  Strahlenbüschel  von  F^. 


*)  Eine  Verwechslung  der  beiden  Bedeutangen  von  p  ist  wohl  ausgeBchlossen. 
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Es  giebt  daher  ein  Gewinde  F  durch  Qq  und  (B,  /3);  wenn  q  der  ver- 
knüpften Reihe  in  FF*  angehört,  so  liegt  der  Strahl,  den  das  Strah- 
iennetz  {qqq)  mit  {B,  ß)  gemein  hat,  auf  q,  und  wegen  dieses  gemein- 
samen Strahls  befinden  sich  q  und  (B,  ß)  in  einem  Strahlennetze  von 
F,  das  noch  einen  Büschel  (JB^,  /Sj)  ausschneidet,  so  dass  die  Regel- 
schaar  [(J?,  /S),  {B^,  ß^)]  mit  Qq  in  einer  Reihe  sich  befindet  und  daher 
zu  \qq\  gehört.     Die  Leitschaar  besteht  aus  {B,  ßj)y  (jB^,  ß). 

Mithin  sind  die  singulären  Punkte  und  Ebenen  von  F*  auch  solche 
für  die  neuen  Compleze. 

Diese  neuen  Complexe  2,  Grades,  von  denen  jeder  einem  Paare  ver- 
knüpfter Begelschaar-Odmsche  des  F'  zugeordnet  ist,  sind  die  consingu- 
lären  Complexe  des  F*. 

Bern  Paare  von  Gebüschen,  die  aus  den  Kegeln  und  den  Kegel- 
schnitten von  r*  bestehen,  ist  F^  sdbst  zugeordnet. 

Jeder  Strahl  l  gehört  zu  4  von  den  consingulären  Complexen; 
folglich  ist  er  Leitgerade  für  je  oc^  Regelschaaren  in  8  Gebüschen 
von  r*,  welche  4  Paare  bilden. 

618  Jeden  Büschel  {B,  ß)  von  F^  kann  man  durch  einen  andern  zu 

einer  Regelschaar  vervollständigen,  die  zu  einem  bestimmten  Gebüsche 
gehört.  Diese  Strahlenbüschel  für  zwei  verknüpfte  Gebüsche  2J,,  H^ 
seien  {B„  A),  (£,',  ft');  d"»n  gehören  {B,  ß,),  (B,,  ß);  {B,  ß{),  (£,',  ß) 
ZU  dem  consingulären  Complexe,  welcher  I^,  2J^'  zugeordnet  ist  Also 
sind  ßi,  /3/  die  Ebenen  des  Ebenenpaars  dieses  Complexes  aus  B,B^,B^ 
die  Punkte  seines  Punktepaars  in  ß.  Demnach  liegt  die  Gerade  ß^ß^ 
in  der  Berührungsebene  von  O  in  B  und  B^B^  geht  durch  den  Be- 
rührungspunkt von  /);  jene  ist  der  zu  B,  diese  der  zu  ß  gehörige  sin- 
gulare Strahl  für  diesen  Complex.  Kennt  man  also  {B^y  ß^),  so  ergiebt 
sich  (B^',  /3/)  folgendermassen:  B^^  ist  der  vierte  Schnitt,  mit  O,  der 
Geraden,  welche  B^  mit  dem  Berührungspunkte  von  ß  verbindet,  /}/ 
die  vierte  Berührungsebene  von  0  aus  der  Schnittlinie  von  ß,  mit 
der  Berührungsebene  von  B.  Es  entsteht  auf  der  Curve  ßO  und  um 
den  Kegel  BO  eine  eindeutige  involutorische  Beziehung  der  B^  und 
jB/,  der  /Jj  und  /S/. 

Handelt  es  sich  aber  um  ein  Doppel -Gewinde  unter  den  consin- 
gulären Complexen,  so  werden  die  singulären  Strahlen  B^B^,  ß^ß^ 
Doppeltangenten  von  0\  also  fallen  B^  und  JB/,  ß^  und  /3/  zusammen. 
Wir  erhalten  auf  diese  Weise  schon  oo^  den  beiden  zugehörigen  ver- 
knüpften Gebüschen  gemeinsame  Regelschaaren   [(jB,  ß),   (JB^,  /3i)].*) 

*)  Hieraus  folgt  nebenbei: 

Wenn  B  ein  Pankt  ^  und  ß  eine  durch  ihn  gehende  Berührungsebene  ist, 
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Daraus  folgt,  da88  diese  Gebüsche  ganz  zusammenfallen;  denn  jede 
Regelschaar  eines  Gebüsches  beßtimmt  es  vollständig. 

Wir  haben  daher  6  Gebüsche  von  Begdschaaren  in  i^,  welche  mit 
ihren  verknüpften  identisch  sind;  sie  sind  den  6  Doppel-  oder  Fundamental' 
Gewinden  zugeordnet. 

Wir  können  aber  direct  zeigen,  dass  jede  Regelschaar  q,  die  zu 
dem  einen  Gebüsche  gehört;  auch  in  dem  andern  sich  befindet;  ist  q 
eine  von  den  obigen  gemeinsamen  (ausgearteten)  Regelschaareu,  so  ist 
sie  mit  q  drei-,  bezw.  yiergliedrig  verbunden;  je  nachdem  wir  sie  zu 
dem  einen  oder  andern  Gebüsche  rechnen.  Ziehen  wir  die  beiden 
Ketten  zusammen,  so  haben  wir  die  sechsgliedrige  Kette  g  ,^ . .  q, 
welche  wir  auf  4  Glieder  reduciren  können;  dies  bedeutet,  dass  g  auch 
zum  verknüpften  Gebüsche  von  \q\  gehört 

Mit  der  Identität  der  GebQsche  ist  aber  nicht  gesagt,  dass  auch 
verknüpfte  Reihen  zusammenfallen. 

Wir  nennen  diese  Gebüsdie  Doppelgebüsche  und  bezeichnen  sie  mit 

-Zjj^l,    .  .  .    2.8,6- 

Die  Regeischaaren  eines  Doppelgebüsches  haben  ihre  Leitschaaren 
im  zugeordneten  Fundamental-Gewinde.  Daher  führt  die  Polarisirung 
in  Bezug  auf  dieses  die  Leitschaaren  und  folglich  auch  die  Regel- 
schaaren  in  sich  selbst  über.  Wir  können  letztere  auch  involutorisch 
zu  dem  Gewinde  nennen,  weil  zu  ihm  alle  Gewinde,  die  durch  eine 
von  ihnen  gehen,  in  Involution  sind  (I,  Nr.  131). 

Wenn  zwei  Regeischaaren  in  Bezug  auf  ein  Gewinde  Fq  polar 
sind,  so  haben  sie  die  beiden  Geraden,  in  welchen  eine  von  ihnen  Fq 
schneidet,  gemeinsam. 

Ist  daher  ein  Gomplex  F^  in  Bezug  auf  ein  Gewinde  F^  zu  sich 
selbst  polar j  so  ist  jedes  von  seinen  Begelschaar-Gebüschen  zum  verknüpften 
polar  y  jedes  der  Dqppelgd>üsche  zu  sich  selbst^  ebenso  jeder  von  den  con- 
singulären  Complexen  und  also  auch  jedes  von  den  6  Fundamental-Ge- 
winden.  Folglich  werden  diese  Gewinde,  wenn  sie  alle  von  Fq  ver- 
schieden sind,  sämmtlich  sich  auf  Fq  stützen  (I,  Nr.  239).  Aber  auf 
alle  Gewinde  einer  Gruppe  von  6  Gewinden  in  Involution  stützt  sich 
keines  zugleich;  jedes  ist  das  einzige,  das  sich  auf  die  5  andern  stützt. 
Daher  muss  eins  der  Fundamental-Gewinde  mit  Fq  identisch  sein. 

Die  6  Fundamental-Gewinde  eines  F^  sind  die  einzigen  Gewinde^  in 
Bezug  auf  toelche  er  zu  sich  selbst  polar  ist. 


so  daes  (B,  ß)  einem  der  Complexe  angehört,  welche  $  zur  singuläreu  Fläche 
haboD,  nnd  t,  t'  die  zur  nämlichen  Congruenz  0*  gehörigen  Doppeltangenten  im 
TangentenbüBchel  von  ß,  besw.  B  Bind,  so  liegt  der  zweite  fierühnrngsponkt  von 
i  in  der  zweiten  Berflhmngsebene  von  t\ 
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Die  Leitschaaren  der  Regelschcuiren  eines  Gebüsches  van  F^  hüden 
in  dem  betreffenden  consingülären  Camplexe  selbst  ein  Gdnische. 

Denn,  wenn  zwei  Begelschaaren  sich  zweimal  schneiden^  so  thun 
es  auch  ihre  Leitschaaren;  sind  also  zwei  Regeischaaren  dreigliedrig 
yerbunden,  so  gilt  dies  auch  für  ihre  Leitschaaren;  oder  befinden  sich 
zwei  Begelschaaren  in  einem  Gewinde,  so  thun  es  auch  die  Leit- 
schaaren (ly  Nr.  98). 

Ebenso  bilden  die  Leitschaaren  der  Begelschaaren  eines  Feldes  [q^ 
selbst  ein  Feld;  der  Träger  ist  die  Leitschaar  von  q^^  die  ja  auch  zum 
consingülären  Complex  gehört 

Und  auch  die  Leitschaaren  der  Begelschaaren  einer  Beihe  bilden 
eine  Beihe. 

Damit  haben  wir  in  dem  consingülären  Complexe  erst  cx)"^  Regel- 
schaaren:  zwei  verknüpfte  Gebüsche.  Die  Leitschaaren  der  übrigen 
Paare  verknüpfter  Gebüsche  müssen  natürlich  in  den  andern  consin- 
gülären Complexen  enthalten  sein. 

Jedes  der  6  Fundamental-Ge winde  hat  oo^  Regeischaaren;  nur  je 
cx)'  sind  Leitschaaren  für  die  Regeischaaren  eines  Doppelgebüsches 
jedes  der  übrigen  eigentlichen  Complexe. 

619  Die  Begelschaaren  eines  Feldes  vofi  F^  erschöpfen  schon  den  gangen 

Complex.  Wenn  wir  jede  von  ihren  oo*  Leitschaaren  zur  Grund-Begel- 
schaar  eines  Bündels  von  Gewinden  machen,  so  erhalten  wir  ein  System 
4.  Stufe  von  Gewinden.  Unter  diesen  Gewinden  befinden  sich  auch  die 
oo'  Strahlengebüsche,  welche  die  Geraden  der  Regeischaaren  selbst, 
d.  i.  der  Leitschaaren  der  Grund-Regelschaaren,  also  die  Strahlen  von 
F^  zu  Axen  haben;  und  da  jedes  Strahlengebüsche  in  einem  Bündel 
von  Gewinden  seine  Axe  in  der  Leitschaar  der  Grund-Regelschaar  hat 
(I,  Nr.  126),  so  haben  wir  in  jenen  Gebüschen  den  Inbegriff  aller  Ge- 
büsche im  System  4  Stufe. 

Dieses  mit  jedem  quadratischen  Complexe  F^  verbundene  System 
3.  Stufe  der  StrahlengebüscJie,  welche  die  Strahlen  des  Complexes  zu  Axen 
haben,  ist,  als  System  von  Gewinden,  4.  Grades,  da  es  mit  einem  be- 
liebigen linearen  Systeme  (5 — 3)*®'  Stufe,  also  einem  Bündel  von  Ge- 
winden 4  Elemente  gemein  hat,  nämlich  die  4  Strahlengebüsche,  für 
welche  die  Schnittgeraden  von  F^  mit  der  Leitschaar  der  Grund- 
Regelschaar  des  Bündels  Axen  sind. 

Bezeichnen  wir  es  mit  H^^  (F*). 

Eigentlich  muss  man  sagen ,  dass  unser  obiges  System  4,  Stufe  von 
Gewinden  dwrch  dieses  System  H^^(r^)  geht  oder  es  enthält;   wir  wollen 


\ 
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kürzer  sagen,  dass  jenes  System  durch  den  Complex  F'  geht  oder  ihn 
enthält. 

Ermitteln  wir  nunmehr  den  Grad  des  Systems  4.  Stufe,  d.  h.  die 
Zahl  seiner  Gewinde,  die  einem  gegebenen  Gewindebüschel  angeboren. 

Weil  die  Leitschaaren  der  Regeischaaren  eines  Feldes  selbst  ein 
Feld  bilden,  so  können  wir  (f&r  die  Ermittelung  des  Grades)  die  Ge- 
winde durch  die  Begelschaaren  des  Feldes  selber  legen. 

Dieses  Feld  denken  wir  uns  als  das  System  der  Scbnitt-BegeU 
schaaren  der  Gewinde  F  eines  Bündels  (fi^  mit  den  entsprechenden 
Strablennetzen  9t'  eines  correlativen  Bündels  (p^'). 

Femer  sei  [Z2|]  das  Grund-Strahlennetz  eines  Gewindebüschels. 

Wenn  eine  Schnitt-Regelschaar  in  einem  Gewinde  dieses  Büschels 
liegt,  so  hat  sie  mit  dem  Netze  [{2J  2  Strahlen  gemeinsam,  und  um- 
gekehrt, wenn  das  der  Fall  ist,  befinden  sich  Begelschaar  und  Netz 
in  demselben  Gewinde.  Schneiden  ein  Gewinde  von  {qq)  und  ein  Netz 
von  {qq)  sich  in  einer  Begelschaar,  welche  mit  [{ZJ  zwei  Strahlen 
gemein  hat,  so  hat  auch  die  Begelschaar,  in  der  das  Gewinde  und 
[11^]  sich  begegnen,  mit  dem  Netze  von  {qq)  2  Strahlen  gemeinsam; 
folglich  gehören  beide  zum  nämlichen  Gewinde;  und  es  kommt  nun 
zunächst  darauf  an,  in  [11^]  solche  Begelschaaren  q  aufzusuchen,  die 
sowohl  mit  p^,  als  mit  Qq  je  zum  nämlichen  Gewinde  gehören;  da 
jede  Begelschaar  mit  cx)^+*  andern  in  demselben  Gewinde  sich  be- 
findet, 80  handelt  es  sich  um  2  einfache  Bedingungen,  welche  daher 
von  oo^  Begelschaaren  von  [11^]  erfüllt  werden. 

Wenn  eine  Begelschaar  q  von  [II J  mit  Qq  in  demselben  Gewinde 
sich  befindet,  so  gilt  dies  auch  für  die  Leitschaaren  A,  X^  (I,  Nr.  98); 
weil  A  durch  {,  l^  geht,  so  ist  dies  Gewinde  (AA^)  dasjenige  ji,  welches 
Aq  mit  ü,  li  verbindet.  Ebenso  befindet  sich  A  in  dem  Gewinde  A'^ 
welches  l,  l^  mit  der  Leitschaar  Xq  von  Qq  verbindet.  Die  A  sind 
daher  die  durch  2,  l^  gehenden  Begelschaaren  im  Strahlennetze  AA\ 
Ihre  Trägerflächen,  also  auch  die  der  q  bilden  einen  Büschel,  dessen 
Basis  aus  2,  l^  und  den  Leitgeraden  g,  g^  dieses  Netzes  besteht.  Die 
Q  haben  diese  letzteren  Geraden  gemeinsam  (als  Leitschaarexi  von  Begel- 
schaaren, die  dem  Netze  angehören)  und  bilden  daher  im  Strahlen- 
netze [11^]  auch  einen  Büschel  ß.  Daraus  folgt  wieder,  dass  die  Ge- 
winde, welche  die  q  mit  Qq  verbinden,  einen  Büschel  93  bilden;  denn 
das  Strahlennetz,  das  zweien  von  ihnen  gemeinsam  ist,  geht  durch  Qq 
und  g,  gi,  ist  dadurch  bestimmt  und  gehört  deshalb  auch  zu  allen 
andern  von  unsem  Gewinden.  Ein  zweiter  Büschel  fd'  ergiebt  sich 
bei  Qq]  und  wir  haben  nun  solche  q  aufzusuchen,  dass  das  dem  Ge- 
winde Fe^  {QoQ)  i'i  <ier  Gorrelation  entsprechende  Strahleunetz  9i'  von 

Sturm,  Liniengeometrio.    III.  10 
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(qq')  in  das  Gewinde  F'  ^  (QoQ)  ßllt.  Jedenfalls  giebt  es,  bei  jeder 
der  Q^  ein  Gewinde  F/  im  Büschel  S3',  in  welches  SfV  föUt;  und  so 
entsteht  in  fb'  eine  Projectivität,  denn  jedem  F'  entspricht  ein  nach 
derselben  q  von  ß  gehendes  F  und  diesem  ein  F/,  das  das  entsprechende 
fft  enthält;  umgekehrt,  jedes  F/  von  93'  enthält  aus  dem  BQschel  der 
Strahlenuetze  9^,  die  den  Gewinden  von  83  entsprechen,  eins:  das 
Schnitt-Strahlennetz  von  F^  mit  dem  Gewinde,  das  diese  Strahlennetze 
erfüllen;    das  diesem  31'  entsprechende  F  giebt  Q  in  ß  und  F'  in  83'. 

Jede  der  beiden  Coincidenzen  ist  ein  Gewinde  F'  von  93',  welches 
eine  Q  in  ß  liefert,  so  dass  das  nach  dieser  q  gehende  F  von  93  sein 
in  der  Correlation  entsprechendes  Netz  31'  in  F"  hat.  Daher  hat  31' 
mit  Q  2  Strahlen  gemein,  weil  beide  in  F'  sich  befinden.  Diese  beiden 
Strahlen  sind  mit  q  in  [11^]  enthalten,  andererseits  auch  auf  der  Schnitt- 
Regelschaar  31' F.  Also  ist  letztere,  eine  Regelschaar  unseres  Feldes, 
mit  [{!|]  in  einem  Gewinde  enthalten,  oder  befindet  sich  in  einem  Ge- 
winde des  Büschels  durch  [ly. 

Unter  den  oo^  Gewinden^  welche  durch  die  Regeischaaren  eines  Feldes 
von  F'  gehen^  befinden  sich  3,  welche  einem  gegebenen  Büschel  angehören. 

Das  System  4.  Stufe  dieser  Gewinde  ist  ein  quadratisches.*) 

Diese  oo^  Gewinde  enthalten  aber  stets  eine  ganze  Beihe  von  Begeh 
schaaren  aus  dem  Gebüsche  ^  gu  dem  das  Feld  gehört y  und  sind  gleidi- 
jseitig  die  Gewinde,  welche  durch  die  oo"  Begelschaaren,  oder  was  dasselbe 
istf  durch  die  oo^  Beihen  dieses  Gdnisches  und  zugleich  auch  durch  die 
verknüpften  Beihen  gehen,  welche  das  verknüpfte  Gebüsche  bilden. 

Jedes  der  oo^  Paare  verknüpfter  Gebüsche  von  Begelschaaren  des 
Complexes  F*  führt  zu  einem  quadratischen  Systeme  4.  Stufe  von  Ge- 
winden, welche  durch  je  zwei  verknüpfte  Beihen  der  beiden  Gebüsche  gehen. 
Nennen  wir  diese  Systeme  ©4*. 

Unter  den  ©4*  befinden  sich  6  doppelte  lineare  Systane  oder  Gewebe. 
Es  sei  Q  eine  Regelschaar  des  Doppelgebüsches  ^^s,^;  dann  gehört  ihre 
Leitschaar  A  zum  Gewinde  F<;  folglich  ist  jedes  durch  q  gehende  Ge- 
winde zu  Fi  in  Involution  (I,  Nr.  132). 

AUe  Gefpinde,  welche  durch  die  Begelschaaren  und  Begelschaar-Beüien 


*)  Weil,  wenn  eine  Regelschaar  p  and  ein  Strahlennetz  \lly'\  in  einem  Ge- 
winde sich  befinden,  die  Leitschaar  1  mit  den  Leitgeraden  Z,  Z|  in  einem  Strahlen- 
netze enthalten  ist  (aas  I,  Nr.  98  abzuleiten)  and  die  Leitschaaren  der  Regel- 
Bchaaren  eines  Feldes  ebenfalls  ein  Feld  bilden,  so  giebt  es  unter  den  Regeischaaren 
eines  Feldes  2,  welche  mit  zwei  gegebenen  Geraden  durch  ein  Strahlennets  ver- 
banden werden  können,  oder  unter  den  00^  Sirahlennetzen,  welche  durch  die 
Begelschaaren  eines  Feldes  gehen,  giebt  es  2,  welche  durch  zwei  gegebene  Strahlen 
gehen. 
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eines  Dqppelgdnisches  £z,i  von  F^  gehen,  stützen  sich  auf  das  demselben 
zugeordnete  FundamentahGeunnde  Fi  und  bilden  daher  nicht  ein  quadra- 
tisches System  4.  Stufe  von  Gewinden,  sondern  nur  ein  linearesy  das  Ge- 
webe @i  aller  Gewinde,  die  zu  Fi  in  Involution  sind. 

Wir  erhalten  @),-  und  jedes  seiner  Gewinde  doppelt,  weil  bei  ver- 
knüpften Reihen,  die  ja  zugleich  in  Zs,«  enthalten  sind. 

Ersetzen  wir  aber  die  Regeischaaren  der  beiden  Gebüsche  eines  Paars 
Z^,  S^  von  F*  durch  ihre  Leitschaaren,  welche  daon,  wie  wir  wissen, 
zwei  verknöpfte  Gebüsche  in  dem  dem  Paare  zugeordneten  consingu- 
lären  Complexe  bilden,  so  ist  in  dem  quadratischen  Systeme  4.  Stufe 
von  Gewinden,  das  sich  ergibt,  das  System  E^*(F^  oder,  wie  wir  kürzer 
sagen  wollen,  der  Complex  F^  enthalten. 

Und  umgekehrt  sind  in  den  Systemen  ®^  die  einzelnen  consingulären 
Complexe  enthalten;  denn  die  Gebüsche,  welche  sich  in  den  Netzen  eines 
@4^  befinden,  erfüllen  mit  ihren  Axen  die  Leitschaaren  der  Grund- 
Regeischaaren  dieser  Netze,  welche  Leitschaaren  den  betreffenden  con- 
singulären Complex  erzeugen. 

In  den  Systemen  aber,  deren  Gewinde  durdi  die  Leitschaaren  der  620 
Regeischaaren  je  eines  Paars  Z^,  E^  gehen,  haben  wir  oo^  quadrcUische 
Systeme  4.  Stufe  S^  {von  Gewinden),   welche  sämmtlich  durch  den  ge- 
gebenen  Complex  gehen.     Jedes  ist  einem   Paare  verknüpfter  Gebüsche 
E^,  E^  zugeordnet. 

Dem  Paare  verknüpfter  Gebüsche,  welche  aus  den  Kegeln  und  Kegel- 
schnitten von  F*  bestehen,  ist  das  quadratische  System  aller  StraJUen- 
gebüsche  (I,  Nr.  157),  das  ich  kurz  Hauptsystem*)  nennen  und  mit  H^ 
bezeichnen  will,  zugeordnet. 

Zwei  quadratische  Systeme  4,  Stufe  5/  und  S^^*  von  Gewinden  haben 
ein  biquadratisches  System  3,  Stufe  gemeinsam,  d.  h.  ein  solches,  von 
welchem  zu  jedem  Bündel  S^  von  Gewinden  4  gehören.  In  der  That, 
in  jeden  Büschel  von  S^  sendet  S^  2  Gewinde;  folglich  entsteht  durch 
die  zu  S^  gehörigen  Gewinde  von  S^^  ein  quadratisches  System  1.  Stufe 
@^*  und  ebenso  durch  die  von  S^^*  ein  solches  System  @i**.  Bilden 
wir  den  Bündel  collinear  in  ein  Punktfeld  ab  (I,  Nr.  129),  so  gehen 
diese  beiden  Systeme  in  Kegelschnitte  über;  deren  Schnittpunkte  sind 
die  Bilder  der  gemeinsamen  Gewinde  von  ©i*  und  ©i**,  d.  i.  der  ge- 
meinsamen Gewinde  von  S^    und  S^^*,  die  sich  in  S^  befinden. 


*)  Weü  ich  Gewebe  nnr  für  lineare  Systeme  4.  Stufe  von  Gewinden  ge- 
brauche (I,  Nr.  147),  80  kann  ich  nicht,  wie  es  Beye  thut,  dies  System  Haupt- 
gewebe nennen. 

10* 
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Also  ist  in  nnserm  Falle  das  System  3.  ^tufe  4.  Grades  H^^(r^ 
der  Strahlengebüsche,  welche  die  Strahlen  von  F*  za  Axen  haben,  der 
volle  Schnitt  zweier  der  gefundenen  Systeme  4.  Stufe,  und  alle  bilden 
einen  Büschel  mit  diesem  Systeme  als  Basis. 

Die  (»^  durch  F^  gehenden  quadratischen  Systeme  4.  Stufe  von  Ge- 
winden bilden  einen  Büschel ,  zu  tvelckem  auch  das  Hauptsystem  H^  ge- 
hört und  dessen  Basis  das  System  H^^{F^)  isty  oder,  wenn  wir  so  sagen 
wollen,  der  Complex  FK 

Dass  diese  Basis  aus  lauter  Strahlengebüschen  besteht,  ist  eine 
Folge  davon,  dass  dies  für  ein  Mitglied  des  Büschels  gilt. 

Durch  dieses  ausgezeichnete  System  H^^  und  irgend  ein  anderes 
durch  F^  gehendes  S^^  denken  wir  uns  diesen  Büschel  am  besten 
constituirt. 

Die  Basis  H^^{F^)  lässt  nicht  zu,  dass  sich  in  dem  Systeme  der 
S^  auch  doppelte  lineare  befinden,  wie  in  dem  der  @4^ 

621  Die  Ketten,  mit  denen  wir  zwei  Regeischaaren  aus  demselben 
Gebüsche  oder  aus  verknüpften  verbinden  können,  dreigliedrig  in  dem 
einen  Falle,  viergliedrig  im  andern,  können  wir  auf  die  Netze  eines 
Systems  ^4^  übertragen.  Wenn  nämlich  zwei  Regeischaaren  in  dem- 
selben Strahlennetze  sich  befinden,  so  sind  die  Gewindenetze,  welche 
ihre  Leitschaaren  zu  Basen  haben,  in  demselben  Gebüsche  enthalten, 
demjenigen,  das  sich  auf  den  Gewindebüschel  stützt,  welcher  durch  das 
Strahlennetz  geht  und  durch  den  diejenigen  Gewindenetze  gehen,  welche 
die  Regeischaaren  selbst  zu  Basen  haben. 

Einer  drei-  oder  viergliedrigen  Kette  von  Begelschaaren  in  den  beiden 
Gebüschen  2^,  S^  von  F*  entspricht  daher  eine  drei-  oder  viergliedrige 
Kette  von  Gewindeneteen  in  5/,  in  welcher  zwei  benachbarte  Glieder  dem 
nämlichen  Gewindegdmsche  angehören. 

Die  Netze  in  S^  bilden^  entsprechend  den  beiden  Gebüschen  £^,  2J^', 
zwei  verschiedene  dreifach  unendliche  Systeme,  und  diese  Ketten  von  Netzen 
gehen  abwechselnd  aus  dem  einen  ins  andere  System, 

622  Wenn  wir,  wie  in  I,  Nr.  218,  das  Gewinde  als  Element  der  von 
ihm  erzeugten  linearen  fünffach  unendlichen  Mannigfaltigkeit  „Punkt'' 
nennen,  so  haben  wir  einen  linearen  Punktraum  von  5  Dimensionen 
P5.  Als  Flächen  in  einem  i-dimensionalen  Räume  kann  man  sowohl 
die  zweistufigen,  als  auch  die  {i — l)-stufigen  Oerter  bezeichnen;  in 
beiden  Fällen  verföhrt  man  analog  zur  dreidimensionalen  Geometrie. 

Thun  wir  hier  das  Letztere,  so  sind  die  Systeme  S^^  Flächen 
2.  Grades  in  P^.  Wir  haben  dann  eine  ausgezeichnete  Fläche  2.  Gra- 
des ^4^  den  Ort  aller  Strahlengebüsche  oder,  wenn  wir  so  wollen. 
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aller  Geraden.  Unter  diesem  Gesichtspunkte  pflegt  man  die  Liniengeometrie 
m  bezeichnen  cds  die  Geometrie  auf  einer  Fläche  2,  Grades  —  Grund- 
fläche —  im  Baume  von  5  Dimensionen*):  damit  wird  ihr  quadratischer 
Charakter  am  schärfsten  ausgesprochen  (I,  Nr.  4). 

Die  linearen  Complexe  werden  in  jene  Grundfläche  durch  die  oo^ 
(yierdimensionalen)  Ebenen ^  jeder  durch  eine^  die  quadratischen  Com- 
plexe durch  die  quadratischen  Flächen^  jeder  durch  oo^,  eingeschnitten. 


Die  Schnittcongruenz  eines  Complexes  2.  Qrades  mit  einem  Gewinde. 

Wir  haben  schon  gefunden  (Nr.  612),  dass  eine  solche  Schnitt-  623 
congruenz  JPF  oo^  Regeischaaren  enthält  und  dass  jede  von  ihnen 
ein  Paar  verknüpfter  Reihen  von  Regeischaaren  heryorruft,  zu  deren 
einer  sie  gehört,  und  yon  denen  zwei  Regeischaaren  aus  verschiedenen 
Reihen  sich  zweimal,  zwei  aus  der  nämlichen  sich,  im  allgemeinen, 
nicht  schneiden.  Also  enthält  I^F  eine  endliche  Zahl  solcher  Paare 
verknüpfter  Reihen. 

Wir  wissen,  dass  eine  allgemeine  Congruenz  2.  Grades  (ohne  sin- 
gulare Linie)  deren  5  besitzt  (II,  Nr.  369). 

Weil  sich  schon  durch  den  Schnitt  eines  tetraedralen  Complexes 
mit  einem  Gewinde  die  allgemeine  Congruenz  2.  Grades  ergpebt  (II, 
Nr.  363),  so  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass  wir  im  vorliegenden 
Falle  um  so  mehr  mit  einer  solchen  zu  thun  haben. 

Leiten  wir  also  am  der  jetzigen  Entstehungsweise  die  5  Paare  ver- 
knüpfter Begelschaar-Reihen  und  insbesondere  die  IS  Strahlenbüschel  ab. 

Da  r  oo^  und  I^  oo^  Strahlenbüschel  enthält,  im  Ganzen  aber 
oo^  vorhanden  sind,  so  kann  die  Congruenz  FF*  nur  eine  endliche 
Zahl  besitzen. 

In  der  Leüschaar  l^  einer  Regelschaar  Qq  von  F^  entsteht  durch  die 
Leitgeraden  derjenigen  durch  Qq  gehenden  Strahlennetze,  welche  aus  F^ 
noch  ein  Strahlenhüschd-Paar  ausschneiden,  eine  involutorische  Corresponr 
dena  [4]. 

In  der  That,  jede  Gerade  l  von  k^  schneidet  9  in  4  Punkten;  ans 
jedem  von  ihnen  kommt  ein  Strahlenbüschel  von  F^,  welcher  die  durch 
denselben  Punkt  gehende  Gerade  von  q^  enthält;  seine  Ebene  schneidet 
Aq  in  einer  Geraden  2^.  Also  jeder  l  von  X^  entsprechen  4  Gerade  l^ 
derartig,  dass  das  Strahlennetz  \ll{\  durch  Qq  und  einen  Strahlenbüschel 


*)  F.  Klein,  Math.  Annalen  Bd.  5  S.  261. 
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von  r*  geht,  von  dem  der  Scheitel  mit  {  und  die  Ebene  mit  l^  in- 
cidirt.  Es  schneidet  daher  noch  einen  zweiten  Büschel  aus,  von  wel- 
chem die  Ebene  mit  l  und  der  Scheitel  mit  l^  incidirt  (Nr.  608).  Da- 
mit ist  das  involutorische  Entsprechen  von  l  und  l^  erkannt, 

6eh5rt  nun  Qq  zu  der  einen  yon  zwei  yerknüpften  Begelschaar- 
Reihen  der  Congruenz  F^r,  so  entsteht  in  der  Leitschaar  Xq  eine  In- 
volution durch  die  Leitgeraden  der  Strahlennetze,  die  von  Qq  nach  den 
Regeischaaren  der  andern  Reihe  gehen;  denn  diese  Netze  bilden  einen 
Büschel  (r,  Qq),  d.  h.  in  r  durch  Qq  (I,  Nr.  128). 

Diese  Involution  hat  mit  jener  involutorischen  Correspondenz  [4] 
4  Paare  entsprechender  Geraden  gemeinsam  (I,  Nr.  23).    Daraus  folgt: 

Jede  Begelschaar-Beihe  der  Congruenz  TF*  hat  4  Strahlenbüschd- 
Paare. 

Die  in  der  Reihe  der  p  seien: 

@:  15,  26,  37,  48 

und  die  in  der  Reihe  der  q': 

©':  1'5',  2' 6',  3'7',  4' 8'; 

jedes  von  jenen  muss  jedes  von  diesen  zweimal  schneiden,  also  der 
eine  Büschel  des  einen  Paars  den  einen  des  andern  und  der  zweite 
den  zweiten. 

Wir  haben  in  den  4  Paaren  von  @'  die  Büschel  noch  nicht  unter- 
schieden und  können  daher  die  vom  Büschel  1  getroffenen  mit  5',  2^, 
3',  4'  bezeichnen;  5  trifft  dann  1',  6',  7',  8'. 

Jeder  Strahlenbüschel  von  P'F,  der  einen  der  @  oder  @'  schnei- 
det, ist  ein  @'  oder  @;  er  schneide  z.  B.  2,  dann  enthalt  das  Strahlen- 
netz durch  das  Paar  26  und  einen  zweiten  Strahl  des  fn^lichen  Bü- 
schels denselben  ganz  und  schneidet  noch  in  einem  vierten  Büschel, 
der  mit  ihm  eine  Regelschaar  q'  bildet;  also  gehören  beide  zu  den  @\ 

Die  Büschel  1,  2,  zu  verschiedenen  Paaren  von  @  gehörig,  sind 
windschief;  daher  geht  durch  dies  Dupel  12  ein  einziges  Strahlennetz, 
das  sich  in  F  befindet,  weil  es  durch  2  nicht  eine  Regelschaar  bil- 
dende Büschel  von  F  geht.  Es  schneidet  aus  F*  zwei  andere  Büschel 
aus,  die  zu  seiner  andern  Strahlenbüschel -Schaar  gehören  (Nr.  608), 
daher  beide  1  und  2  schneiden  und  zu  den  @'  gehören. 

Die  6  Dupel,  die  man  aus  den  schneidenden  Büscheln  5',  2',  3',  4' 
von  1  bilden  kann,  haben  deshalb  zu  zweiten  schneidenden  die  6  Bü- 
schel aus  den  3  übrigen  Paaren  von  @,  und  ebenso  die  6  Dupel  aus 
den  Büscheln  1',  6',  7',  8',  welche  5  schneiden;  und  zwar  bilden  für 
zwei  sich  ergänzende  Dupel,  wie  5' 2',  3' 4',  die  zweiten  schneidenden 
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Büschel  ein  Paar,  da  zwei  Büschel  eines  Paars  keine  gemeinsamen 
schneidenden  haben. 

Sind  daher  3',  4!  die  schneidenden  Büschel^  welche  2  mit  1  ge- 
meinsam hat;  so  trifiPt  2  in  den  beiden  ersten  Paaren  von  @'  gerade 
diejenigen,  welche  von  1  nicht  getroffen  werden,  also  Vy  6';  6  triffb 
dann  5',  2';  Tj  8'.  Und  es  ist,  da  wir  in  der  Zeile  @  die  6  letzten 
noch  nicht  unterschieden  haben,  reine  Sache  der  Bezeichnung,  dass 
wir  die,  welche  3',  4';  2',  4';  2',  3'  und  infolge  dessen  T,  6';  1',  7';  1'  8' 
treffen,  2,  3,  4  nennen,  woraus  dann  folgt,  dass  6  die  5',  2';  . . .  trifft. 

Wir  haben  deshalb  folgende  Tabelle  über  das  Schneiden  der  Büschel: 

1:  5,  5',  2^,  3',  4';  5:  1,  1',  6',  7',  8'; 

2:  6,  r,  6',  3',  4';  6:  2,  5',  2',  7',  8'; 

3:  7,  r,  2',  r,  4';  7:  3,  o,  6',  3',  8'; 

4:  8,  r,  2',  3',  8';  8:  4,  5',  6',  7',  4'. 

Hieraus  und  aas  der  Zeile  @'  entnehmen  wir  dann  auch,  von 
welchen  Büscheln  die  @'  getroffen  werden;  wir  brauchen  nur  in  der 
eben  geschriebenen  Tabelle  die  gestrichenen  und  nicht  gestrichenen 
Ziffern  zu  vertauschen. 

Die  Büschel  1,  5'  bilden  ein  Paar;  die  durch  dasselbe  gehenden 
Strahlennetze  von  F  erzeugen  eine  neue  Regelschaar- Reihe  der  q^  in 
rr*,  welche  von  den  q  und  q'  verschieden  ist  und  jede  von  diesen 
einmal  schneiden;  denn  jedes  von  diesen  Strahlennetzen  hat  mit  einer 
Q  (oder  p')  2  Strahlen  gemein,  von  denen  der  eine  auf  5'  (oder  1)  Hegt, 
der  andere  aber  nicht  auf  1  (oder  ö'),   also  Sixd  q^. 

Von  den  Büschelpaaren  15,  .  . .,  welche  eine  p,  oder  den  Y5\ . .., 
welche  eine  q'  bilden,  trifft  p^  nur  je  einen  Büschel. 

Pi,  aus  15'  abgeleitet,  trifft  diese  beiden  Büschel,  also  nicht  5,  T. 
Träfe  sie  aus  dem  Paare  26  den  Büschel  6^  welcher  6'  schneidet,  so 
würde  das  Strahlennetz  (15',  P|)  von  6  zwei  Strahlen,  also  den  ganzen 
Büschel  enthalten,  was  nicht  mehr  möglich  ist;  daher  schneidet  p| 
aus  den  @,  ausser  1,  alle,  welche  5'  nicht  treffen,  also  2,  3,  4  und  von 
den  ©',  ausser  5',  alle,  welche  1  nicht  treffen,  also  6',  7',  8'. 

Unter  diesen  8  von  p^  getroffeneu  Büscheln  1,  2,  3,  4,  5\  6',  7',  8' 
müssen  wir  noch  3  Büschelpaare  finden,  aus  denen  die  p|  ebenso  ab- 
geleitet werden  können,  wie  aus  15';  und  diese  4  Büschelpaare: 

15',  26',  37',  48' 

gehören  dann  zu  der  verknüpften  Reihe  der  p/. 

In  der  Reihe  der  p^  haben  wir  ebenso  die  4  Paare: 

51',   62',   7  3',   84', 

von  welchen  jedes  mit  jedem  der  vorigen  2  Strahlen  gemein  hat. 
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Die  3  übrigen  Paare  verknüpfter  Reihen  leiten  wir  aus  12',  13', 
14'  ab  und  haben  nun  folgende  Verfheüung  der  16  StrcMenbäschel  in 
die  5  BeAenpaare: 

if:      1,5;   2,6;   3,7;   4,8;  9':     l',5';  2'.6';  3',7';  4',8'; 


9i 

(fi 
9t 


1,5';  2,6';  3,7';  4,8';  q,':  5,1';  6,2' 

1,2';  2,1';  7,8';  8,7';  9,':  5,6';  6,5' 

1,3';  3,1';  6,8';  8,6';  p,':  5,7';  7,5' 

1,4';  4,1';  6,7';  7,6';  p/:  5,8';  8,5' 


7,3';  8,4'; 
3,4';  4,3'; 
2,4';   4,2'; 


624  Wir  erkennen  die  Eigenschaften  der  Congruenz  2.  Grades   ohne 

singulare  Linie  (II,  Nr.  368)  wieder,  notiren  auch  hier  den  Satz,  dass 
zwei  Regeischaaren  aus  nicht  verknüpften  Reihen  einen  Strahl  gemein- 
sam haben,  und  fügen  über  diese  Congruenz  noch  folgende  Sätze  zu: 

Die  Strahlennebse,  tvelche  uwei  Regelschaaren  der  einen  von  zwei  ver- 
knüpften Beulen  mit  aUen  Begdsckaaren  der  andern  verbinden  ^  bilden 
zwei  projective  Büschei. 

Umgekehrt j  zwei  projective  Büsd^l  von  Strahlennetzen  innerJuilb  eines 
Gewindes  (mit  Regelschaaren  desselben  als  Basen)  erzeugen  durch  die 
Schnitt' Begelschaaren  entsprechender  Elemente  eine  Congruenz  2,  Grades. 

Denn  in  irgend  einem  Strahlenbüschel  des  Gewindes  rufen  ent- 
sprechende Netze  eine  Projectiritat  hervor,  deren  sich  selbst  ent- 
sprechende Strahlen  die  zum  Erzeugnisse  gehörigen  Strahlen  des  Bü- 
schels sind. 

Die  Schnitt- Begelschaaren  bilden  eine  Beihe  in  der  Congruenz  ^  die 
beiden  Grund-Begelschaaren  gehören  zur  verknüpften  Beihe. 

Zu  dieser  Erzeugung  der  Congruenz  2.  Grades  gelangt  man  auch, 
wenn  man  bei  der  Erzeugung  des  Complexes  F^  durch  zwei  correla- 
tive  Bündel  von  Gewinden  in  dem  einen,  in  welchem  man  die  Strah- 
lennetze benützt,  sich  innerhalb  eines  Gewindes  des  Bündels  hält  und 
mit  demselben  auch  den  andern  schneidet,  bezw.  den  Gewindebüschel, 
der  dem  allein  benützten  Strahlennetze- Büschel  des  ersten  Bündels 
entspricht« 

Wir  fanden  schon,  dass  in  der  Leitschaar  X^  einer  Regelschaar  Qq 
der  einen  von  zwei  verknüpften  Reihen  die  Leitgeraden  der  Strahlen- 
netze, die  von  Qq  nach  den  Regelschaaren  q'  der  andern  Reihe  gehen, 
eine  Involution  erzeugen. 

Aber  in  der  Begelschaar  Qq  selbst  entsteht  durch  die  Dupel  der 
Schnittstrahlen  mit  den  q'  eine  Involution;  denn  da  die  q'  unter  sich 
windschief  sind,  so  geht  durch  jeden  Strahl  von  Qq  nur  eine  q'  und 
bestimmt  eindeutig  und  involutorisch  den  zweiten  Schnittstrahl  mit  (f^ 
(vergl.  II,  Nr.  346). 


Die  Schnittcongnieiiz  eines  Complexes  2.  Grades  mit  einem  Gewinde.    153 

Infolge  dessen  beunrken  zwei  verknüpfte  Begelschaar-Beihen  einer 
Congruenz  2.  Crrades  O  innerhalb  derselben  eine  involutorische  eindeutige 
Verwandtschaft:  jedem  Strahle  der  Congruenz  entspricht  der  zweite  Schnitt- 
Strahl  der  JRegelschaaren  aus  den  Beäien,  die  in  ihm  sich  schneiden,*) 

Andrerseils  haben  wir  in  irgend  einer  Begelschaar  Qq  von  F^  und 
ihrer  Leitschaar  A^  eine  Verwandtschaft  der  Strahlendupel.  Zwei  Strahlen 
l,  li  von  Xq  bestimmen  als  Leitgerade  ein  Strählennetz,  dessen  zuleite  Schnitt- 
Begdschaar  q  mit  F^,  ausser  Qq,  in  Qq  zum  Gerade  g,  g^  einschneidet. 
Durchläuft  11^^  in  Xq  eine  Involution,  so  bewegt  sich  [ZZJ,  immer  durch 
Qq  gehend,  innerhalb  eines  Gewindes  F  und  q'  beschreibt  in  FF^  eine 
Reihe,  zu  deren  verknüpfter  Reihe  Qq  gehört;  also  beschreiben  auch  die 
ggi  eine  Involution,  Schneiden  wir  mit  zwei  Ebenen  n,  n,  so  mögen 
die  Strahlen  x  in  %,  y  m  %  aus  solchen  StrahleunetzeU;  welche  ent- 
sprechende Dapel  11^,  gg^  zu  Leitgeraden  haben,  entsprechend  sein; 
beschreibt  x  einen  Büschel,  so  beschreiben  11^,  gg^  Involutionen,  y  also 
auch  einen  Büschel,  und  die  Felder  sr,  %  werden  collinear.  Wir  kön- 
nen daher  auch  die  Beziehung  der  Dupel  11^  und  gg^  von  X^  und  q^ 
Collineation  nennen. 

Auch  hieraus  erwächst  die  Yermuthung,  dass  durch  2  Gerade  g,  g^ 
von  Qq  nur  eine  zweite  Regelschaar  von  F^  geht  (vergl.  Nr.  611).  — 

Die  5  Paare  verknüpfter  Regelschaar-Reihen  einer  Congruenz  F^F 
befinden  sich  im  allgemeinen  in  5  verschiedenen  Paaren  verknüpfter 
Gebüsche;  oder,  wenn  wir  so  sagen  wollen:  F  greift  in  5  solche  Paare 
ein.  Nun  bilden  andrerseits  die  Gewinde,  welche  durch  die  Regel- 
schaaren  eines  Gebüsches  gehen,  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die 
Reiben  desselben,  so  wie  auch  des  verknüpften  Gebüsöhes  gehen,  ein 
quadratisches  System  4.  Stufe  ©4*  von  Gewinden. 

Auf  diese  Weise  entsteht  in  einem  beliebigen  Büschel  von  Gewinden 
eine  involutorische  Correspondenz  [5].  In  ihr  entsprechen  jedem  Gewinde 
F  diejenigen  andern  F',  die  der  Büschel  mit  den  ©^^  noch  gemein  hat, 
welche  den  Gebüschepaaren  zugehören,  in  welche  F  eingreift,  oder 
kürzer,  es  entsprechen  sich  2  Gewinde  des  Büschels,  welche  in  das  näm- 
liche Gebüschepaar  eingreifen. 

Es   liege  eine  Congruenz  2.  Grades  O  vor;   wir  wollen  versuchen,  625 
Complexe  2.  Gi-ades  durch  sie  zu  legen  vermittelst  der  Erzeugung  eines 
solchen  Complexes  durch  correlative  Bündel  und  zwar  so,  dass  eine  be- 

*)  Wenn  diese  Verwandtschaft  anf  eine  sin^i^äre  Ebene  der  C  nach  II,  Nr.  348 
abgebildet  wird,  so  ergiebt  sich  eine  involutorische  Crem ona' sehe  Transformation 
3.  Grades,  die  aus  einer  Gurve  3.  Ordnung  C^  folgendermassen  entsteht:  Ist  S  ein 
Pnnkt  dieser  Curve,  so  werde  zu  jedem  Punkte  X  der  vierte  harmonische  X*  in 
Bezug  auf  die  beiden  Schnitte  der  Geraden  SX  mit  der  Curve  gesucht. 
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stimmte  Begelscfumr-Reihe  von  O  zu  den  erzeugenden  Begdschaaren  des 
Complexes  gehört.  Diese  Regeischaaren  von  O  seien  q]  aus  der  ver* 
knüpften  Reihe  nehmen  wir  Qq  und  Qq]  91'  sei  ein  durch  Qq  gelegtes 
Strahlennetz  und  q^  wiederum  eine  beliebige  Regelschaar  in  demselben. 
Weil  Qq  alle  p  zweimal  trifft,  so  gilt  dies  auch  fiir  ffV,  und  der  Ge- 
windebüschel durch  3V  ist  perspectiv  zu  der  Regelschaar-Reihe  q]  denn 
das  durch  einen  beliebigen  Strahl  einer  g  gelegte  Gewinde  des  Bü- 
schels nimmt  q  ganz  in  sich  auf,  und  umgekehrt  jedes  Gewinde  J^ 
des  Büschels  schneidet  aus  O  eine  Regelfläche  4.  Grades,  die  in  Qq 
und  eine  zweite  Regelschaar  zerfallt^  welche  der  g^  zweimal  begegnet, 
da  beide  in  dem  Strahlennetze  sich  befinden,  in  dem  I^  und  das  durch 
C^  gehende  Gewinde  F^  sich  durchschneiden«,  also  ist  sie  eine  q.  Wir 
können  die  Gewinde  F"  auch  als  diejenigen  bezeichnen,  welche  die  q 
mit  Qq  verbinden.  Nun  ist  der  in  Fq  befindliche  Büschel  von  Strahlen- 
netzen (qoq)  projectiv  zu  dem  ebenfalls  in  Fq  liegenden  Büschel  (qqQ); 
dieser  wiederum  projectiv  zu  dem  Gewindebüschel  (yi'ojy  dessen  Schnitt 
mit  Fq  er  ist,  oder,  was  dasselbe  ist,  dem  Büschel  {Qqq)> 

Machen  wir  nun  die  beiden  Bündel  (q^^)  und  (qq)  so  correlativ, 
dass  diese  Projectivität  zwischen  den  Büscheln  (pqq),  (QqQ)  von  Strah- 
lennetzen, bezw.  Gewinden  auch  in  der  Gorrelation  besteht,  so  wird 
ein  Complex  F^  von  der  gewünschten  Art  erzeugt. 

Bei  dieser  Gonstruction  ist  der  Grad  der  Mannigfaltigkeit,  in  der 
wir  Qqj  Po,  91',  Qq  wählen  können,  1,  1,  2,  3;  der  der  Correlation  ist 
3.  Denn  es  seien  in  (qq)  zwei  feste  Netze  91^,  91,:  das  verbindende 
Gewinde  F  treffe  das  F^,  in  welchem  der  Strahlennetze-Büschel  (qqq) 
enthalten  ist^  in  9lo,  und  entsprechend  in  der  obigen  Projectivität  sei 
diesem  9lo  das  Gewinde  Fq  in  dem  Büschel  (9i'p)  ^  (fioO)-  Ein  be- 
liebiges Strahlennetz  von  (Qq),  das  sich  in  Fq  befindet,  kann  man 
dem  F  und  zwei  mit  ihm  incidirende  Gewinde  F^',  F^  den  9li,  91, 
entsprechend  annehmen;  jenes  Netz  und  diese  Gewinde  sind  in  je  <x^ 
Lagen  wählbar. 

Die  Gonstruction  enthält  daher  die  Mannigfaltigkeit  10. 

Wenn  nun  ein  bestimmtes  F^  durch  O  vorliegt,  so  kann  man  Qq 
beliebig  in  der  Reihe  wählen,  welche  der  der  q  verknüpft  ist,  Qq  aber 
beliebig  in  dem  Gebüsche  von  F^,  welches  dem  die  Regelschaar  p^ 
enthaltenden  verknüpft  ist;  wir  sehen,  dass  wir  F*  auf  oo^+^  Weisen 
in  der  gewünschten  Art  erzeugen  können,  und  erhalten: 

Durch  jede  Congruenz  2,  Grades  gehen  oo*  quadratische  Complexe, 
darunter  40  tetraedrale  (II,  Nr.  363).*) 

*)  Diese  MannigfeJtigkeit  6  findet  sich  zuerst  bei  Caporali:  Memorie  dell* 
Accademia  dei  Lincei  Ser.  III  Bd.  2  (1878). 
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Die  Mannigfaltigkeit  6  stimmt  mit  den  Mannigfaltigkeiten  5  der 
Gewinde,  19  der  Complexe  2.  Grades  und  18  der  Congmeuzen  2.  Grades 
überein.  Durch  jede  der  letzteren  geht  ein  Gewinde  und  daher  oo^+i»— *» 
quadratische  Complexe. 

In  einem  Getoimde  gieht  es  c»*^— *  gmdraiische  Congruenjsen,  offenbar 
so  viele  als  es  tetraedrale  Complexe  giebt 

Das  einschneidende  Gewinde  sei  nunmehr  ein  Sirahlengebüsche  [l].  626 
Die  Strahlen  der  Schnittcongruenz  sind  die  Kanten  der  Complexkegel, 
die  Tangenten  der  ComplexcurTen,  welche  die  Complexfläche  (l)  um- 
hüllen, bezw.  erzeugen. 

Diese  Kegel  und  Ourven  bilden  das  eine  Paar  verknüpfter  Beihen  in 
der  Congruena,  und  infolge  dessen  fallt  die  diesem  Beihenpaare  ent^e- 
chende  confocdle  Congruenis  mit  der  vorliegenden  zusammen. 

Bei  den  in  der  Eegel-Reihe  —  die  wir  als  die  p-Beihe  ansehen 
wollen  —  enthaltenen  4  Strahlenbüschel -Paaren  haben  die  beiden 
Büschel  je  denselben  Scheitel,  einen  von  den  Schnitten  A  von  l  mit 
0]  ebenso  haben  sie  bei  den  in  der  Eegelschnitt-Reihe  —  der  (»'-Reihe 
—  befindlichen  je  dieselbe  Ebene,  eine  der  Berührungsebenen  ß  yon 

l   BH    0, 

Wir  haben  16  Strahlenbüschel,  wie  im  allgemeinen  FdUe,  aber  nur 
12  singulare*)  Punkte:  4  binäre  Äi  auf  l  und  8  unäre,  die  Punkte  J?/, 
B/'  der  Punktepaare  (/3,),  die  Knotenpunkte  von  (?),  und  12  singulare 
Ebenen:  4  binäre  ßi  durch  l  und  8  unäre,  die  Ebenen  «/,  a/'  der  Ebe- 
nenpaare (J.,),  welche  Doppd'Beruhrungsebenen  von  {t)  sind. 

Also  die  Büschelpaare  der  (»-Reihe: 

1,   5;      2,  65       3,  7;      4,   8 
sind: 

(^1,0,  (^„cfi");  (A^O»  (^2;0;  (^sjO^  (-*s;<');  (^4,0>  (-*4jO; 

und  die  Büschelpaare  in  der  (»'-Reihe: 

r,   5';      2',   6';       3',  7';      4',   8' 
sind: 

(Bi',A),(-Br,ft);W,ft),W',A);(A',ft),W,A);W,^4).W,^4)- 

Dabei  ist  die  Anordnung  schon  so  gemacht,  dass  die  Incidenzen 
der  Tabelle  [a,  B]  in  Nr.  516  zwischen  den  Ebenen  a  und  den  Punkten 
B  die  Incidenzen  von  Nr.  623  zwischen  den  Strahlenbüscheln  bewirken; 
denn  weil  z.  B.  A^  in  allen  4  Ebenen  ßi  liegt  und  nach  jener  Tabelle 


"*)  singpilftr  für  die  Gongrnenz. 
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die  Ebene  a^  die  Punkte  J?/^,  B^^  B^^  J?/  enthält,  so  schneidet  der 
Büschel  ly  wie  er  das  nach  Nr.  623  soll,  noch  b%  2\  3',  4!  ausser  5, 
mit  dem  er  den  Scheitel  gemein  hat. 

In  den  übrigen  Reihen  von  Regeischaaren  der  Congruenz  ist  stets  ein 
Büschelj  dessen  Scheitel  auf  l  liegt,  mit  einem  andemf  dessen  Ebene  durch 
l  geht,  gepaart  und  in  der  verknüpften  Reihe  der  gtceite  Büschel  aus  jenem 
Scheitel  mit  dem  zweiten  in  dieser  Ebene;  z.  B.  1  mit  U  in  der  q^-,  5 
mit  1'  in  der  p/- Reihe. 

Doch  ist  es  wegen  der  späteren  speciellen  FäUe  von  Nutzen,  die 
den  verschiedenen  Reihen  angehörigen  Büschelpaare  ordentlich  zu  ta- 
belliren: 


Q 

Qi 

9i 


a  =  l,2,3,4; 


(Ai,  «/),  iB;\  ft) ;     ^/:  (^,  «/'),  (^/,  ßd  I 

(A,0,  W,«;  (^,o,  (5/,^,);  {^3>0.  {s:\ßi)\  (A,0,  (J5s",^4); 

Q,:  (^„«/),  (J^/,  A);  U3,0,  W,  A);  (^,«A  W,  A);  (^4,0;  W,  A); 
p/r  (A,0,  W, A);  (^3,0,  (^i", A);  (^2,0,  W, A);  (^4,0,  W, A); 
(f,:  {A,, «/),  (s;, /j,);  {A,, o>  (5/,  A);  (^2, 0,  W,  A);  (-^3, <'),  (»/',  A); 
p/:  U„0,  W,A);  (^,0,  W,A);  (^2,0,  W,A);  (^,0,  W,A). 

627  Diese  4  weiteren  Paare  von  Reihen  von  Regeischaaren  haben  sämmt- 

lieh  die  Gerade  l  zur  gemeinsamen  Leitgeraden  aller  ihrer  Schaaren, 
Dieselbe  ist  daher  in  den  4  confocalen  Congruenzen,  welche  Omen  ent- 
sprechen, und  durch  die  einen^  wie  die  andern  Leitschaaren  der  Regel- 
schaaren  der  beiden  verknüpften  Reihen  entstehen,  gemeinsamer  Strahl 
aller  Regeischaaren  einer  Reihe  (und  der  verknöpften  Reihe).  Wenn 
aber  alle  Regeischaaren  einer  Reihe  einer  Congruenz  2.  Grades  eine 
Gerade  gemein  haben,  so  ist  diese  für  einen  beliebigen  Punkt  auf  ihr 
oder  eine  beliebige  Ebene  durch  sie,  wegen  des  Windschief seins  der 
Geraden  einer  Regelschaar,  die  einzige  incidente  Gerade  der  Congruenz, 
folglich  ein  Doppelstrahl  derselben  (II,  Nr.  401).  Und  umgekehrt,  in 
II,  Nr.  407  ist  erkannt,  dass  ein  Doppelstrahl  einer  Congruenz  2.  Grades 
gemeinsamer  Strahl  zweier  verknüpfter  (binärer)  Regelschaar-Reihen  ist 
Jede  von  diesen  4  der  vorliegenden  Congruenz  confocalen  Con- 
gruenzen mit  Doppelstrahl  hat  3  gleichartige  zu  confocalen,  d.  h.  die 
ebenfalls  einen  Doppelstrahl  haben  und  zwar  denselben.  Das  entspricht 
dem  in  II,  Nr.  407  Gesagten.  Aber  sie  haben,  was  ich  dort  und  auch 
später,  wo  unsere  Congruenz  (F*,  \J])  vorkommt  (II,  Nr.  490),  nicht 
erwähnt  habe  und  hiermit  nachhole,  in  derselben  noch  eine  weitere, 
aber  nicht  gleichartige  confocale  Congruenz. 


(q) 
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Unsere  Congruem  hat  nicht  l  mm  Doppdstrahly  vielmehr  ist  derselbe 
für  sie  eine  singulare  Gerade^  und  wir  erkennen  in  ihr  die  in  Ily  Nr.  490 
beschriebene  Congruene  2.  Grades  mit  einer  singulären  Geraden  wieder^ 
erzeugt  durch  die  Geraden  ^  welche  dieser  Linie  begegnen  und  eine 
Fläche  4.  Ordnung  F^  mit  ihr  als  einer  Doppelgeraden  und  mit  8  Kno- 
tenpunkten berühren,  d.  i.  die  Complexfläche  (l). 

Alle  Strahlen  der  Congruenz  berühren  die  Fläche  (t)f  sich  ausser- 
dem auf  die  Doppelgerade  l  stützend;  daher  ist  (t)  die  Brennfläche  der 
Congruensf. 

In  dieser  Congruenz  befindet  sich  die  vom  Polar- Strahlennetge  [Z,  T] 
der  l  (Nr.  512)  aus  f*  ausgeschnittene  Begelfläche  4.  Grades.  Deren 
Erzeugende  sind  die  Tangenten  an  die  (l)  erzeugenden  Complexcurven 
in  den  Schnitten  mit  l  oder  die  Kanten  der  (T)  umhüllenden  Complex- 
kegel,  in  denen  sie  von  Ebenen  durch  l  berührt  werden.  Guspidal- 
punkte  dieser  Fläche  auf  der  doppelten  Leitgeraden  l  sind  die  4  Punkte 
Ai,  die  zugehörigen  Guspidal-Erzeugeuden  die  Doppellinien  ai^(ai\ai"), 
längs  deren  die  Ebenen  atV  torsal  berühren.  Cuspidalpunkte  der 
andern  doppelten  Leitgeraden  T  sind  die  Punkte,  in  denen  sie  von  den 
Doppellinien  bi^B/B!'  getroffen  wird;  längs  dieser  Cuspidal-Erzeugen- 
den  berühren  die  Ebenen  btl  torsal. 

Der  obige  Beweis,  dass  durch  eine  Congruenz  O  oo^  Complexe 
2.  Grades  gehen,  beruhte  auf  der  Existenz  von  zwei  verknüpften  Regel- 
schaar-Reihen  in  C. 

Geht  man  also  von  einer  Fläche  4.  Ordnung  mit  einer  Doppel- 
geraden und  8  ausserhalb  gelegenen  Knotenpunkten  aus  (II,  Nr.  490), 
80  wissen  wir,  dass  die  Congruenz  ihrer  Tangenten,  die  sich  auf  die 
Doppelgerade  stützen,  vom  2.  Grade  ist  und  zwei  verknüpfte  Regel- 
schaar-Reihen  hat,  nämlich  die  Kegelschnitte,  in  denen  die  Fläche  von 
den  Ebenen  durch  die  Doppelgerade  geschnitten  wird,  und  die  Tan- 
gentialkegel,  welche  von  den  Punkten  dieser  Geraden  an  sie  kommen. 
Also  gehen  durch  die  oo^  quadratische  Complexe. 

Die  Fläche  4.  Ordnung  mit  einer  doppelten  Geraden  und  8  Knoten- 
punkten ist  stets  dieser  Geraden  zugehörige  Complexfläche  und  zwar  für 
<xfi  Complexe  2.  Grades. 

Jeder  F^  führt  zu  cx)^  Complexflächen;  nun  ist  die  Maunigfaltig- 
faltigkeit  dieser  Flächen  4.  Ordnung  mit  8  Knotenpunkten  17  (Nr.  517). 
Folglich  muss  jede  derartige  Fläche  zu  cx>^3+*~"^^  Complexen  2.  Grades 
als  Complexfläche  gehören. 

Aehnliches  wird  für  die  im  Folgenden  zu  behandelnden  noch  spe- 
cielleren  Congruenzen  2.  Grades  gelten. 
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628  In  IT^  Nr.  490  ist  schon   die  weitere  Specialitat  erwähnt;  dass  l 

ein  Strahl  g  von  F^  wird.  Wir  wissen ,  dass  dann  I  eine  cuspidale 
Gerade  der  Complexfläche  (Q  ist  derartig,  dass  die  beiden  BerQhrungs- 
ebenen  eines  jeden  Punktes  von  l  und  die  beiden  Berührungspunkte 
einer  jeden  Ebene  durch  l  sich  vereinigt  haben  (Nr.  519).  Wir  fanden 
weiter,  dass  die  B{'  in  die  At,  die  a/'  in  die  ßt  fallen;  wir  behielten 
diese  Namen  Ät,  ß{  bei  und  bezeichneten  die  a/,  B/  einfacher  mit  a,-,  Bi. 

Die  4  Strahlenbüschel  der  Congruenz  (F^,  f^r]),  welche  durch  g  gehen, 
sind  die  4  Büschel  (Ai^  ßi);  sie  vertreten  je  zwei  des  allgemeinen  Falls : 
(Aif  ai")  und  (5/',  /3,),  sind  daher  binär;  ausserdem  haben  wir  noch  8 
toeitere  unäre  Strahlenbüschel,  die  {Ai,  a«)  und  die  {Bi,  ßi),  und  deshalb 
8  singulare  Punkte  Ai,  Bi,  8  singulare  Ebenen  at,  ßi]  davon  sind  die 
Ai,  ßi  temär,  denn  sie  waren  schon  im  vorigen  Falle  binär  und  haben 
nun  noch  die  J5,",  «/'  in  sich  aufgenommen. 

Weil  durch  g  4  Strahlenbüschel  der  Congruenz  gehen,  so  ist  g 
ein  Doppelstrahl  derselben. 

Die  Q'Beihe  (Kegel-Reihe)  enthält  die  Büschelpaare:  {Ai,  «,),  {Ai,  ßi), 
die  Q'Beihe  (Kegelschnitt-Reihe)  die  Büschelpaare:  {Bi,  ßi),  {Ai,  ßi). 

Dieses  Beihenpaar  ist  binär  geworden,  denn  die  p^- Reihe  ist  mit 
der  Q-,  die  (»/-Reihe  mit  der  (»'-Reihe  identisch;  es  stimmen  nämlich 
die  Büschelpaare  überein,  wie  aus  der  für  den  jetzigen  Fall  modifi- 
cirten  Tabelle  {q)  in  Nr.  626  sich  ergiebt,  und  jede  Regelschaar  aus 
der  einen  von  zwei  verknüpften  Reihen  bestimmt  eindeutig  die  andere. 

Alle  Begelschaaren  dieser  binären  Beihen  enthalten,  wie  nothwendig, 
den  Doppelstrahl  g. 

Die  andern  Beihen  enthalten  nur  3  Biischelpaare,  indem  zwei  zu- 
sammengerückt sind: 

Q%'  (^i;«l),  (^2;Ä)5  (^%f<h)f  (^ußi)]  (^81  A);  (Afßi)'^ 
Qi'  {Arßl)^  (^;A);  (^81  «s)^  {^A7ßA)i  (^4>a4);  {^^y  ßfi)'^ 
P8-     (A>«i)>  (-Bs;^);    (-^«;«8);  (^nßi)i    (A^  ßi),  (^4>  A)? 

Q,''  (A.ßi)y(A.ßs)\  (^2,««),  (^4,A);  (^4,  «4),  (^2,  ft); 

Q,:    (^n«i),  (^4,/54);  (^4,  «4),  (-Bi,ft);  (4,  A),  (^s,  A); 

Qi'    (^uA);  (^^A);    i^2f<^)y  i^sjßs)]    (A;«8);  (-Bj,  A). 

Die  aus  zwei  {Ai,  ßi)  bestehenden  Paare  sind  die,  in  welche  zwei 
zusammengefallen  sind. 

Wir  haben  daher  nur  noch  3  Beäienpaare  mit  eigentlichen  Begel- 
schaaren, für  welche  alle  g  Leitgerade  ist;  aber  als  Gerade  der  Congruenz 
muss  sie  einer  auch  als  Erzeugende  angehören,  offenbar  als  Doppel- 
strahl des  aus  zwei  {Ai,  ßi)  bestehenden  Büschelpaars. 
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Das  Polar-Strahlennetz  ist  in  das  Tangential-Strahlenneiz  von  g 
übergegangen  (Nr.  521);  die  von  ihm  ausgeschnittene  Regelfläche 
4.  Grades  besteht  aas  den  4  Büscheln  {Ai^  /3,);  wir  erinnern  an  die 
Projectivität: 

der  Scheitel  und  Ebenen  dieser  Büschel. 

Zum  Büschel  durch  dies  Strahlennetz  gehört  nur  ein  Gebüsche 
[g]]  mit  seinen  übrigen  Gewinden,  den  Tai^entialgewinden  von  F*  in 
g,  werden  wir  uns  bald  weiter  .beschäftigen. 

Wir  fanden,  dass  die  Mannigfaltigkeit  der  Fläche  4.  Ordnung  mit 
einer  cuspidalen  Geraden  und  4  Knotenpunkten  16  ist  iNr.  520);  jeder 
r*  führt  zu  oo'  derartigen  Flächen  als  Gomplexflächen  (^);  so  ergiebt 
sich,  dass  jede  solche  Fläche  m  00*^+*— i«,  oiso  m  c»*  Complexen  als 
Complexfläche  gehört 

Wir  wenden  uns  zu  dem  weiteren  Specialfalle  unserer  Congtuenz,  629 
in  dem  die  Axe  des  sie  einschneidenden  Gebüsches  ein  singülärer  Strahl  s 
von  r*  ist 

Nach  Nr.  527  vereinigen  sich  A^^  A^  in  S,  /S3,  ß^  in  6,  «j,  «^ 
fallen  in  /Jj,  ß^^  JBj,  -B4  in  A^,  A^. 

Die  4  Büschel,  zu  denen  s' gehört,  sind: 

(S,  Ä),    (S,  ft),    U„  6),    (A,,  (T); 
ausserdefn  haben  wir  noch  die  zweiten  Büschel  in  ß^,  ß^,  aus  A^,  A^: 

ißu  ßi)f     (^2>  ßi)y     (Af  «s);     (^4,  «4)- 

Diese  sind  nach  tme  vor  unär^  jene  aber  temär;  denn  z.  B.  (5,  /SJ 
repräsentirt  die  Büschel  (A^^  ß^)  und  (A^^  «,),  von  denen  der  erste 
schon  im  vorigen  Falle  binär  war;  ebenso  sind  in  (A^,  ö)  der  binäre 
{A^,  ft)  und  der  unäre  (B^,  /Sj  vereinigt. 

In  der  KegeUBeihe  haben  wir  die  Büschdpaare: 

(Ä,  A),  (5,  Ä);    (^„  «,),  (^,  <y);    {A,,  «,),  (^„  6), 
in  der  Kegelschnitt-Beihe  die  Büschelpaare: 

(B,,  ß,),  (S,  ß,);   {B„  ß,),  {S,  ft);    (^„  0),  {Ä„  0), 

wo  vorhin  das  erste,  jetzt  das  letzte  Paar  zwei  Paare  repräsentirt 

Die  p2*  ^^^  ^^^  (^2^- Reihe  enthalten  genau  dieselben  BOschelpaare, 

und  das  Paar  der  Reihen  von  Kegeln  und  Kegelschnitten  ist  also  temär 

geworden. 

In  den  weiteren  ReiJienpaaren  haben  wir: 
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Qs'      (Ä;  A)»   (Ay  <y);     Us.  «s),   (^if  ßi)\ 

9i'   {S,  ßi),  (A,  <y);    (^4,  «0,  (-Bg.  Ä); 
(>,:     (5,  /?,),  (^3,  <y);    (^,  aj,  (5„  /SJ; 

9,':    (S,  Ä),  (^4,  <y)5    (^3,  «s),  (^i;  ft), 
e(;orin  das  erste  Büschelpaar,  welches  den  einen  Büschel  aus  S,  den  andern 
aus  6  erhält,  temär  ist. 

Diese  zwei  Beihenpaare  enthalten  allein  eigentliche  Begelschaaren. 

Das  Tangential-Strahlennetz  von  s  ist  in  den  Bündel  S  und  das 
Feld  6  zerfallen  (Nr.  526);  von  den  4  den  Strahl  s  enthaltenden  Bü- 
scheln gehören  (S,  ft),  (S,  /3,)  zu  S,  (A^,  6),  {A^,  6)  zu  6. 

Die  Complexfläche  (s)  ist  in  Nr.  527  beschrieben.  Aus  der  dort 
gefundenen  sellßtandigen  Construction,  die  zu  einer  Kegelschnitt-Reihe 
führt,  gelangen  wir  durch  deren  Tangenten  zu  einer  Gongruenz  2.  Gra- 
des der  jetzigen  Art,  zur  verknüpften  Eegelreihe  und  zu  cx>^  Complexen 
2.  Grades,  die  durch  sie  gehen;  was  auch  mit  der  Mannigfaltigkeit  15 
der  Fläche  und  dem  Umstände,  dass  jeder  Complex  2.  Grades  oo^  sol- 
cher Congruenzen  enthält,  übereinstimmt:  19  -f*  ^  —  15  «»  6. 
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630  Wir  kehren  nun  zu  den  Tangentialgewinden  von  F*  zurück,  u^lche 

zu  dem  Strahle  g  des  Complexes  gehören.  Sie  bilden  einen  Büschel, 
dessen  Grund-Strahlennetz  das  Tangential-Strahlennetz  in  g  ist  und  durch 
alle  die  Strahlenbüschel  (X,  g)  erzeugt  wird,  deren  Scheitel  X  (auf  g)  und 
Ebenen  g  {durch  g)  einander  in  der  Projectivität  entsprechen,  die  auf  g 
und  um  g  durch  F^  entsteht  (Nr.  519).  Diese  Büschel  gehören  also 
auch  zu  allen  Tangentialgewinden  von  g.  Sei  Fg  eins  von  ihnen;  be- 
trachten wir  seine  Schnittcongruenz  mit  F^.  Die  Ebene  g  eines  der 
genannten  Büschel  berührt  längs  g  den  Kegel  (X);  also  fallen  die 
beiden  Strahlen  aus  2  an  die  Congruenz  —  die  gemeinsamen  Strahlen 
des  Strahlenbüschels  {X,  g)  von  Fg  und  des  Complexkegels  (Z)  von 
F^  —  in  ^  zusammen,  mit  bestimmter  Verbindungsebene  |. 

Die  beiden  von  einem  Punkte  X  von  g  an  die  Congruenz  F^Fg 
kommenden  Strahlen  vereinigen  sich  in  g,  mit  bestimmter  Verbindungs- 
ebene I,  und  ebenso  dual  die  beiden  in  einer  Ebene  |  durch  g  liegen- 
den Strahlen  in  g^  mit  bestimmtem  Schnittpunkte  X,  dem  Berührungs- 
punkte von  (I)  mit  g.  Daher  ist  g  für  die  Congruenz  ein  möglicher*) 
Doppelstrahh 

*)  In  seiner  Besprechung  der  beiden  ersten  Bände  meines  Buchs  im  Bulletin 
des  Sciences  mathämatiques  Ser.  II  Bd.  17  (1898)  S.  257  nennt  Loria  einen  solchen 
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Jedes  Tangentialgewinde  von  F^  schneidet  diesen  Complex  in  einer 
Congruensf  2,  QradeSj  für  welche  der  Strahl  g  von  F*,  zu  dem  es  gehört, 
Doppelstrahl  ist. 

Für  das  zu  den  TaDgentialgewinden  gehörige  Gebüsche  [^]  fanden 
wir  dies  schon  in  Nr.  628. 

Die  Congruenz  I^Fg  enthält  dann  (II,  Nr.  407)  zwei  verknüpfte 
Regelschaar- Reihen  —  welche  binär  sind,  d.  h.  2  von  den  5  Paaren 
verknüpfter  Reihen  darstellen  —  von  der  Beschaffenheit,  dass  g  allen 
Regeischaaren  der  einen,  wie  der  andern  Reihe  angehört  und  für  eine 
solche  Reihe  also  der  allgemeine  Satz  nicht  mehr  gilt,  dass  zwei  Regel- 
schaaren  der  nämlichen  Reihe  sich  nicht  schneiden. 

So  liefert  jedes  der  Tangentuügemnde  von  g  oo^  durch  g  gehende 
Regeischaaren  von  I^,  die  in  zwei  verknüpfte  Reihen  zerfallen  und  daher 
zu  zwei  verJcnüpften  Gebüschen  von  jP  gehören. 

Die  Congruenz  besitzt  4  durch  den  Doppelstrahl  gehende  binäre 
Büschel,  die  (J.,-,  /3,);  dies  entspricht  dem,  was  in  II,  Nr.  402  gefunden 
wurde;  aus  ihnen  können  wir  auch  g  als  Doppelstrahl  erkennen. 

Wir  wissen,  dass,  wenn  zwei  Flächen  einander  berühren  und  also  631 
in  einer  Curve  schneiden,  die  in  dem  Berührungspunkte  T  einen  Doppel- 
punkt hat,  von  den  Schnitten  einer  Curve  der  einen  Fläche,  welche 
durch  T  geht,  mit  der  andern  immer  zwei  sich  in  T  vereinigen. 

Dem  analog  fallen,  wenn  sich  zwei  Complexe  in  einer  Congruenz 
mit  einem  Doppelstrahle  schneiden  (der  für  keinen  von  ihnen  Doppel- 
strahl ist),  von  den  Schnittstrahlen  jeder  in  dem  einen  Complexe  be- 
findlichen und  durch  diesen  Strahl  gehenden  Regelfiäche  mit  dem 
andern  Complexe  zwei  in  ihn  zusammen;  so  vereinigen  sich  im  vor- 
liegenden Falle  die  beiden  Strahlen,  welche  eine  Regelschaar  von  I^, 
die  durch  den  Doppelstrahl  g  von  F^Fg  geht,  mit  Fg  gemeinsam 
hat,  in  g. 

Bilden  wir,  um  dies  genauer  zu  erkennen,  das  Gewinde  Fg  in  den 
Punktraum  E^j  nach  I,  Nr.  202,  ab  und  zwar  so,  dass  g  der  dort  mit 
u  bezeichnete  Hauptstrahl  der  Abbildung  ist.  Unsere  Congruenz  mit 
dem  Doppelstrahle  g  bildet  sich  (II,  Nr.  376)  in  eine  Fläche  2.  Grades 
F^  ab.  Es  sei  r  eine  Regelschaar  in  Fg\  sie  hat  mit  F^  und  also  mit 
F^Fg  A  Strahlen  gemeinsam;  ihr  Bild  in  27i  ist  ein  Kegelschnitt  (I, 
Nr.  203),  und  dessen  4  Schnitte  mit  F^  sind  die  Bilder  jener  4  Strah- 
len.    Geht  aber  r  durch  g^^u,  so  tritt  an  Stelle  des  Kegelschnitts 

Doppelatrahl  einen  cnuserordenllichen  ^  welche  Benennung  vielleicht  der  meioigen 
vorzuziehen  ist.  —  üebrigens  können  wir  hier  das  Attribut  weglassen,  da  eine 
Congruenz  2.  Grades  andere  Doppelstrahlen  als  mögliche  nicht  hat  (II,  Nr.  401). 

Sturm,  Liniengeometrie.  m.  11 
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eine  Gerade;  in  ihre  Schnitte  mit  F^^  fallen  zwei  von  den  Bildern; 
dies  beweist,  dass  zwei  von  den  4  Strahlen  sich  in  g  vereinigt  haben. 

Von  den  4  Strahlen  j  welche  eine  in  Fg  befindlidie  Begelschaar  mit 
der  Schnittcongmeng  I^Fg  gemein  hat,  fallen  etoei  in  g  ensammenf  wenn 
die  Begelschaar  durch  diesen  Doppelstrahl  der  Congrueng  geht;  die  Begel- 
schaar berührt  F^  in  g.  Wir  sagen  deshalb:  dctö  Tangentialgewinde  be- 
rührt den  Complex  F*  in  g. 

Nun  sei  q  eine  beliebige  Regelschaar  in  F^;  sie  hat  mit  Fg  zwei 
Strahlen  x\  x"  gemeinsam,  die  zu  F^Fg  gehören.  Diese  gehören, 
wenn  91  ein  darch  p  gelegtes  Strahlennetz  ist,  zu  den  4  gemeinsamen 
Strahlen  von  92  und  F^Fg\  die  beiden  andern  sind  mit  92  veränderlich. 
Durch  diese  4  Strahlen  geht  dann  auch  die  Begelschaar  r  ^  91F,  und 
sie  sind  die  Strahlen,  welche  sie  mit  F^  gemeinsam  hat.  Wenn  nun 
^  durch  g  geht,  so  thut  es  auch  t;  dann  fallen  von  den  4  Strahlen 
die  beiden  nicht  mit  91  veränderlichen  x,  x'  in  g  zusammen,  also  auch 
die  beiden  Strahlen,  welche  p  mit  Fg  gemeinsam  hat. 

I>ie  beiden  Strahlen,  welche  eine  in  F^  befindliche  Begelschaar  q  mit 
F^Fg  gemein  hat,  fallen  im  Doppelstrahle  g  zusammen ,  wenn  q  durch 
Hin  geht:  q  berührt  in  g  die  Congruenz  und  das  sie  in  F*  einschneidende 
Gewinde  Fg  und  so  alle  Tangentialgewinde  von  g. 

Durch  einen  beliebigen  andern  Strahl  von  q  geht  ein  Grewinde 
aus  dem  Büschel  der  Fg  und  enthält,  weil  er  sein  dritter  Schnittstrahl 
mit  Q  ist,  diese  Begelschaar  vollständig. 

Jede  Begelschaar  von  F^,  toelche  durch  eine  gegebene  Gerade  g  dieses 
Complexes  geht,  gehört  zu  einem  der  Tangentialgewinde  von  g. 

Die  cx>*  Begdschaaren  von  jT*,  welche  durch  g  gehen,  bilden  oo*  Paare 
verknüpfter  Beihen,  von  denen  jedes  Paar  in  einem  der  Tangentialgewinde 
von  g  sich  befindet 

Da  schon  die  Geraden  der  Begelschaaren  eines  Feldes  den  ganzen 
F*  einfach  erftillen,  so  dass  jeder  Strahl  von  F^  in  einer  von  diesen 
Regeischaaren  gelegen  ist,  so  muss  es  in  jedem  Gebüsche  oo^  durch 
g  gehende  Regeischaaren  gehen. 

In  jedem  von  den  oo^  Gebüschen  2^  ist  eine  von  jenen  Begelschaar- 
Beaten  enthalten. 

Jedem  GebüschcrPaare  2J^,  Z^  ist  ein  Tangentialgewinde  von  g  zu- 
geordnet. 

Dies  Tangentialgewinde  befindet  sich  deshalb  in  dem  dem  nämlichen 
Paare  zugeordneten  Systeme  QJ, 

Durch  eine  zweite  Gerade  g^  von  F^  geht  eins  von  den  Tangen- 
tialgewinden  von  g  und  in  ihm  aus  jeder  der  beiden  verknüpften  Beihen 
eine  Begelschaar. 
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Durch  isioei  Gerade  des  Complexes  gehen  2  Begelschaaren  desselben. 

Wenn  sie  sich  schneiden ,  so  ist  die  eine  Regelschaar  der  Com- 
plexkegel  aas  dem  Schnittpunkte ,  die  andere  die  Complexcurve  in  der 
Yerbindungsebene. 

Wir  sehen  nun^  dass  es  in  jedem  Gebüsche  2^  von  Regeischaaren 
in  r*  unter  den  oo^  Reihen  <x>'  mit  einer  allen  Regeischaaren  gemein- 
samen Geraden  giebt  (vergl.  Anm.  zu  Nr.  612),  welche  dann  auch 
allen  Regeischaaren  der  verknüpften  Reihe  gemeinsam  ist. 

Ein  durch  y  gelegtes  Gewinde  F  schneidet  die  Congruenz  I^Fg  in 
einer  Regelfläche  4.  Grades,  für  welche  g  doppelte  Erzeugende  ist.  Diese 
Fläche  befindet  sich  ja  in  dem  Strahlennetze  FFg  (dessen  Schnitt  mit 
F*  sie  ist),  und  in  der  Gorrespondenz  [2,  2],  welche  sie  auf  dessen 
Leitgeraden  heryorruft,  ist  von  den  Stützpunkten  von  g  jeder  ein  Yer- 
zweigungspunkt  und  hat  g  zur  zugehörigen  Torsallinie  (Nr.  603);  denn 
der  Büschel  von  Fg,  welcher  von  einem  dieser  Punkte  ausgeht,  gehört 
auch  zum  Tangential-Strahlennetze  von  g  und  ist  daher,  nach  der  De- 
finition dieses  Netzes,  in  der  Ebene  gelegen,  welche  den  aus  dem 
Punkte  kommenden  Complexkegel  von  F^  berührt;  folglich  vereinigen 
sich  die  beiden  dem  Büschel  und  diesem  Kegel  gemeinsamen  Strahlen, 
also  die  Strahlen  von  F^Fg  und  Erzeugenden  der  Regelfläche,  die  aus 
dem  Punkte  kommen,  in  g. 

Die  Polar-  oder  Tangentialgewinde  eines  singulären  Strahls  s  sind  632 
sämmtlich  Gebüsche  und  haben  die  Tangenten  von  9,  welche  in  dem- 
selben Punkte  wie  s  berühren,  zu  Axen  (Nr.  526). 

Somit  sind  die  verschiedenen  Strahlen  eines  Tangentenbüschels  (S,  ö) 
von  0  den  Gämschepaaren  zugeordnet  und  damit  auch  den  consingulären 
Complexen;  diese  Zuordnung  stimmt  mit  der  früheren  überein,  bei  welcher 
jedem  dieser  Complexe  sein  in  (5,  a)  befindlicher  singulärer  Strahl 
correspondirt. 

Sei  t  eine  von  den  Tangenten;  die  durch  s  gehenden  zu  F^  ge- 
hörigen Regeischaaren  des  Gebüsches  [t]  sind  in  dem  zugeordneten 
Gebüschepaare  ZJ^y  S^  enthalten:  sie  haben  alle  t  zur  Leitgeraden; 
ihre  Leitschaaren,  welche  dem  zugeordneten  consingulären  Complexe 
angehören,  bringen  t  in  denselben;  und  da  dieser,  zur  singulären  Fläche 
0  gehörig,  in  ihrem  Tangentenbüschel  (5,  6)  nur  seinen  singulären 
Strahl  hat,  so  ist  klar,  dass  jedem  Strahle  von  (5,  6)  eben  der  con- 
singuläre  Complex  zugeordnet  ist,  für  den  er  singulärer  Strahl  ist. 

In  dem  zu  einem  beliebigen  Strahle  g  von  F^  gehörigen  Büschel 
von  Tangentialgewinden  ist  [g\  das  einzige  Gebüsche. 

II 
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Besitet  also  ein  StraM  von  F^  cds  Tangentialgewinde  ein  Gebüsche^ 
dessen  Äxe  von  ihm  verschieden  ist,  so  ist  er  singulärer  Strahl. 

633  Wir  haben  gelernt  (Nr.  541);  dass   die  Polaren  g^,  . .  •  j^e  ^iu^^ 

Strahls  g  yon  F^  in  Bezug  auf  die  Fundamental-6e winde  i^i,  ...  F^, 
welche^  doppelt  genommen ,  unter  den  cousingulären  Complexen  sich 
befinden^  ebenfalls  zu  F^  gehören.  Es^sei  nun  q  eine  durch  g  gehende 
Regelschaar  von  F^  aus  dem  (sich  selbst  verknüpften)  Gebüsche  2^8,  i; 
welchem  F^  zugeordnet  ist^  so  gehört  ihre  Leitschaar  zu  I^  (Nr.  618); 
da  alle  ihre  Geraden  g  treffen,  so  treffen  sie  auch  die  Polare  g^,  so 
dass  diese  Gerade  zu  q  gehört.  Damit  erkennen  wir  von  neuem,  dass 
jTi  sich  in  F*  befindet  Aber  mehr,  alle  durch  g  gehenden  Regel- 
schaaren  von  JT^,  welche  zu  diesem  Gebüsche  gehören,  gehen  auch 
durch  g^]  das  sie  enthaltende  Tangentialgewinde  Fg^i  schneidet  daher 
in  einer  Congruenz  2.  Grades,  welche  zwei  Doppelstrahlen  g,  g^  hat. 

Unter  den  Tangentialgewinden  von  F^  in  g  befinden  sich  6,  welche 
F*  in  einer  Congruenz  2.  Grrades  mit  einem  zweiten  Doppelstrahle  schnei- 
den oder  r*  auch  in  einem  zweiten  Sirahle  berühren:  r^,i,  . . .  T,,«. 

Die  BegelschaaT'Beihe  von  F*  in  einem  dieser  Gewinde  Fg^i,  welche 
du/rch  g  gehty  hat  noch  eine  zweite  gemeinsame  Gerade  gt,  die  Polare  von 
g  nach  dem  Gewinde  Ti,  welches  dem  sich  selbst  verknüpften  Gebüsche  E^i 
zugeordnet  ist,  das  die  Beihe  enthaU. 

Und  zu  jeder  Geraden  g  des  Complexes  F*  giebt  es  6  Gerade  gi 
—  ihre  Polaren  in  Bezug  auf  die  Fundamental- Gewinde  Fi  — ,  so  be- 
schaffen, dass  durch  zu}ei  solche  Geraden  g,  gi  oo*  Begelschaaren  von  T* 
gehen,  nicht  blos  2. 

Da  aber  die  Polarität,  in  Bezug  auf  Fi,  zwischen  g  und  gt  reci- 
prok  ist  und  die  Regelschaar -Reihe  durch  beide  Geraden  festgelegt 
ist,  so  folgt,  dass  Fg^i  auch  Tangentialgewinde  von  gt  ist. 

Jedes  einem  Doppelgeinische  IJ^^i  zugeordnete  Tangentialgewinde  be- 
rührt in  zwei  Geraden,  welche  immer  zu  einander  polar  sind  in  Bezug 
auf  Fi. 

Diese  Geraden  fallen  zusammen  und  die  Berührung  wird  3.  Ord- 
nung, wenn  g  zu  der  Schnittcongruenz  F^Fi  gehört 

Wir  erinnern  uns  aus  II,  Nr.  407  (dritter  Fall),  dass  bei  einer 
Congruenz  2.  Grades  mit  zwei  windschiefen  Doppelstrahlen  es  nur  eine 
Regelschaar-Reihe,  deren  sämmtliche  Regeischaaren  durch  diese  Ge- 
raden gehen:  sie  hat  sich  erstens  mit  ihrer  verknüpften  vereinigt,  und 
dieses  Paar  von  identischen  yerknüpften  Reihen  repräsentirt  2  von 
den  5  Reihenpaaren,  so  dass  noch  3  Reihenpaare  bleiben. 
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Aus  dieser  uns  schon  bekannten  Eigenschaft  ergiebt  sich  auch 
die  Identität  von  Us^i  mit  dem  gepaarten  Gebüsche. 

Aber  wir  haben  jetzt  erkannt ^  dass  es  in  einem  solchen  Gdmsche 
2^9  i  oo'  Beihen  gi^t,  die  je  mit  ihrer  verknüpften  Reihe  misammenfaüen: 
es  sind  dies  die  oo'  Beihen^  welche  eine  und  dann  hier  gwei  gemeinsame 
Geraden  haben. 

Weil  die  in  Bezug  auf  F,-  polaren  Geraden  g  und  gi  beide  sich 
in  r^,,-  befinden^  so  sind  fj  und  Fg^i  in  Involution  (I,  Nr.  107). 

Alle  oo'  TangentiaUgetvinde  F^^iy  welche  längs  0wei  Geraden  den  F^ 
tangiren,  sUlteen  sich  auf  das  Gewinde  Fi,  das  m  demselben  Doppel- 
Gebüsche  2z,  i  gehört  y  wie  jene  F^^i, 

Aber  das  gilt  ja  für  alle  Gewinde  des  Gewebes  &i  (Nr.  619),  zu 
welchem  F^,,-  gehört.  — 

Jede  Regelschaar  von  i^a,!  ist  in  den  diesem  Gebüsche  zugeord- 
neten Tangentialge winden  aller  ihrer  Geraden  enthalten,  also  in  oo^ 
sich  selbst  yerknüpften  Reihen  von  F^,  und  da  die  eine  von  zwei  ver- 
knüpften Reihen  stets  in  dem  Felde  sich  befindet,  das  von  irgend  einer 
Regelschaar  der  andern  getragen  wird,  so  gehört  jede  BegelschcMr  eines 
DoppelgdmscJies  2^9,  ••  m  dem  van  ihr  getragenen  Felde. 

Die  0u  einem  StraMe  g  von  F^  gehörigen  Tangentialgewinde  Fg  634 
schneiden  den  Complex  in  Congrueneen  Cg^,  welche  g  mm  Dqppelstrahie 
haben.  Eine  solche  Congruene  hat  A  durch  den  Doppelstrahl  gehende 
binäre  Strahlenbüschel,  welche  für  aUe  Cg^  dieselben  sind,  nämlich  die  4 
durch  g  gehenden  Büschel  S',  33",  33'",  85^  von  F*,  und  dann  noch  6 
von  einer  Congruenz  zur  andern  veränderliche  unäre  Büschd.  Diese  zer^ 
theilen  sich  in  4  Dupel  (von  je  zwei  windschiefen)  so,  dass  jeder  binäre 
Büschel  die  beiden  Büschel  eines  Dupels  schneidet.  Jeder  unäre 
schneidet  also  einen  binären  und  3  andere  unäre;  wird  von  jenem 
unären  etwa  83'  getroffen,  so  schneiden  diese  bezw.  die  drei  andern  83 
(Nr.  560). 

Die  Strahlenbüschel  von  F*,  welche  einen  gegebenen  Büschel  (B,  ß) 
des  Complexes  schneiden,  durchlaufen  mit  ihren  Scheiteln  die  Curve  ßO 
und  umhüllen  mit  ihren  Ebenen  den  Kegel  B0]  ihr  Erzeugniss  ist 
eine  Congruenz  4.  Grades;  denn  in  jede  Ebene  fallen  die  Scheitel  von 
4  Büscheln  und  also  4  Strahlen  der  Congruenz,  und  ebenso  gehen 
durch  jeden  Punkt  4.  Der  gegebene  Büschel  gehört  nicht  zu  dieser 
Congruenz,  wohl  aber  der  zweite  aus  seinem  Scheitel  und  der  zweite 
in  seiner  Ebene. 

Jeder  Büschel  von  F^,  welcher  einen  der  83,  etwa  83',  schneidet, 
liegt  in  einem  der  Tangentialgewinde  von  g]  es  ist,  ausser  durch  das 
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die  4  Büschel  S3  enthaltende  Tangential -Strahlennetz  yon  g^  durch 
ii^end  einen  Strahl  des  Büschels  bestimmt  Infolge  dessen  durchlaufen 
die  unären  Strahlenbüschel  der  verschiedenen  C^^  welche  S3'  schnei- 
den,  das  System  der  Strahlenbüschel;  welches  die  zu  83'  gehörige  Con- 
gruenz  4.  Grades  |  S3'  |^  erzeugt,  involutorisch,  denn  jeder  Büschel  dieses 
Systems  bestimmt  Fgy  Cg*  und  den  andern  93^  schneidenden  unaren 
Büschel  dieser  Congruenz  eindeutig  und  gleichartig. 

Zur  Congruenz  | »'  |*  gehören  83",  83"',  »^;  also  giebt  es  3  Dupel, 
bei  denen  der  eine  Büschel  in  einen  dieser  83  fallt,  oder  3  Gongruen- 
zen  Q^,  bei  denen  von  den  beiden  83'  schneidenden  unären  Büscheln 
der  eine  —  W  —  bezw.  sich  mit  85",  83"',  83^  vereinigt. 

Betrachten  wir  den  Fall,  wo  91'  mit  83"  zusammenfallt.  91'  wird 
von  83'  und  drei  andern  unaren  geschnitten,  von  denen  einer  83"  trifft; 
93"  wird  von  den  3  andern  83  und  2  unären  getroffen.  Beiden  Gruppen 
sind  83'  und  der  eben  erwähnte  83"  treffende  unäre  Büschel  schon  vor 
der  Vereinigung  gemeinsam.  Findet  sie  statt,  so  muss  sich  die  eine 
Gruppe  von  4  Büscheln  mit  der  andern  von  5  Büscheln  vollständig 
identificiren,  so  dass  in  letzterer  ein  Zusammenfallen  von  zwei  Büscheln 
eintreten  mnss.  Die  beiden  unären  91'  treffenden  Büschel,  welche  83'", 
bezw.  83^  schneiden,  müssen,  weil  sie  91'  und  damit  83"  treffen,  durch 
g  gehen  und  fallen  deshalb  mit  83-6üscheln  zusammen,  und  zwar  mit 
83^^,  83'"^  weil  83'  sich  schon  mit  sich  selbst  in  den  beiden  Gruppen 
deckt  und  mit  83"  ein  Zusammenfallen  nicht  möglich  ist,  da  diese 
Büschel  ja  auch  83"  schneiden  sollen,  ein  Büschel  aber  sich  nicht  unter 
den  ihn  schneidenden  befindet. 

Ausser  dem  sich  selbst  deckenden  83'  sind  jetzt  schon  2  Schnitt- 
büschel von  91'  mit  solchen  von  83"  vereinigt 

Der  zweite  an  SB"  hängende  unäre  Büschel  scheint  noch  nicht 
untergebracht;  da  aber  die  5  Büschel,  welche  83"  schneiden,  auf  4  sich 
reduciren  müssen,  so  folgt,  dass  er  mit  83'  zusammenfallt 

Wir  sahen,  dass  der  eine  83"'  schneidende  unäre  Büschel  in  83'^ 
gefallen  ist;  geht  man  von  dieser  Vereinigung  nun  aus,  so  gelangt 
man  auch  zur  Vereinigung  des  einen  83"  schneidenden  Büschels  mit  83'. 

Von  den  drei  den  91'  schneidenden  unären  Büscheln  sind  die, 
welche  83'",  83^  schneiden,  in  binäre  gerückt,  nicht  aber  der,  welcher 
83"  schneidet. 

Es  hat  sich  demnach  hei  jeder  der  drei  ausgeaeichneten  Cg*  mit  jedem 
der  4  binären  Büschel  83  je  noch  einer  der  8  unären  vereinigt,  so  dass 
jene  temär  geworden  und  nur  noch  A  unäre  Büschd  vorhanden  sind. 

Die  4  in  die  83  gerückten  Büschel  91',  ...  91^^  gehören  den  Con- 
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gruenzen  \^'\\  ...  [JB^I*  an,  und  in   den  3  Fallen  findet  die  Ver- 
einigung mit  den  99  in  folgender  Weise  statt: 

a3"a3'a3^s3'",  »'"a^^a3'SB",  a5^^»"'a3"a'. 

Die  Brennfläehen  dieser  drei  ausgeeeichneien  Congruemen  Q^  haben  635 
also,  ausserhalb  des  Doppelstrahls  g^  nur  noch  4  conische  Doppel- 
punkte und  4  conische  Doppel -Berührungsebenen,  die  Scheitel  und 
Ebenen  der  unär  gebliebenen  Büschel.  Diese  müssen  ein  und  dasselbe 
Tetraeder  bilden;  in  der  That^  von  den  beiden  einen  binären  Büschel 
schneidenden  unären  Büscheln  des  allgemeinen  Falles  schneidet  der 
eine  den  einen,  der  andere  den  andern  von  den  zweien,  welche  einen 
andern  binären  schneiden;  von  den  unär  gebliebenen  Büscheln  trifft 
also  jeder  zwei  andere. 

Diese  Eigenschaften  "kennzeichnen  die  Flächen  als  solche^  hei  denen 
der  Boppelsträhl  cuspidal  ist 

Eine  derartige  Fläche  erhielten  wir  als  Complexfläche,  wenn  der 
Träger  ein  Strahl  g  von  F*  ist,  oder  als  Brennfläche  der  Congruenz, 
welche  aus  I^  durch  das  Gebüsche  [g]  geschnitten  wird  (Nr.  628). 

Nun  gehört  dies  Gebüsche  zu  den  Tangentialgewinden  von  g,  also 
diese  Schnittcongruenz  zu  den  Q*;  tvir  haben  insgesammt  4  Congruenzen 
unter  den  Q^  für  deren  Brennfläche  g  eine  Caspidaigerade  ist.  Doch 
findet  folgender  Unterschied  statt: 

Für  die  Congruenz  (J^,  [gj)  ist  g  singulare  oder  Leitlinie  und 
zugleich  Doppelstrahl,  und  die  Strahlen  der  Congruenz  sind  die- 
jenigen Geraden,  welche  g  treffen  und  die  Brennfläche  berühren,  sie 
sind  also  nicht  Doppeltangenten  derselben.  Für  die  drei  andern  Con- 
gruenzen ist  g  nur  Doppelstrahl,  und  die  Congruenzstrahlen  sind 
Doppeltangenten;  wir  wollen  in  diesem  Falle  g  einen  cuspidalen 
Doppdstrahl  der  Congruenz  nennen. 

Die  Brennfläche  einer  jeden  yon  den  Congruenzen  Q^  inducirt 
zwischen  der  Punktreihe  und  dem  Ebenenbüschel  des  gemeinsamen 
Doppelstrahls  g  eine  Correspondenz  [2,  2],  in  der  einem  Punkte  von 
g  seine  Berührungsebenen,  einer  Ebene  Von  g  ihre  Berührungspunkte 
entsprechen.  Die  Scheitel  und  Ebenen  der  4  Büschel  93  sind  gemein- 
same Cuspidalelemente  (ü,  Nr.  405)  und  daher  gemeinsame  Yerzwei- 
gungselemente  aller  Correspondenzen  (2,  2).  Folglich  giebt  es  unter 
diesen  4  doppelte  Projectiyitäten  (Nr.  603);  sie  gehören  zu  den  4 
Brennflächen,  auf  welchen  g  cuspidal  ist,  also  zur  Complexfläche  (g) 
und  zu  den  Brennflächen  der  3  ausgezeichneten  Congruenzen  Q^,  die 
uns  hier  beschäftigen. 

Die  3  Tangentialgewinde  Fp  von  g,  welche  diese  Congruenzen  mit  g 
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als  cuspidalem  Doppelstrahle  einschneiden,  sind  diejenigen,  welche 
F.  Klein  Math.  Annalen  Bd.  5  S.  271  bespricht  und  zwar  für  einen 
Complex  Ton  beliebigem  Grade. 

Vor  (und  nach)  der  Vereinigung  der  4  Büschel  W,  ...  W^  mit 
den  83",  58',  83^^,  85"'  —  wenn  wir  wieder  den  ersten  Fall  annehmen  — 
liegen  die  Sl  so,  dass  sie  einen  windschiefen  „Vierbüschel''  bilden, 
d.  h.  zwei  windschiefe  von  ihnen  treffen  zwei  andere  ebenfalls  wind- 
schiefe, und  die  gemeinsamen  Strahlen  bilden  ein  windschiefes  Vier- 
seit,  in  dessen  Ebenen  die  Büschel  gelegen  sind  mit  den  Ecken  als 
Scheiteln;  wir  erkannten,  dass  die  W  schneidenden  Büschel  aus  |  83'"  \^ 
und  1 85^^  I*  mit  85^,  83'",  hingegen  der  W  nicht  schneidende  aus  |  83"  |* 
mit  83'  sich  zu  vereinigen  strebt;  also  ist  der  Vierbüschel  8l'8["'8["?l^. 

Je  näher  man  nun  dem  Zustande  der  Identität  der  W,  ...  mit 
den  83",  . . .  kommt,  in  welchem  alle  yier  9(  einen  Strahl  gemeinsam 
haben,  desto  mehr  wird  das  Vierseit  „geradlinig'';  wir  müssen  also 
eine  Nachbargerade  von  g  im  Complexe  JT*  haben,  die  mit  drei  andern 
ihr  unendlich  nahen  ein  solches  nahezu  geradliniges  Vierseit  darstellt; 
und  je  näher  an  g  wir  sie  uns  vorstellen,  desto  mehr  wird  sie  sich 
mit  den  drei  Geraden  identificiren. 

Wir  haben  somit  nAen  jeder  Geraden  g  des  Complexes  3  unendlich 
nahe  van  der  Beschaffenheit^  dass  die  A  Strahlenbüschel  von  F^,  die  durch 
eine  dieser  Geraden  gehen,  in  demselben  Tangentialgeunnde  Fg  von  g  ent- 
halten  sind.  Also  stimmen  auch  die  beiden  Projectivitäten,  die  auf  der 
Nachbargeraden  durch  F^  und  durch  das  sie  enthaliende  Tangential- 
gewinde Fg  entstehen,  überein. 

Schreitet  man  von  g  m  einer  dieser  benachbarten  Geraden  fort  und 
dann  in  demselben  Sinne  weiter,  so  erhalt  man  eine  dem  Complexe  an- 
gehörige  Regelfläche,  welche  Klein  eine  Hauptfläche  desselben  nennt. 

In  jedem  Strähle  des  Complexes  schneiden  sich  3  Hauptflächen. 

In  Nr.  539  fanden  wir,  dass  durch  jeden  Strahl  g  von  F^  3  diesem 
angehörige  Regelfiächen  16.  Grades  gehen:  die  Schnitt •  Regelflächen 
mit  zweien  von  den  3  übrigen  consingulären  Gomplexen,  welche  auch 
durch  g  gehen.     Das  sind  die  3  Hauptflächen. 

Benutzen  wir  die  dortige  Bezeichnung,  wobei  dann  F*  der  be- 
trachtete Complex  sei  und  also  (J!,  /J'),  ...  (-4^^,  ß^)  seine  durch 
g  gehenden  Strahlenbüschel  83', . . .  83^  sind.  Femer  seien  (J./,  /)/), . . . 
die  durch  ^^  gehenden  Strahlenbüschel  und  zwar  derartig,  dass  (Ai,  /)/) 
dem  (A',  /)')  unendlich  ist^  u.  s.  w.,  wobei  g^  auf  der  Regelfläche 
?RJ*j  ^=  r^ri^ri*  der  g  unendlich  nahe  ist.  Aus  A^^  kommt  an  Tg* 
der  Büschel  in  ß^,  d.  h.  dies  ist  die  Tangentialebene,  längs  g,  des 
Complezkegels  aus  A^^  an    diesen  Complex,   oder  (Nr.  539)  die  Be- 
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rührungsebene  der  Durchscbnitts-Regelfläche  ^H^]  der  Punkt  AJ^  auf 
giy  welcher  dem  Ä^  unendlich  nahe  ist,  liegt  daher  in  /3'  und^  dual, 
ßi^  geht  durch  Ä]  und  da  somit  A^^^  der  Schnittcurye  ß^O  angehört 
und  ßi^  dem  Tangentialkegel  Ä  O^  so  ist  der  Büschel  {A^^,  ß^^^ 
ein  den  (A\  ß')  schneidender  Büschel  von  F*,  der  durch  Confijnuität 
in  {Ä^,  ß^  übergeht;  er  ist  in  demjenigen  Tangentialgewinde  von  g 
für  r*,  welches  durch  g^  und  deshalb  auch  durch  (-4^^,  ß^^^)  geht, 
ein  unärer  Strahlenbüschel,  der  vor  der  Vereinigung  mit  dem  binären 
Strahlenbüschel  {A^,  ß^  stehi 

Das  genannte  Tangentialgewinde  ist  also  eins  von  den  ausgezeich- 
neten und  gi  daher  der  Nachbarstrahl  in  einer  der  3  Hauptflächen. 
Schreiten  wir  in  unserer  Fläche  StJ^^  und  ebenso  in  den  beiden  andern 
JRjJj,  9fl^3  vorwärts,  so  haben  wir: 

Die  3  Regelflächen  16.  Grades,  in  denen  sich  ein  Coniplex  2.  Grades 
r^  mit  je  etveien  von  den  3  c&nsingtdären  Complexen  durchschneidet, 
welche  durch  einen  von  seinen  Strahlen  noch  gehen,  sind  die  drei  Haupt- 
flächen  dieses  Strahls  für  FK 

Die  Hauptflächen  eines  Complexes  2.  Grades  sind  daher  algebraisch. 

Wenn  eine  Begelfläche  91  in  einem  Compleoce  enthalten  ist,  so  können  636 
unr  stets  auf  ihr  folgende  Curve  consiruiren:  Auf  jeder  Erzeugenden  ent- 
steht eine  Prcjectivität,  in  der  zwei  Funkte  einander  entsprechen,  von  denen 
der  eine  der  Berührungspunkt  einer  durch  sie  gehenden  Ebene  mit  9t, 
der  andere  der  Punkt  ist,  in  dem  die  Erzeugende  von  der  Complexcurve 
der  Ebene  tangirt  wird.  Das  Continuum  der  sich  selbst  entsprechenden 
Punkte  dieser  Projectivitäten  auf  den  verschiedenen  Erzeugenden  bildet 
die  Curve. 

Ist  der  Complex  linear,  so  ist  die  Curve  eine  Haupttangenten- 
Gurve  (Nr.  553),  bei  einem  Complexe  von  höherem  Grade  aber  im  all- 
gemeinen nicht. 

Es  sei  nun  aber  fft  eine  Hauptfiäche  eines  Complexes  2.  Grades 
r*,  g  eine  Erzeugende  derselben,  dann  stimmt  bei  demjenigen  Tangen- 
tialgewinde Fff,  welches  durch  die  Nachbar-Erzeugeude  g^  geht,  auch 
auf  dieser  die  Prcjectivität  mit  der  durch  F^  inducirten  überein.  Femer 
seien  P,  P^,  P,  drei  aufeinanderfolgende  Punkte  unserer  Curve,  P  auf 
g,  Pj  auf  gi  gelegen. 

Die  Tangentialebene  r  von  P  an  91  ist  also  identisch  mit  der 
Ebene,  die  dem  P  in  der  durch  F^  bewirkten  Prcjectivität  entspricht, 
also  auch  mit  der  Nullebene  von  P  in  Bezug  auf  Fg.  Sie  enthält 
die  Tangente  PPi,  und  diese  ist  daher  ein  Strahl  von  F^;  ebenso  ist 
die  Berührungsebene   t^  von  91   in  P^  Nullebene  dieses  Punktes  P^ 
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f&r  r^  und  also  auch  PiPg  ein  Strahl  von  Fg.  Daher  ist  die  Schmie- 
gungsebene  PPiP^,  welche  diese  beiden  Strahlen  enthält,  Nnllebene 
von  P^,  und  da  sie  als  solche  mit  der  Berührungsebene  t^  zusammen- 
fällt;  so  ergiebt  sich  unsere  Curve  als  Haupttangenten-Cnrve  auf  9t. 

^ie  auf  einer  Hauptfläche  eines  Gomjplexes  2.  Grades'^)  in  der 
obigen  Weise  construirtejOurve  ist  eine  Haupttangenten-Ourve  dieser  Fläche. 

Unsere  Hauptfläche  sei  die  S^qi,;  in  einem  beliebigen  Punkte  von 
g  wird  sie  (Nr.  539)  von  der  Ebene  berührt,  welche  längs  g  den 
Complexkegel  aus  dem  Punkte  an  F,'  tangirt.  Die  Projectivität  der 
Punkte  auf  g,  von  denen  der  eine  einer  Ebene  durch  g  in  der  durch 
jy  inducirten  Projectivität  entspricht,  der  andere  ihr  Berührungspunkt 
mit  9t^Jg  ist,  ist  daher  identisch  mit  der  Projectivität  auf  g  —^  einer 
Involution,  wie  wir  wissen  (Nr,  539)  — ,  in  der  zwei  Punkte  einander 
entsprechen,  die  der  nämlichen  Ebene  in  den  durch  F*  und  F,'  indu- 
cirten Projectivitäten  correspondiren.  Die  sich  selbst  entsprechenden 
Punkte  jener  sind  die  Punkte,  in  denen  unsere  zu  F*  gehörige  Haupt- 
tangenten-Gurve  auf  StJ^^  über  g  hinweggeht,  bei  dieser  sind  es  die 
Brennpunkte  von  g,  die  ihr  in  der  Congruenz  F^F^^  zukommen 
(Nr.  539). 

Auf  der  den  3  consingulären  Complexen  F*,  F^*,  F,*  gemeinsamen 
Hauptfläche  fR^^  haben  wir  also  3  heziehenüich  diesen  Complexen  eur 
geordnete  HaupUangenten-Curven.  Die  Punkte,  in  denen  eine  van  ihnen 
über  eine  Erzeugende  g  der  Begelfläche  hinweg  gehtj  sind  die  Brennpunkte 
dieses  Strahls  j  die  ihm  in  der  Schnittcongruenz  des  betreffenden  van  den 
3  Complexen  und  des  vierten  durch  g  gehenden  consingulären  Camplexes 
F,^  zukommen,  oder  die  Doppelpunkte  der  Involution,  welche  diese  beiden 
Complexe  auf  g  hervorrufen.  Dieselben  Punkte  sind  aber  auch  Brenn- 
punkte der  Congruenz  F^^F^^  (Nr.  539).  In  ihnen  berührt  g  die  Brenn- 
fläche derselben. 

Betrachten  wir  drei  consinguläre  Complexen  F*,  F^*,  Fg*,  so  ist  die 
ihnen  gemeinsame  Hauptfläche  SRJJg  den  Brennflächen  aXler  drei  Cof^ 
gruenzen  F^F^\  r^T^,  F^F^  umgeschrieben,  und  Berührungscurve  ist 
je  diejenige  von  den  3  Haupttangenten-Curven,  welche  dem  dritten  Com- 
plexe F^  F/,  Fg*  zugeordnet  ist 

Wenn  aber  zwei  Flächen  sich  längs  einer  Haupttangenten-Curve 
der  einen  berühren,  so  ist  dieselbe  auch  Hauptangenten-Curve  der 
andern,  da  ja  für  diese  auch  die  Berührungsebene  durchweg  mit  der 
Schmiegungsebene  der  Curven  zusammenfälli 

Man  kann  daher  für  die  Brennfläche  der  Schnittcongruenz  irgend 


*)  Der  Satz  ist  auch  fttr  einen  Complex  beliebigen  Grades  richtig. 
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jsiveier  von  den  consingtdären  Gomplexenj  etwa  T^V^y  sofort  die  heuen 
durch  einen  Punkt  gehenden  Haupttangenten-Curven  angeben.  Es  sei  g 
der  Strahl  der  GongruenZy  der  ihn  mm  einen  Brennpunkte  haty  und 
^2^  A^  ^^^  beiden  weiteren  durch  ihn  gehenden  consingulären  ComplexCy 
so  berühren  die  Hauptflächen  TTj^r^*  und  I^F^^r^*  längs  der  ge- 
suchten Ourven. 

Dass  diese  Brennflächen  16.  Or^nnDg  und  16.  Klasse  sind,  folgt 
aus  II,  Nr.  300. 

Rückt  I\^  unendlich  nahe  an  F^,   so  ergiebt  sich  als  Schnitt  die  637 
Congruenz  S  der  singulären  Strahlen  von  F^  (Nr.  537).  Deren  Brenn- 
fläche zerfällt  in  9  und  eine  Flache  12.  Ordnung  12.  Klasse  (Nr.  535). 

Hauptflächen  von  F^  sind  die  Schnitte  von  S  mit  den  consingu- 
lären Complexen;  von  den  3  durch  einen  singulären  Strahl  gehenden 
Hauptflächen  fallen  2  in  S  (Nr.  537).  Diese  Hauptflächen  berühren 
mit  ihren  Erzeugenden  beide  Bestandtheile  der  Brennfläche  und  die 
Berührungscurren  sind  Haupttangenten-Curven  derselben. 

Die  Haupttangenten-Curven  von  9  sind  daher  die  Oerter  der  Punkte 
S,  welche  m  den  Erzeugenden  der  Begelflächen  16.  Grades  gehören  y  in 
denen  die  Congruene  S  der  singulären  StraJüen  eines  der  9  zugehörigen 
Complexes  von  den  übrigen  geschnitten  wird. 

Jetzt  kommen  unr  zu  allen  Haupttangenten-Curven  von  9  mit  Hilfe 
eines  festen  belidng  herausgegriffenen  Complexes  F*  aus  der  Beihe  der 
consingulären  Complexe  und  eines  veränderlichen  F**;  früher  (Nr.  547fif.) 
gab  jeder  von  den  Complexen  eine  Haupttangenten-Curve,  den  Ort 
der  Punkte,  in  denen  ihm  zugehörige  singulare  Strahlen  dreipunktig 
berühren. 

Lassen  wir  jetzt  den  veränderlichen  auch  noch  mit  dem  festen 
sich  vereinigen  oder  den  beiden  in  S  sich  schneidenden  unendlich 
nahen  als  dritter  unendlich  nahe  sein,  so  ergiebt  sich  gerade  die  dem 
festen  in  der  früheren  Weise  zugehörige  Haupttangenten-Cnrve;  denn 
unter  den  4  durch  eine  Haupttangente  von  9  gehenden  consingulären 
Complexen  sind  3  in  den  zusammengefallen,  für  den  sie  singnlärer 
Strahl  ist. 

Halten  wir  dagegen  F**  fest  und  lassen  F^  durch  die  Beihe  sich 
bewegen  und  schneiden  jenen  mit  der  beweglichen  S  von  diesem,  so  er- 
hallen wir  immer  dieselbe  Haupttangenten-Curve  von  4>,  nämlich  den  Ort 
der  Berührungspunkte  der  dreipunktig  tangirenden  singulären  Strahlen 
von  r'^ 

Sie  sei  zunächst  für  die  Lage,  wo  F^  sich  mit  F'*  vereinigt,  con- 
struirt  nnd  ist  dann,  wie  wir  eben  fanden,  die  eben  genannte  Curve. 
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Die  sämmtlichen  Strahlen  des  Tangentenbüschels  in  einem  Punkte  T 
dieser  Curve  gehören  zu  JT*;  jeder  wird  für  einen  von  den  F*  sin- 
gulärer  Strahl  oder  Strahl  der  Congruenz  S  desselben  mit  T  als  zu- 
gehörigem singulären  Punkte;  T  und  somit  jeder  Punkt  der  Curve 
ergiebt  sich  als  Punkt  der  jeweiligen  Haupttangenten-Curre.  Fällt 
F'^  in  eins  der  Doppelgewinde  Fh,  so  ergiebt  sich  eine  Hauptfläche 
8.  Grades  und  die  Haupttangenten-Gurve  qj?. 

Die  singulären  Strahlen  eines  F*  aus  der  Beihe  der  consingulären 
Complexey  welche  auf  der  Curve  T^^  berühren,  auf  welcher  die  drei- 
punktig  herührendeti  singulären  Strahlen  eines  andern  Complexes  F'^  tan- 
giren,  befinden  sich  in  F'^,  zu  dem  ja  der  ganze  Tangentenbüschel 
gehört,  und  erzeugen  eine  Begelfläche  16.  Grades;  diejenigen,  welche  auf 
qh^  tangiren,  fallen  in  Fa  und  erzeugen  eine  Regelfiäche  8.  Grades. 


Die  confocalen  Congrnenzen  und  die  Brennflächen  der  in  einem 
Complexe  2.  Grades  enthaltenen  Congruenzen  2.  Grades.    ConsingnlSre 

Congmenzen  2.  Grades."^) 

638  Die  quadratische  Congruenz  C*,  welche  ein  Gewinde  F  in  F*  ein- 

schneidet, hat  5  Paare  verknüpfter  Regelschaar-Reihen,  die  zu  5  Paaren 
verknüpfter  Gebüsche  von  F*  gehören:  F  greift,  wie  wir  schon  in 
Nr.  624  sagten,  in  diese  Gebüschepaare  ein. 

Die  confocalen  Congruenzen  der  C^  entstehen  durch  die  Leit- 
schaaren  der  Regeischaaren  der  Reihen,  und  zwar  führen  zwei  ver- 
knüpfte Reihen  zu  der  nämlichen  confocalen  Congruenz  (II,  Nr.  370). 
Die  Leitschaaren  von  Regeischaaren  eines  Gebüsches  von  F'  befinden 
sich  aber  in  dem  diesem  Gebüsche  und  dem  ihm  verknüpften  zu- 
geordneten consingulären  Complexe,  mithin  auch  die  confocalen  Con- 
gruenzen.    Also: 

Die  5  Congruenzen,  welche  zu  einer  in  F*  enthaltenen  Congruenz 
2,  Grades  confocal  sind,  sind  in  5  von  den  consingulären  Complexen 
enthalten. 

Jedes  Gewinde  F  greift  in  5  Gebüschepaare  von  F^  ein;  um- 
gekehrt, in  jedes  Gebüschepaar  von  F*  wird  von  oo*  Gewinden  ein- 
gegriffen, die  ein  quadratisches  System  4.  Stufe  ©^^  bilden.  In  5  be- 
liebige Gebüschepaare  von  F^  greifen  also  zugleich  2^  Gewinde  ein, 
denn  so  viele  sind  den  5  quadratischen  Systemen  gemeinsam. 

*)  Vergl.  Segre,  Sulla  geometria  della  retta  §  7. 
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Nehmen  wir  aber  5  von  den  Doppelgebüschen,  etwa 

-55,  i,  -5j,  8,  . . .  -2^8,  e; 
so  geht  für  jedes  das  quadratische  System  4.  Stufe  in  ein  (doppeltes) 
lineares  System  über,  in  das  Gewebe  ®^,  ...  ©^  von  Gewindeu, 
welche  sich  auf  das  gehörige  Fundamentalgewinde  F,,  ...  F^  stützen. 
Und  diese  5  Gewebe  haben  ein  einziges  Gewinde  gemein,  uämlich  das 
sechste  Fundamental-Gewinde  Fj ,  das  ja  zu  allen  jenen  in  Involution  ist. 

In  5  Doppelgebüsche  von  F^  greift  nur  ein  einziges  Gewinde  mit 
seinen  Regeischaaren  ein,  das  ihnen  nicht  zugeordnete  FundamentaJrGewinde. 

Oder:  Jedes  der  6  Fundamental-Gewinde  von  F^  schneidet  in  einer 
qucuiratischen  CongrtienZy  deren  Paare  von  Begelschaar-Beihen  in  die  5 
nicht  zugeordneten  Doppelgebüsche  fallen. 

Daraus  folgt,  dass  die  5  confocalen  Congruenzen  in  den  5  anderen 
Fundatnental-Gewinden  sich  befinden. 

Es  sei  (Sq,  öq)*)  ein  Strahlenböschel  der  Congruenz  F^F^,  ^  die  639 
in  seinem  Scheitel  die  9  berührende  Doppeltangente,  welche  zu  Cj^ 
gehört,  Sq  der  zu  Sq  gehörige  singulare  Strahl  von  F\  Weil  (/S^,  6q) 
sich  in  F^  befindet,  so  ist  seine  Ebene  die  Beruhrungsebene  von  9 
im  zweiten  BerOhrangspunkte  von  ^;  weil  er  auch  in  F*  enthalten 
ist,  so  muss  sie  durch  Sq  gehen-,  daher  ist  öq  die  Tangentialebene  von 
9  in  8q,  und  unser  Büschel  ist  der  Tangentenbüschel.  Dies  fordert 
einerseits,  dass  der  singulare  Strahl  Sq  eine  der  beiden  Haupttangenten 
ist,  andererseits  aber,  dass  die  im  zweiten  Berührungspunkte  von  t^ 
tangirende  Ebene  mit  der  des  Sq  zusammenfällt.  BerQhrungsebenen 
aber,  welche  in  zwei  getrennten  Punkten  tangiren,  hat  die  Fläche  O 
nicht  (n,  Nr.  326).  Folglich  muss  t^  eine  vierpunktige  Tangente  von 
9  sein,  und  der  singulare  Strahl  Sq  ist  die  andere  Haupttangente. 

Die  16  singulären  Punkte  Sq  der  Congruenz  jP'Fi  liegen  daher  so- 
wohl auf  der  Curve  16.  Ordnung  T^^  (Nr.  548),  in  deren  Punkten  eine 
der  beiden  Haupttangenten  singulärer  Strahl  ist  und  der  ganze  Tan- 
gentenbüschel zum  Gomplexe  I^  gehört,  als  auch  auf  der  Curve  q^^ 
8.  Ordnung  (Nr.  550),  von  welcher  jeder  Punkt  sich  mit  dem  zweiten 
Brennpunkte  oder  Berührungspunkte  des  durchgehenden  Strahls  von 
Cj^  vereinigt  hat;  sie  sind  also  Punkte  von  T^^  mit  stationären  Tan- 
genten (Nr.  551). 

Die  Ebene  eines  unserer  Büschel  (Sq,  6q)  berührt  die  Fläche  O 
im  Scheitel,  folglich   ist   sie  (Nr.  550)  Schmiegungsebene  von  Qi^  und 

*}  In  Band  II  genfigte  die  Bezeichnung  {S,  a);  jetst  haben  diese  Buchstaben 
allgemeinere  Bedentong  erhalten. 
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schneidet  diese  Gurve  noch  in  5  andern  Punkten,  offenbar  den  Scheiteln 
derjenigen  Ton  den  15  übrigen  Büscheln,  welche  den  (8^,  öq)  schneiden. 

Scheitel  und  Ebene  eines  jeden  der  16  Strahlenbüschel  van  I^F^  ge- 
hören als  Punkt  und  Berührungsebene  der  Fläche  Oy  aber  auch  als  Punkt 
und  Schmiegungsebene  der  Curve  Qj^  zusammen.  Die  5  Punkte,  in  denen 
Qi^  von  jeder  dieser  Ebenen  noch  getroffen  wird,  sind  die  Scheitd  der  5 
andern  Büschel y  u^ekhe  ihren  Büschel  schneiden,  und  ihre  Ebenen  sind 
die  5  übrigen  Schmiegungsebenen,  die  von  seinem  Scheitel  noch  ausgehen. 

Die  Congruenzen,  welche  zu  I^F^  confocal  sind  und  die,  wie  wir 
wissen,  sich  in  den  F^,  , . .  F^  befinden,  sind  nicht  deren  Schnitte  mit  F^; 
weil  ja  sonst  von  jedem  unserer  16  Punkte  an  F^  6  BQschel  kommen 
würden,  die  6,  welche  ihm  als  gemeinsamem  singulären  Punkte  dieser 
6  Congruenzen  in  ihnen  zugehoren. 

640  Da  die  Gongruenz  der  singulären  Strahlen   der  volle  Schnitt  des 

F*  mit  einem  andern  Gompleze  2.  Grades  ist  (Nr.  537),  befinden  sich 
wie  in  jedem  Gomplexkegel  und  in  jeder  Gomplezcurve,  so  auch  all- 
gemeiner in  jeder  Begelschaar  des  Complexes  4  singulare  Strahlen.  Daraus 
folgt,  dass  sie  die  singulare  Fläche  in  4  Punkten  berührt,  wie  wir 
das  für  Gomplexkegel  und  Gomplexcurve  schon  wissen. 

In  der  That,  es  sei  q  eine  Regelschaar  von  F^,  X  ihre  Leitschaar, 
F"*  der  consinguläre  Gomplex,  in  dem  X  enthalten  ist.  Femer  sei  s 
einer  von  den  4  singulären  Strahlen  von  q,  S  der  ihm  zugehörige  sin- 
gulare Punkt,  6  die  ihm  zugehörige  singulare  Ebene,  (S,  6)  also  ein 
Tangentenbüschel  von  9.  Die  Regelschaar  q  befindet  sich  in  dem- 
jenigen Tangentialgewinde  F«  von  s,  das  dem  sie  enthaltenden  Ge- 
büsche S^  und  dem  F'*  zugeordnet  ist;  das  Tangential-Strahlennetz 
des  singulären  Strahls  zerföllt  in  den  Bündel  S  und  das  Feld  6,  und 
alle  Tangentialgewinde  sind  Gebüsche,  deren  Axen  den  Büschel  (ß,  6) 
erfüllen;  die  von  F«,  in  dem  q  enthalten  ist,  ist  Leitgerade  von  (»; 
also  zwei  Tangenten  der  9  m  S  liegen  auf  der  Trägerfläche  von  q, 
und  diese  berührt  die  9  in  S. 

Die  Träger  fläche  einer  jeden  in  F^  enthaltenen  Begelschaar  oder 
kürzer,  diese  Begelschaar  selbst  berührt  die  singulare  Fläche  viermal, 
und  zwar  sind  Berührungspunkt  und  Berührungsebene  singulärer  Punkt 
und  singulare  Ebene,  welche  je  einem  der  4  in  der  Begelschaar  befind' 
liehen  singulären  Strahlen  von  F*  zugehören. 

Die  Axe  s'  des  Gebüsches  F«  gehört^  als  Strahl  von  X,  zum  Gom- 
plexe  F'^  und  da  dessen  Gurve  in  der  Berührungsebene  6  von  9  ein 
Punktepaar  mit  einer  durch  den  Berührungspunkt  S  gehenden  Doppel- 
linie ist,  so  ist  diese  Linie  oder  der  zu  F''  gehörige  singulare  Strahl 
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in  S  der  einzige  durch  8  gehende  Strahl  von  I^'  im  Büschel  (8,  6\ 
also  identisch  mit  der  Axe  s\ 

Die  beiden  Geraden  also,  die  sich  auf  der  Träger  fläche  einer  Begd- 
schaar  von  F*  in  einem  der  4  Berührungspunkte  mit  O  schneiden^  sind 
die  singtdären  8trahlen,  welche  diesem  Funkte  in  F^  und  dem  cansingur 
lären  Complexe,  der  die  Leitschaar  enthält,  Bugehören. 

Die  Trägerfläche  einer  jeden  Regelschaar  einer  quadratischen  Con- 
gruenz  Q}  berührt  die  Breunfläche  längs  einer  Curve  4.  Ordnung 
(II,  Nr.  342);  daher  ist  die  Brennfläche  Envdoppe  der  Trägerflächen  der 
Begdschaaren  einer  Beihe  von  Q}. 

Es  seien  p  und  q^  zwei  benachbarte  Regeischaaren  aus  einer 
Reihe  in  einer  in  F^  enthaltenen  Gongruenz  2.  Grades  C;  8  einer 
der  Berührungspunkte  von  q  mit  9  und  5^  der  ihm  benachbarte  Be- 
rührungspunkt von  Q^y  so  liegt  letzterer,  wegen  der  Berührung,  auch 
auf  der  Tragerfläche  von  q  und  also  auf  der  Schnittcurve  beider 
Tragerflächen  und  damit  auf  der  Brennfläche.  «Diese  und  die  Träger- 
fläche Ton  Q  haben  in  8  dieselbe  Berührungsebene,  dasselbe  gilt  für 
letztere  und  9,  also  auch  für  9  und  die  Breunfläche. 

Die  singulare  Fläche  9  wird  von  der  Brennfläche  einer  jeden  in 
r*  gelegenen  quadratischen  CongruenB  berührt  längs  einer  Ourve,  die  durch 
die  Quadrupd  der  Berührungspunkte  der  Begelschaaren  irgend  einer  der 
Beihen  der  Congruene  erzeugt  wird. 

Für  die  durch  ein  Strahlengebüsche  \[\  eingeschnittene  Gongruenz, 
deren  Brennfläche  ja  die  Gomplexfläche  (Q  ist,  ist  dies  unmittelbarer 
ersichtlich.  Die  Berührungscurve  ist  dann  eine  Gurve  8.  Ordnung, 
welche  durch  die  4  Schnitte  von  l  mit  9  geht  und  jeden  der  erzeugen- 
den Kegelschnitte  in  seinen  4  Berührungspunkten  mit  9  tri£ft. 

In  jeder  Regelschaar-Reihe  einer  Gongruenz  O  haben  wir  4  Strahlen- 
büschel-Paare. Für  ein  solches  Paar  sind,  wenn  C*  dem  F^  angehört, 
die  4  Berührungspunkte  mit  9  die  beiden  Scheitel  und  die  Punkte, 
in  denen  9  von  den  beiden  Ebenen  tangirt  wird,  die  Berührungsebenen 
die  Ebenen,  welche  in  den  Scheiteln  die  9  tangiren,  und  die  Ebenen 
des  Paars. 

IHe  16  singulären  Punkte  einer  in  F*  enthaltenen  Congruene  2.  Grades 
liegen  auf  der  singulären  Fläche  9  und  die  16  singtdären  Ebenen  be- 
rühren sie. 

Jede  in  einer  Gongruenz  ^  Grades  enthaltene  Regelschaar  geht 
durch  8  von  den  singulären  Punkten  der  Gongruenz  (II,  Nr.  368),  die 
dann  auf  der  Berührungscurye  dieser  Regelschaar  mit  der  Brennfläche 
gelegen  sind.  Damit  haben  wir  für  jede  dieser  die  Brennfläche  er- 
zeugenden Berührungscuryen  ihre  sämmtlichen  Schnitte  mit  der  sin- 
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gulären  Fläche  eines  F*,  in  dem  die  Congruenz  liegt:  8  von  ihnen 
sind  singulare  Punkte  der  CongruenZ;  die  4  übrigen  sind  Berührungs- 
punkte der  Begelschaar  und  also  auch  der  Gurve  mit  0. 

Folglich  hüdet  auch  die  Berühningscurve,  mit  O,  der  Brennfläche 
jeder  in  F*  enthaltenen  quadratisdien  Congruem  den  vollen  Schnitt  heider 
Flächen  und  ist  8.  Ordnung. 

Natürlich  sind  auch  die  singulären  Flächen  der  cx>^  Complexe  F^, 
die  durch  eine  gegebene  quadratische  Congruenz  gehen  y  der  Brennfläche 
derselben  herilhrend  umgeschrieben, 

641  Kehren  wir  wieder  zur  Congruenz  F^F^  zurück,   in  der  F^  von 

einem  seiner  Fundamental-Gewinde  F^  geschnitten  wird;  die  Curve  Qj^ 
der  Punkte  auf  0,  in  denen  diese  Fläche  von  Strahlen  der  C^^  vier- 
punktig  berührt  wird,  die  singulare  Berührungscurve  dieser  Congruenz 
(Nr.  587),  hat  in  jedem  ihrer  Punkte  8  die  zugehörige  Berührungs- 
ebene <s  zur  Nullebene^in  Bezug  auf  F^.  Von  dem  Ebenenpaare  {S) 
des  Complexes  F^  fällt  die  Doppellinie  in  die  Berührungsebene  und 
Nullebene,  also  vereinigen  sich  in  ihr  die  beiden  von  S  kommenden 
Strahlen  der  Congruenz  JT^Fi,  und  da  die  Nullebene  Verbindungsebene 
dieser  beiden  unendlich  nahen  Strahlen  ist,  so  ist  S  ein  Punkt  der 
Brennfläche  ^/  der  Congruenz  und  6  die  associirte  Brennebene. 

Daher  liegt  q^^  auf  dieser  Brennfläche  9^  und  ist  die  Berührungs- 
curve derselben  mit  der  singulären  Fläche  4>. 

Die  Brenn  fläche  */  der  quadratischen  Congruene,  in  welcher  F^ 
durch  eins  seiner  FundamentaJrGewinde  F^  geschnitten  unrd,  berührt  die 
singulare  Fläche  von  F*  längs  der  Curve  Q^y  in  deren  Punkten  Strahlen 
von  C|^  die  O  vierpunkOg  berühren. 

Folglich  tangirt  6  auch  4>/  in  5,  also  in  dem  Brennpunkte,  dem 
sie  associirt  ist;  dies  bedeutet,  dass  der  Strahl  von  F^F^,  zu  dem  8 
und  6  als  Brennpunkt  und  Brennebene  gehören,  —  nach  Obigem  der 
singulare  Strahl  von  F^  in  (iS,  6)  —  vierpunktig  die  O/  berührt. 
Die  Curve  q^  ist  also  auch  singulare  Berührungscurve  für  F^F^. 
Sie  hängt  nur  von  O  und  C^  ab  und  ändert  sich  nicht,  wenn  wir  F^ 
durch  irgend  einen  andern  Complex  aus  %{F'^  ersetzen. 

Demnach  halben  alle  die  quadratischen  Congruengen  C^,  in  denen  die 
Complexe  einer  Reihe  %{r^)  consinguiärer  Complexe  von  einem  der  Fun- 
damentat-Gewinde  F^  geschnitten  werden^  eine  und  dieselbe  singulare  Be- 
rührungscurve Q^j  längs  deren  die  gemeinsame  singulare  Fläche  4>  der 
Complexe  und  die  Brennflädien  9^  der  verschiedenen  Gongruenzen  ein- 
ander berühren, 

Sie  ist  auch  singulare  Berührungscurve  derjenigen  Doppeltangenten 
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Cangniem  Q*  der  9,  die  sich  in  F^  befindet,  und  HaupUangenten-Curve 
auf  0,  wie  auf  allen  d>/. 

So  gelangen  mr  zu  einer  Beihe  %(C^)  consinguMrer*)  Congruenzen 
(J  2.  Grades,  aUe  in  demselben  Gewinde  F^  befindlich. 

Durch  jeden  Strähl  desselben  gehen  3  von  ihnen,  da  er  ausser  auf 
dem  Doppel-Gewinde  F^  noch  in  3  Complexen  der  Reihe  t5(Jr*)  sich 
befindet 

Es  sei  (5;  <y)  wieder  der  gemeinsame  Tangentenbüschel  der  9 
und  aller  4>/  in  einem  Punkte  von  Qj^. 

Jeder  Strahl  desselben  bestimmt  einen  Complex  F*  unter  den 
consingulären,  fiir  den  er  singulärer  Strahl  ist;  dieser  wird  dann  für 
die  zugehörige  Congruenz  J^Fj  Gongruenzstrahl,  welcher  die  Brenn- 
fläche  9/  in  S  yierpunktig  berührt,  also  auch  singulärer  Strahl;  und 
die  Projectivität  überträgt  sich.  Für  die  Curve  q^^  sind  diese  Strahlen 
Schmiegungsstrahlen. 

Die  (x>^  Büschel  von  Schmiegungsstrahlen  der  gemeinsamen  singulären 
Berührungscurve  einer  Beihe  von  consingulären  Congruenzen  2.  Grades 
sind  so  prqjecHv,  dass  die  je  eu  derselben  Congruenz  gehörigen  und  ihre 
Brennfläche  vierpunktig  berührenden  Strahlen  einander  entsprechen,  Sie 
erzeugen  eine  Begelfläche  8.  Grades  (Nr.  587). 

Weil  diese  Regelflächen  sich  auch  mit  der  O  und  den  O^  längs 
Qj^  tangiren,  so  ist  diese  Curve  auch  auf  ihnen  Haupttangenten-Curve. 

Der  Inbegriff  aller  Schmiegungsstrahlen  von  Qi^  ist  eine  Con- 
gruenz 8.  Grades  y  welche  alle  diese  Regelflächen  enthält  und  durch 
sie  erfüllt  wird  (Nr.  587). 

Wir  gelangen  zu  ihnen  noch  auf  andere  Weise.  Fällt  nämlich 
ein  singulärer  Strahl  eines  der  F^  in  das  Fundamental-Gewinde  F^^, 
so  sind  die  aus  seinem  singulären  Punkte  S  kommenden  Strahlen  der 
Congruenz  F^F^  in  den  Strahl  zusammengefallen;  S  liegt  auf  der 
Brennfläche  <P/  und;  weil  auch  auf  9,  auf  der  Berührungscurve  q^^ 
beider  Flächen;  als  singulärer  Strahl  von  F^,  der  auf  p^®  tangirt,  wird 
er  auch  singulärer  Strahl  der  Congruenz. 

Diejenigen  singulären  Strahlen  eines  der  consingulären  Complexe  F^^ 
welche  in  eins  der  Fundamental-Gewinde  I\  fallen,  werden  für  seine 
Schnittcongruenz  mit  demselben  auch  singülär.  Die  Begelfläche  8.  Grades, 
in  der  F^  mit  der  Congruenz  der  singulären  Strahlen  von  F^  sich  schneidet, 
ist  die  Begelfläche  der  singulären  StraJüen  von  F^F^. 


*)  Segre  nennt  sie  homofocal  (confocal).  Aber  wie  sollen  dann  Congruenzen 
mit  der  nämlichen  Brennfläche  heissen,  fiir  welche  diese  Bezeichnung  doch  die 
sich  unmittelbar  darbietende  ist? 

Sturm,  Liniengeometrie.    III.  12 
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Wenn  F*,  die  Reihe  3f(F*)  durchlaufend,  durch  das  Doppel- 
Gewinde  r^  geht,  so  haben  wir  als  Schnitt  mit  F,  die  Congruenz  C|^ 
anzusehen,  die  somit  in  die  Reihe  ^(O)  eintritt;  und  O  gehört  zum 
Büschel  (oder  zur  Schaar)  der  4>i';  p^^  ist  ja  auch  singulare  Berührungs- 
curve  für  C^^ 

Fallt  hingegen  F*  mit  einem  andern  Doppel-Gewinde  F^  zusammen, 
so  ergiebt  sich  das  Strahlennetz  rir2y  doppelt,  als  Mitglied  von  f^(C'). 
So  haben  mr  in  der  Reihe  consingulärer  Congruenzen  5(C*)  5  doppelte 
Strahlennetee:  die  Fundamental- Strahlennetne  einer  jeden  der  Congruenzen 
(Nr.  555,  638). 

Die  Strahlen,  die  jedes  in  die  verschiedenen  Schmiegungsstrahlen- 
Büschel  von  Qi^  sendet,  sind  in  der  Projectivität  entsprechend. 

642  Wegen  der  Berührung  der  4>/  mit  Q  längs  Qj^  bilden  jene  einen 

Büschel,  der  zugleich  eine  Schaar  ist;  wir  können  aber  direct  erkennen, 
dass  jede  Ebene  je  nur  eine  Fläche  9^  tangirt  und  ebenso  dual  durch 
jeden  Punkt  nur  eine  geht. 

Die  Gurven  («)  der  verschiedenen  F*  bilden  ein  System,  von 
welchem  2  durch  einen  Funkt  gehen  und  in  dem  die  Strahlenpaare 
der  6  Gongruenzen  Q*  enthalten  sind  (Nr.  542).  Durch  den  Null- 
punkt von  n  in  Bezug  auf  F^,  den  Doppelpunkt  des  von  Q^  herrühren- 
den Geradenpaars,  geht  ausser  diesem  noch  eine  nicht  zerfallende  Curve 
des  Systems;  die  beiden  im  Nullpunkte  sich  schneidenden  Tangenten 
derselben  sind  unendlich  nahe  Strahlen  des  Schnitts  von  Fj  mit  dem 
zugehörigen  Gomplexe;  für  diesen  Schnitt  ist  x  Brennebene;  seine 
Brennfläche  wird  von  tc  tangirt. 

Wenn  der  genannte  Nullpunkt  auf  eine  Gerade  des  Strahlenpaars 
aus  Q^  fallt,  so  wird  tc  Berührungsebene  der  Brennfläche,  die  zum 
doppelten  Strahlennetz  FiF^  gehört.  Das  geschieht,  wenn  ein  Strahl 
von  Cg^  zum  Gewinde  F|  gehört,  für  jede  Ebene,  die  durch  ihn  geht. 

Die  Brennfläche  eines  der  5  doppelten  Strahlennetze  F^Fs  in  der 
Reihe  %{0)  ist  die  Regel  fläche  4.  Grades  yj^,  u?elche  Ca*  mit  Fj  ^e- 
meinsam  hat;  wir  nennen  sie,  mit  Segre,  die  Focal-  oder  Brenn- 
Regdflächen  der  Reihe  %(0)  und  einer  jeden  ihrer  Congruenzen, 

Sie  tangiren  natürlich  auch  9  längs  g^^  und  haben  diese  Curve 
zur  Haupttangenten-Gurve ;  und  zwar  tangirt  eine  jede  der  Erzeugenden 
die  9  zweimal  (auf  f^^)  in  den  Brennpunkten,  die  ihr  als  Strahl  von 
Q^  zukommen.  Umgekehrt,  jeder  Strahl  von  Q^  der  seinen  einen 
Brennpunkt  mit  9  auf  p^^  hat,  föUt  in  F^,  da  der  ganze  Tangenten- 
büschel von  9  in  dem  Punkte  zu  Fj  gebort,  und  hat  also  auch  seinen 
zweiten  Berührungspunkt  auf  Qi\ 
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Bei  einer  beliebigen  C*  aus  der  Reihe  5(C*)  erzeugen  die  singu- 
lären  Strahlen  eine  Regelfläche  8.  Grades,  bei  dem  doppelten  Strahlen- 
netze Fj  r,  ist  diese  Fläche  die  9J  ^  doppelt ,  denn  für  das  Doppel- 
Gewinde  r^,  als  Mitglied  der  Reihe  %{r*),  ist  die  Congruenz  der 
singulären  Strahlen  in  die  doppelte  Congruenz  C^^  übergegangen 
(Nr.  540),  deren  Schnitt  mit  F^  ja  die  9?*  ^  ^s*«  ^i®  Erzeugenden  der 
allgemeinen  Fläche  8.  Grades  sind  einfache,  die  von  q>^  ^  doppelte 
Schmiegungsstrahlen  von  q^^  Durch  jede  von  ihnen  geht  das  dop- 
pelte Strahlennetz  F^F^  und  zwei  andere  Congruenzen  aus  %(0). 

Diese  Erzeugenden,  welche  in  F^  und  F^  sich  befinden,  tangiren 
auf  Qj^^  zweimal  die  Brennfiäche  ^/  einer  jeden  der  C*;  folglich  be- 
finden sie  sich  in  derjenigen  confocaleu  Congruenz  der  C^,  welche  in 
F^  enthalten  ist  (Nr.  638),  und  sind  deren  Schnitt  mit  Fj. 

So  ergeben  sich  die  5  FocaURegelflächen  einer  O  einfacher  als 
Schnitte  der  5  confocaien  Congruenjsen  derselben  mit  dein  Gewinde  ^  in 
dem  O  enthalten  ist. 

Die  16  singulären  Punkte  8q  einer  jeden  der  consingulären  Con-  643 
gruenzen  liegen  auf  der  gemeinsamen  singulären  Berülirungscurve  q^^ 
und  bilden  eine  Involution  16.  Grades:  jeder  Punkt  der  Curve  ist  für 
eine  Congruenz  singulärer  Punkt  und  für  die  zugehörige  Brennfläche 
Doppelpunkt.  Diese  Gruppen  von  16  Punkten  werden  nämlich  in  die 
Qj^  durch  die  Curven  T^^  auf  0  eingeschnitten,  die  den  F^  von  5(F*) 
zugehoren;  durch  jeden  Punkt  von  q^^  geht  aber  nur  eine  T^^,  die 
zweite  Haupttangenten-Curve  der  O  neben  g^^.  Also  bestimmt  jeder 
Punkt  von  q^^  eindeutig  die  Congruenz  aus  i5(C^),  für  die  er  singulär 
ist,  und  die  Brennfläche  $^',  die  ihn  zum  Doppelpunkte  hat.  Und 
ähnliches  gilt  für  die  Schmiegungsebenen  von  q^^. 

Jede  von  diesen  Ebenen  tangirt  die  Brennfläche  derjenigen  Con- 
gruenz aus  t$(0);  für  welche  sie  singulare  Ebene  ist,  längs  eines 
Kegelschnitts,  auf  dem  6  singulare  Punkte  liegen,  der  zugehörige,  in 
dem  sie  Qj^  osculirt,  und  5  andere,  die  5  weiteren  Schnitte  mit  q^^, 
die  Nullpunkte  der  Ebene  in  Bezug  auf  die  5  andern  Fundamental- 
6e winde  F«  (Nr.  552);  die  Strahlen  von  jenem  nach  diesen  sind  Er- 
zeugende der  5  Regelflächen  q>\  ^ ;  denn  diese  Erzeugenden  treffen  aus 
dem  Schmiegungsstrahlen-Büschel  allein  die  q^^  noch  einmal. 

Wir  wissen,  durch  jeden  Strahl  von  F^  gehen  3  von  den  con- 
singulären Congruenzen;  trifft  er  die  Curve  p^^,  was  dann  für  ihn  als 
Strahl  von  F^  die  Folge  hat,  dass  er  in  die  Schmiegungsebene  des 
Treffpunktes,  als  dessen  F^-NuUebene,  fällt,  so  zählt  unter  den  durch- 
gehenden Complexen  von  f$(F^)  derjenige,  für  den  er  singulärer  Strahl 

12* 
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ist^  doppelt,  also  auch  unter  den  durch  ihn  gehenden  Congraenzen 
von  %{0)  die  zugehörige  F^F^,  für  welche  er  auch  singulärer  Strahl  ist. 

Also  zählt  unter  den  3  Congruenzen  aus  5(C^),  u?elche  durch  einen 
Strahl  von  F^  gehen,  der  sich  auf  Qj^  stützt,  diejenige,  die  ihn  zum  sin- 
gulären  Strahle  hat,  zweifach. 

Eine  Tangente  von  Qi^  ist  einerseits  Haupttangente  von  ^,  also 
zählt  der  Complex  aus  5(1^),  der  sie  zum  singulären  Strahl  hat^ 
dreifach;  andererseits  wird  sie  für  diejenige  Gongraenz  aus  3r(C*),  die 
in  ihrem  Berührungspunkte  einen  singulären  Punkt  hat,  singulärer 
Strahl  zweiter  Ordnung  (Nr.  587). 

Die  3  Congruenzen  von  5(C*),  welche  durch  eine  Tangente  der  sin- 
gulären Berührungscurve  q^^  gehen,  fallen  in  die  zusammen,  für  welche 
der  Berührungspunkt  singulärer  Punkt  und  die  Tangente  selbst  singulärer 
Strahl  zweiter  Ordnung  ist 

Auf  einer  Geraden  sind  die  3  Brennpunkte-Paare  der  Congraenzen, 
in  denen  einer  von  den  Complexen  einer  Reihe  i$(F^)  consingulärer 
Complexe,  die  durch  sie  gehen,  die  3  andern  schneidet,  zu  je  zweien 
harmonisch  (Nr.  539).  Demnach  sind  für  einen  Strahl  des  Gewindes, 
in  dem  sich  eine  Beäie  %{0)  consingulärer  Congruenzen  2.  Grades  he- 
findet,  auch  die  3  Brennpunkte-Paare  der  durchgehenden  Congruenzen  zu 
je  zweien  harmonisch. 

644  Wir  gehen  von  einer  Congruenz  O  aus;   auf  ihrer  Brennääche  *' 

haben  wir  die  singulare  Berührungscurve  q^.  Durch  O  gehen  oo^ 
Complexe  F^,  von  denen  oo^  das  Gewinde  F,  in  welchem  O  enthalten 
ist,  zum  Fundamental-Gewinde  haben,  denn  es  ist  für  einen  Complex 
2.  Grades,  da  er  nur  eine  endliche  Zahl  von  Fundamental-Ge winden 
besitzt^  eine  fünffache  Bedingung,  dass  ein  gegebenes  Gewinde  für  ihn 
fundamental  sei.  Wir  kommen  später  (Nr.  697)  auf  die  Herstellung 
dieses  einfach  unendlichen  Systems  2J  von  quadratischen  Complexen 
zurück.  Für  jeden  von  ihnen  ist  also  die  gegebene  Congruenz  O 
Schnitt  mit  einem  Fundamental-Gewinde;  also  müssen  wir,  dasselbe 
mit  ihm  und  mit  den  consingulären  Complexen  schneidend,  zu  einer 
Reihe  von  Congruenzen  gelangen,  welche  der  gegebenen  Congruenz 
C^  consingulär  sind.  Die  singulären  Flächen  0  der  Complexe  des 
Systems  2J  berühren  O'  längs  der  singulären  Berührungscurve  q^  und 
bilden  daher  einen  Büschel  und  zugleich  eine  Schaar  von  Flächen 
4.  Ordnung  4.  Klasse,  zu  denen  auch  ^  gehört. 

Leiten  wir  aus  einem  der  Complexe  von  £  die  Reihe  consingu- 
lärei;  Congruenzen  ab,   so  berühren  deren  Brennäächen  die   singulare 
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Fläche  desselben  auch  längs  p^,  gehören  demnach  auch  zu  dem  eben 
genannten  Büschel. 

Und  legen  wir  nun  durch  irgend  eine  von  diesen  Congruenzen 
wiederum  die  cx)^  Gomplexe  2.  Grades,  für  welche  F  fundamental 
ist,  so  bleiben  wir  ebenfalls  mit  deren  singulären  Flächen  in  diesem 
Büschel. 

Die  consingulären  Gomplexe  eines  jeden  Gomplexes  aus  dem 
System  2  gehen  durch  die  verschiedenen  Congruenzen  der  Reihe  con- 
singulärer  Congruenzen,  so  dass  wir  nur  eine  solche  Reihe  erhalten, 
welchen  Complex  aus  £  wir  auch  nehmen.     Also: 

Jede  quadratische  Congruenz  O  besHmmt  eine  Beihe  consingulärer 
Congruenzen;  man  erhalt  sie,  wenn  man  irgend  einen  der  oo^  Gomplexe 
F*,  welche  durch  O  gehen  und  das  diese  Congruenz  enthaltende  Gewinde  F 
zum  fundamentalen  haben,  gleichgiUig  welchen,  und  seine  consingulären 
Complexe  mit  F  schneidet 

Mit  dieser  Figur  ist  ein  bemerJcenswerther  Büschel,  der  zugleich  eine 
Schcuir  ist,  von  Kummer' sehen  Flächen  verbunden,  welche  einander  und 
die  Brennfläche  O'  von  C*  längs  der  singulären  Berührungscurve  p® 
dieser  Congruene  berühren.  Jede  Fläche  dieses  Büschels  hat  doppelte  Be- 
deutung: sie  ist  einerseits  Brennfläche  einer  Congruenz  der  Reihe,  an- 
dererseits gemeinsame  singulare  Fläche  von  Complexen  F*,  welche  durch 
die  singulären  Congruenzen  der  Reihe  gehen. 

Die  Curve  p®  ist  für  alle  Flächen  Haupttangenten-Curve  und  ge- 
meinsame singulare  Berührungscurve  der  Congruenzen. 

Die  confocalen  Congruenzen  der  O  sind  in  den  5  andern  Funda- 
mental-Gewinden  eines  durch  O  gehenden  F^  enthalten,  für  den  das  Ge- 
winde F  von  O  fundamental  ist  (Nr.  638);  folglich  bleiben  diese  Ge- 
winde fest,  wenn  F^  das  System  2  durdiläuft;  wir  nennen  sie  die  5 
Fundamental-Gewinde  der  Congruenz  O  und  F  das  eigene  Gewinde  der 
Congruenz;  durch  jene  werden  die  5  Fundamental-Strahlennetze  von 
O  in  F  eingeschnitten  (Nr.  555).  Sie  ändern  sich  nicht,  wenn  man 
wiederum  einen  der  F^  aus  £  durch  einen  consingulären  Complex 
ersetzt,  der  dann,  wie  wir  wissen,  eine  consinguläre  Congruenz  von 
C^  in  sich  aufnimmt. 

AUe  unsere  oo^  consingulären  Congruenzen  haben  dieselben  Funda- 
mental-Gewinde, in  denen  je  ihre  confocalen  Congruenzen  enthalten  sitid; 
alle  oo*  Complexe  f*,  tvelche  c»*  Reihen  consingulärer  Complexe  bilden, 
von  denen  jede  zur  Reihe  consingulärer  Congruenzen  „perspectiv  isV\  haben 
diese  5  Gewinde  und  dasjenige,  in  dem  letztere  Reihe  enthalten  ist,  zu 
gemeinsamen  Fundamental-Gewindeti, 

Die  je  in  demselben  von  den  Fundamental-Gewinden  befindlichen 
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confocalen  Congruenzen  der  Congruenzen  unserer  Reihe  bilden  nicht 
ebenfalls  eine  Reihe  consingulärer  Congruenzen;  denn  die  Brennflächen 
9\  die  sie  ja  beziehentlich  mit  denen  der  Reihe  gemeinsam  haben, 
berühren  sich  eben  nur  längs  q^^  nicht  auch  längs  der  singulären 
Berührungscurven,  die  den  confocalen  Congruenzen  zugeh5ren;  diese 
ändern  sich  mit  der  Brennfläche. 

Die  Focal-Regelflächen  4  Grades  einer  quadratischen  Congruenz 
C^  erkannten  wir  in  Nr.  642  als  die  Regelflächen,  in  denen  das  eigene 
Gewinde  F  von  C?  von  den  5  confocalen  Congruenzen  geschnitten 
wird.  Wie  erkennt  man,  dass  die  beiden  Berührungspunkte  jeder 
Erzeugenden  einer  solchen  Fläche  mit  O'  auf  der  singulären  Berührungs- 
curve  von  O  liegen? 

Es  sei  T  der  eine  Berührungspunkt  derselben  mit  9,  so  gehört 
der  in  ihm  berührende  Strahl  t  von  Q?  zu  F,  also  ist  die  Tangential- 
ebene von  9^  in  T,  welche  in  der  Erzeugenden  noch  einen  zweiten 
Strahl  von  F  enthält,  die  Nullebene  von  T  in  Bezug  auf  JT;  im  all- 
gemeinen aber  ist  diese  die  Berührungsebene  des  zweiten  Berührungs- 
punktes von  j;  d.  h.  t  berührt  vierpunktig,  und  T  liegt  auf  der  ge- 
nannten Curve  von  C*. 

So  sehen  wir,  dass  die  Brennfläche  9'  von  O  längs  der  singulären 
Curve  p^  von  5  Regelflächen  4.  Grades  tangirt  wird;  daraus  ergiebt 
sich  schon,  dass  es  einen  Büschel  von  Flächen  4.  Ordnung  giebt,  die 
einander  und  die  O'  längs  q^  tangiren. 

Auf  diesen  Regelflächen  ist  9^,  wie  auch  aus  der  Berührung  längs 
dieser  Curve  mit  «P'  folgt,  Haupttangen ten-Curve,  und  auf  jeder  Er- 
zeugenden sind  die  beiden  Schnitte  mit  p^  die  Punkte,  in  denen  die 
Berührungsebene  der  Regelfläche  mit  der  Nullebene  übereinstimmt. 
Folglich  haben  wir  es  mit  einer  Haupttangenten-Curve  zu  thun,  die 
nach  Nr.  553  vermittelst  eines  bestimmten  durch  die  Regelfläche 
gehenden  Gewindes  hergestellt  wird. 

645  Wir  fanden  in  Nr.  546,  dass  die  beiden  Leitgeraden  Iki,  lu  des 

Sehnitt-Strahlennetzes  zweier  Fundamental-Gewinde  A  und  fj  gegen- 
seitig polar  sind  in  Bezug  auf  alle  Complexe  der  Reihe  %{r^).  Die 
Complex -Ebenenpaare,  in  Bezug  auf  einen  von  ihnen,  aus  den  Schnitten 
Alf  ...  der  Im  mit  O  treffen  mit  ihren  Doppellinien  a^,  ...  die  Po- 
lare Ihi  (Nr.  514),  und  dasselbe  gilt  für  die  Schnitte  ^4/,  . .  .  der  lu] 
folglich  werden  diese  8  Schnittpunkte  die  Cuspidalpunkte  und  die 
Doppellinien  die  Torsallinien  der  Regelfläche  4.  Grades,  in  welcher  das 
Strahlennetz  AFf  den  JT*  schneidet;  jene  bleiben  fest,  diese  durch- 
wandern die  Strahlenbüschel  um  sie  in  den  Ebenen  nach  der  andern 
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Leitgeraden,  wenn  F*  die  Reihe  f5(r*)  durchläuft,  und  wir  erhalten 
eine  Reihe  consingulärer  Regel&ächen  4.  Grades  (Nr.  603). 

Durchschneidet  man  eine  Reihe  consingulärer  Complexe  F'  mit  dem 
Schnitt'Strahlennetze  [i*,-,  lhi\  zweier  FundamentalrGewinde  Fa,  JH,  so 
erhäU  man  eine  Beihe  consingtdärer  Begelflächen  4.  Grades  %{fi>^);  ge- 
meinsame Ouspidalpunkte  sind  die  Schnitte  der  Leitgeraden  hi,  Ui  mit 
der  singulären  Fläche. 

Die  Schnitte  mit  den  4  anderen  Fundamentdl-Gewinden  geben  die 
in  %(fi^)  befindlichen  doppdten  Regelschaaren, 

Statt  dessen  kann  man  aber  auch  eine  Reihe  consingulärer  Con- 
graenzen C*  —  die  wir  uns  ja  als  Schnitt  einer  %{r^)  mit  F*  denken 
können  —  mit  einem  der  Complexe  F»  schneiden,  in  denen  die  5  in 
der  Reihe  $(C')  enthaltenen  doppelten  Strahlennetze  FaFI-  sich  be- 
finden, oder,  da  ja  alle  O  der  Reihe  in  Fa  enthalten  sind,  mit  dem 
Netze  FaF<  selbst. 

Von  den  4  Complexen  aus  der  Reihe  5(F*),  die  durch  einen 
Strahl  von  FaF<  gehen,  sind  zwei  die  Doppelgewinde  Fa,  F<;  die  beiden 
übrigen  lehren,  dass  durch  jeden  Strahl  des  Strahlennetzes,  in  dem 
sich  die  Reihe  %{q^)  consingulärer  Regeläächen  4.  Grades  befindet, 
2  von  diesen  Regeläächen  gehen. 

Ein  singulärer  Strahl  (Torsallinie)  einer  dieser  Flächen  (Nr.  603) 
ist  zugleich  singulärer  Strahl  des  Complexes  F^,  von  dem  er  herrührt; 
wir  erkannten  ihn  ja  oben  als  Doppellinie  eines  Complex-Ebenenpaars. 

Da  nun  von  den  4  Complexen  von  S(F*),  die  durch  eine  Tan- 
gente von  O  gehen,  2  in  denjenigen  sich  vereinigen,  für  den  sie  sin- 
gulärer Strahl  ist,  so  fallen  auch  die  beiden  Regelflächen  aus  (^(^^), 
welche  durch  einen  Strahl  eines  der  singulären  Büschel  gehen,  in  die- 
jenige zusammen,  für  die  er  singulärer  Strahl  ist. 

Die  singulären  Strahlen  der  verschiedenen  p^  aus  ^{fi^)  sind 
natürlich  auch  singulär  für  die  O  aus  einer  Reihe  t$(C'),  aus  der  je 
die  (f^  ausgeschnitten  ist;  die  Singularität  geht  von  dem  F'  aus  einer 
Beihe  ^(F^  durch  den  Schnitt  mit  dem  Fundamental-Gewinde  Fa  auf 
die  Congruenz  C*  (Nr.  641)  und  durch  den  Schnitt  mit  FaF,-  auf  p* 
über,  also  durch  Schnitt  mit  F,-  von  C^  auf  p^. 

Schneidet  man  endlich  die  Beihe  5(F*)  consingulärer  Complexe  mit  646 
der  gemeinsamen  BegeUchaar  von  drei  Fundamental-Gewinden  Fj,  F^,  Fj, 
so  erhält  man  in  dieser  eine  Involution  4.  Grades;   denn  durch  jeden 
Strahl  der  Regelschaar  geht,  ausser   den  8  Gewinden,  nur  noch  ein 
Complex  der  Reihe. 

Die  3  andern  FundamentalrGewinde  geben  in  dieser  Involution  3 
Quadrupel  mit  je  2  Dqppelstrahlen. 


184  Di6  Dupel  eines  Complexes  2.  Grades, 

Diese  Schnittstrahlen  von  4  der  Gewinde  in  Involution  sind  die 
Leitgeraden  des  Strahlennetzes^  in  dem  sich  die  beiden  übrigen  schnei- 
den, also  die  Dupel  l^,  l^^']  I^q,  Z^/;  l^^,  J45',  welche  (I,  Nr.  180)  zu 
je  zweien  harmonisch  sind.  Es  ist  das  diejenige  Involution  4.  Grades, 
welche  auf  einem  Kegelschnitte  durch  die  Ecken  aller  eingeschriebenen 
Vierecke  entsteht,  die  ein  gegebenes  Polardreieck  zum  Diagonaldreieck 
haben. 

Stellen  wir  nun  die  Definitionen  der  consingularen  Gebilde  zu- 
sammen: 

Consinguläre  Gomplexe  F^  haben  dieselbe  singulare  Fläche. 

Consingulare  Congruenzen  C  (in  demselben  Gewinde  befindlich) 
haben  die  nämliche  singulare  BerQhrungscurve. 

Consinguläre  Regelflächen  q*  (in  demselben  Strahlennetze  gelegen) 
haben  die  nämlichen  Cuspidalpunkte  (und  Cuspidalebenen)  auf  den 
Leitgeraden. 

Singulare  Strahlen  sind  bei  einem  I^  die  Doppellinien  der  Ebe- 
nen- oder  Punktepaare  des  Complexes,  bei  einer  C^  die  Strahlen,  deren 
Brennelemente  sich  vereinigt  haben,  bei  einer  q^  die  Torsallinien. 

Bei  einer  Reihe  consingulärer  Complexe  JT*,  Congruenzen  C*, 
Regelflächen  q*^  haben  wir  00^,  00^,  eine  endliche  Zahl  von  Büscheln 
von  singulären  Strahlen,  die  so  projectiv  sind,  dass  die  je  zu  dem- 
selben JT^,  derselben  O  oder  q^  gehörigen  singulären  Strahlen  einander 
entsprechen. 


Die  Strahlendnpel  eines  Complexes  2.  Grades,  seine  Erzeugung  durch 
correlative  Gebflsche  von  Gewinden;  Erzeugungen  einer  Congmenz 

2.  Grades,  einer  RegelflSche  4.  Grades. 

647  Zwei  beliebige  Strahlen  von  I^  mögen  ein  Dupel  des  Carnjoiexes 

genannt  werden;  er  besitzt  deren  oo^ 

Jede  von  den  00^  Begdschaarenj  welche  durch  ein  Dupd  d^  gehen, 
schneidet  noch  ein  zweites  Dupel  aus;  wir  erhalten  ein  y^Gebüschef'  von 
Dupeln  und  d^  ist  sein  Träger,  Ein  Dupelgebüsche  ist  infolge  dieser 
seiner  Entstehungsweise  collinear  besnehbar. 

Unter  einer  Kette  von  Dupeln  des  JT*  verstehen  wir  eine  solche  Folge 
von  Dupeln,  in  der  mvei  benachbarte  stets  durch  eine  Begdschaar  verbunden 
sind  oder  „sich  tragen'*. 

Bei  einer  dreigliedrigen  Kette  d^d^d^  liegen  die  Regeischaaren  {d^d^, 
{d^d^\  wegen  der  beiden  gemeinsamen  Geraden  d^,  in  einem  Strahlen- 
netze, das  durch  die  4  Strahlen  der  äusseren  Glieder  d^,  d^  bestimmt 
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ist;  in  der  Begelfläche  4.  Grades  q\  die  durch  dieses  Netz  aus  T^  aus- 
geschnitten unrd,  gehören  d^^  d^  als  JDupel  zu  der  einen  ^  d^  zur  andern 
von  zwei  verbundenen  Involutionen  (Nr.  590),  und  das  mittlere  Glied  der 
Kette  kann  durch  jedes  JDupel  dieser  letzteren  Involution  ersetzt  iverden. 

Von  einem  bestimmten  Dupel  d^  gelangen  toir  durch  dreigliedrige 
Kett^  zu  oo^  andern  Dupeln;  denn  durch  d^  lassen  sich  cx>^  Strahlen- 
netze legen,  die  zu  ebenso  vielen  Regelflächen  q^  führen,  und  als  End- 
glied der  Eette  kann  man  auf  jeder  q^  ein  jedes  Dupel  der  Involution 
nehmen,  zu  der  dfj  gehört  und  die  durch  d^  bestimmt  isi  Da  zwei 
Dupel  einer  Involution  im  allgemeinen  nicht  in  derselben  Regelschaar 
sich  befinden,  so  ergiebt  sich  ein  beliebiges  von  den  Dupeln  nur  bei 
einem  Strahlennetze. 

Wenn  QiQ^Qs  eine  dreigliedrige  Kette  von  Regelschaaren  in  F*  ist, 
Qi  und  Q^  also  zum  nämlichen  Gebüsche  2J^  gehören^  so  bilden  irgend  zwei 
Gerade  g^,  g^  von  q^  und  irgend  zwei  Gerade  g^,  g^  von  q^  stets  zwei 
Dupel  einer  Involution  auf  der  Begelfläche  q^,  in  der  f*  von  dem  Stroh- 
lennetze  31  ==  {gigig^Qz)  geschnitten  wird.  In  der  That,  die  verbinden- 
den Strahlennetze  (jfi(f^,  {92 Qi)  befinden  sich,  wegen  der  gemeinsamen 
Q^y  in  demselben  Gewinde  F,  in  welches  auch  das  Netz  91  föllt;  also 
hat  auch  q^  ™^^  ^  ^^^i  Gerade  g^,  g^  gemein,  die  dann  zu  9^  ge- 
hören. Nun  liegen  g^^gx^g^^g^  auf  der  von  (pipg);  9^}9%y9z^9^  auf  der 
von  ((»2^8)  ^^  ^  eingeschnittenen  Regelschaar;  also  sind  g^g^  und  g^g^ 
zwei  Dupel  einer  Involution  von  p*  und  g^g^  eins  aus  der  verbundenen. 

Lassen  wir  q^  ihre  Reihe  in  der  Congruenz  F^F  durchlaufen  (die 
der  (9j,  (»3) -Reihe  verknüpft  ist),  so  durchlauft  g^g^  diese  verbundene 
Involution. 

9x1  Qz  geboren  zu  demselben  Gebüsche  2^,  durch  g^,  g^  geht  aber 
auch  eine  Regelschaar  q^  aus  dem  verknüpften  Gebüsche  Z^^  welche 
viergliedrig  mit  q^  verbunden  ist.  Also  können  die  Regelschaaren,  auf 
welche  g^,  j/,  bezw,  g^y  g^  gelegt  werden^  ebenso  zum  nämlichen,  wie  zu 
verknüpften  Gebüschen  gehören,  drei-  oder  viergliedrig  verbunden  sein. 

Zwei  dreigliedrig  verbundene  Dupel  (die  Endglieder  einer  dreiglied- 
rigen Kette)  können  wir  auch  bezeichnen  als  Dupel  in  Involutionslage, 
weil  sie  eben  in  der  sie  verbindenden  Regelfl'äche  4.  Grades  des  F^ 
zur  nämlichen  Involution  gehören. 

Und  umgekehrt:  zwei  Dupel  in  Involutionslage  sind  Endglieder  von 
00^  dreigliedrigen  Ketten,  indem  jedes  Dupel  der  verbundenen  Involution 
Mittelglied  sein  kann. 

Wenn  zwei  Dupel  von  F*  in  Involutionslage  oder  dreigliedrig  ver-  648 
bunden  sind,  so  ist  die  eine  Regelschaar  von  F*,  die  durch  das  eine  geht 
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(Nr.  631),  mit  der  einen,  die  durch  das  andere  geht,  und  die  andere  mit 
der  andern  dreigliedrig  oder  durch  ein  Gewinde  verbunden,  oder  jene  Begelr 
schaaren  gehären  zu  demselben  Gebüsche^  diese  mm  verhnüpflen. 

Die  beiden  Dupel  in  Inyolutionslage  seien  gigi,  g^g^y  und  q^  sei 
die  eine  Regelschaar  von  JT^  durch  g^,  g(.  Durch  sie  und  das  Netz 
^^{gxgigz9z)  gel^t  ein  Gewinde  F.  In  der  Schnittcongruenz  T^F 
sei  Q^  eine  Begelschaar  aus  der  Reihe,  welche  der  p^-Reihe  yerknüpft 
ist,  Q^  diejenige  aus  der  (»^-Reihe,  welche  durch  g^  geht;  so  haben  wir 
die  Eette  QiQ^q^,  und  wenn  q^  das  Netz  SSt,  mit  dem  sie  sich  in  J" 
befindet,  zum  zweiten  Male  in  g^'  schneidet,  so  sind  auf  p^  ^  r^9t 
die  Dupel  g^gi,  g^g^'  in  Involution;  nach  Voraussetzung  sind  es  aber 
9\9\j  9z9z'  Also  ist  g^'  mit  g^  identisch;  denn  durch  g^g^  ist  die 
Involution  bestimmt  und  dann  in  ihr  durch  g^  eindeutig  der  gepaarte 
Strahl.  Folglich  geht  q^  durch  g^  und  ist  die  eine  Regelschaar  von 
r*  durch  g^g^. 

Geht  man  daher  von  d^  zu  d^  und  zu  d^'  dreigliedrig,  so  liegen 
d^  und  d^  auf  zwei  Regeischaaren  desselben  Gebüsches  ^3  (und  auch 
auf  zweien  des  verknüpften  2^3")  und  ebenso  d^  und  d^  auf  zwei  Regel- 
schaaren  desselben  Gebüsches,  also  des  nämlichen  wie  vorhin,  daher 
liegen  auch  d^  und  d^  auf  zwei  Regeischaaren  dieses  Gebüsches  und 
sind  dreigliedrig  verbunden. 

Somit  bilden  die  (xfi  Dupel,  die  dreigliedrig  aus  einem  Dupel  abge- 
leitet werden  "können,  ein  in  sich  geschlossenes  System,  das  aus  jedem  seiner 
Dupel  ebenso  abgeleitet  werden  kann  und  durch  dasselbe  bestimmt  ist. 

Solcher  Dupelsysteme  S^  haben  wir  daher  ao\  und  jedes  ist  einem 
Gebüschepaare  2^,  Z^  zugeordnet,  derartig,  dass  die  beiden  Regeischaaren, 
welche  durch  ein  Dupel  von  2^  gefien,  zu  2^  und  2^  gehören,  und  um- 
gekehrt jede  zwei  Geraden  einer  Begelschaar  von  -S,  oder  2J,'  {die  dann 
immer  auch  auf  einer  von  S^  oder  2^  liegen)  ein  Dupel  von  Z^  bilden. 

Zwei  von  demselben  Dupel  d^  getragene  Dupel  d^,  d^  sind  dreigliedrig 
verbunden,  also  gehören  sie  zu  demselben  Z^;  aber  auch  d^  gehört  zn  ihm. 

Denn  es  seien  p^,  ^3  die  durch  d^,  d^  gehenden  Regeischaaren  aus 
273,  F  das  sie  verbindende  Gewinde,  q^  diejenige  Regelschaar  aus  der 
der  (pi,  P3)- Reihe  verknüpften  Reihe  der  Congruenz  FF^,  welche  durch 
eine  der  Geraden  g^  von  d^  geht,  g^'  die  zweite  Gerade,  in  der  q^  das 
Netz  91  nz  (dirfj)  schneidet,  so  gehören  auf  der  p*  dieses  Netzes  d^,d^ 
zur  einen,  g^g^'  zur  andern  von  zwei  verbundenen  Involutionen;  zu 
dieser  gehört  aber  auch  d^  und  da  dies  Paar  durch  g^  eindeutig  be- 
stimmt ist,  so  fällt  g^'  mit  der  zweiten  Geraden  von  d^  zusammen. 
Daher  liegt  d^  auf  der  Regelschaar  pg,  die  zu  Z^  gehört,  mithin  auch 
auf  einer  aus  Z^  und  gehört  zu  Z^, 
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Hier  hei  den  Dupeht  haben  wir  keine  verknüpften  Systeme  wie  hei 
den  Begelschaaren;  das  ganze  von  einem  JDupel  getragene  Gdmsdie  gehört 
m  dem  nämlichen  Systeme  £^  wie  das  Dupel.    Oder: 

Alle  Glieder  einer  Dupelkette  von  helid>iger  Glieder  zahl  he  finden  sich 
in  demselben  Systeme  2J^]  heliAige  zwei  Glieder  (die  mehr  als  ein  Zwi- 
schenglied haben)  können  dreigliedrig  verbunden  werden.  Jede  Dupel- 
kette lässt  sich  auf  3  Glieder  reduciren. 

Dass  wirklich  auch  zwei  benachbarte  Glieder  d^,  d^  einer  Kette 
zu  demselben  Systeme  £^  gehören,  ergiebt  auch  die  folgende  üeber- 
legung. 

Wir  haben  nachzuweisen,  dass  die  beiden  durch  d^  gehenden  Regel- 
schaaren  q^,  q^'  von  F*  zu  deuselben  zwei  verknüpften  Gebüschen  ge- 
hören, wie  die  durch  d^  gehenden  q^,  Q2.  I^urch  die  Regelschaar  {d^d^) 
und  je  eine  Gerade  von  p^,  q^  kann  man  ein  Gewinde  legen,  das  dann 
alle  drei  Regeischaaren  enthält.  Nehmen  wir  an,  dass  q^  q^  minde- 
stens einen  Strahl  gemeinsam  haben;  dann  sind  schon  alle  drei  in 
demselben  Strahlennetze  enthalten  und  q^,  q^  haben  2  Strahlen  ge- 
mein. Demnach  schneiden  sich  q,  und  q^  entweder  gar  nicht  oder 
zweimal.  Im  ersten  Falle  sind  sie  nur  durch  ein  Gewinde  F  verbunden 
und  gehören  in  der  Schnittcongruenz  zur  nämlichen  Reihe,  also  zum 
nämlichen  Gebüsche  von  JT^  und  p/,  q^'  zum  verknüpften.  Im  andern 
Falle  gehören  sie  zu  verknüpften  Gebüschen,  und  dann  also  q^'  mit  q^, 
P2'  mit  Qi  zu  demselben  Gebüsche.  Beide  Fälle  führen  zum  nämlichen 
Ergebnisse;  aber  sie  sind  nicht  gleich werthig:  der  erste  ist  der  allge- 
meinere; denn  es  ist  in  ihm  nicht  nothwendig,  dass  q^  und  q^  (oder 
Pi'  und  P2)  ^ic^  zweimal  schneiden.  Wir  legen  also  ihn  im  Weiteren 
zu  Grunde. 

Bei  dieser  Lage,  wo  die  beiden  Dupel  durch  eine  Regelschaar 
verbunden  sind,  bestimmen  sie  nicht  ein,  sondern  00^  Strahlennetze 
und  ebenso  viele  Regelflächen  p^;  auf  allen  sind  sie  nicht  in  Invo- 
lutionslage, sondern  nur  auf  denen,  wo  die  durch  das  eine  Dupel  be- 
stimmte Involution  sich  selbst  verbunden  ist.  Es  sei  q*  eine  Regel- 
schaar der  Congruenz  FF^,  wo  F,  wie  oben,  das  Gewinde  p^pg  ^^'j 
aus  der  verknüpften  Reihe,  so  dass  wir  die  Kette  QiQ*Q2  haben.  Die 
geeigneten  Strahlennetze  durch  d^,  d^  oder  (^1^2)  ^^^^  ^i®  ^  ^^  ^^® 
Gewinde  F  fallenden;  denn  diese  werden  von  q*  zweistrahlig  ge- 
schnitten, und  wir  erkennen  nach  Nr.  590  rf^,  d^  als  zwei  Dupel  einer 
Involution  auf  der  je  zugehörigen  Regelfläche. 

Wenn  die  Regelschaar  (d^d^)  zu  F*  gehört,  so  fallen  in  ihr  p^ 
und  p2  (oder  p/  und  pg'-)  zusammen« 
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649  Wir  betrachten  die  oo*  Dupel  d,  welche  von  einem   gegebenen 

d^  getragen  werden.  Die  Gewindebüschel  durch  die  Strahlennetze  [d], 
deren  Leitgeraden -Dupel  sie  sind,  erzeugen  ein  System  4.  Stufe  yon 
Gewinden. 

Wenn  ein  Gewinde  durch  ein  beliebig  gegebenes  Strahlennetz  [11^] 
und  zugleich  durch  eins  unserer  Netze  [d]  geht;  so  befinden  sich  die 
vier  Geraden  l,  l^,  d  in  einer  Begelschaar,  und  umgekehrt.  Femer 
gehören  auch  d^  und  d  zu  einer  Regelschaar  und  wegen  des  gemein- 
samen Dupels  d  gehören  beide  Regeischaaren  demselben  Strahlennetze, 
also  dem  dl  ^  (d^,  l,  l^)  cm.  Mit  diesem  Strahlennetze  und  den  in 
ihm  befindlichen  durch  dQ  gehenden  Regeischaaren  haben  wir  es  daher 
allein  zu  thun;  jenes  schneidet  aus  F^  eine  Regelfläche  4.  Grades  q*^ 
und  die  von  diesen  Regeischaaren  herrührenden  d  bilden  auf  ihr  eine 
Involution ;  zu  deren  verbundener  Involution  d^  gehört.  Nun  wissen 
wir  aber  (Nr.  593),  dass  zwei  von  den  Dupeln  dieser  Involution  mit 
den  ebenfalls  im  Strahlennetze  enthaltenen  Geraden  l,  l^  je  in  der- 
selben Regelschaar  sich  befinden.  Damit  ist  der  Grad  2  des  vier- 
stufigen Systems  der  durch  die  Strahlennetze  [d]  des  Dupelgebüsches 
[do]  gehenden  Gewinde  bewiesen.     Also: 

Wenn  man  I^  mit  allen  Regeischaaren  durch  zwei  von  seinen  Strah- 
len in  den  Dupeln  d  schneidet j  so  bilden  die  Gewindebüschel  durch  die 
oo^  Strahlennetze  [rf]  ein  quadratisches  System  4.  Stufe  S^^  von  Getcinden. 

In  jedem  Büschel  haben  wir  die  2  Gebüsche,  welche  die  beiden 
Geraden  des  betreffenden  Dupels  bezw.  zu  Axen  haben,  und  jeder  Strahl 
von  r*  gehört  zu  einem  der  Dupel;  also  geJU  das  System  durch  flg*  (F*) 
oder  kurz  durch  F^  (Nr.  619). 

Wir  haben  nur  oo^  solche  durch  F*  gehende  S/;  also  müssen 
von  den  oo*  Dupeln  je  oo*  zu  demselben  Systeme  führen.  Wir  können 
auch  hier  das  dreifach  unendliche  Dupelgebüsche  zu  dem  System  U^^ 
in  dem  es  sich  befindet,  erweitern,  ohne  dass  wir  zu  neuen  Gewinden 
gelangen. 

Es  sei  d^  ein  Dupel  aus  demselben  Systeme  2^5  wie  df^,  aber  nicht 
aus  dem  von  dQ  getragenen  Dupelgebüsche.  Die  Mittelglieder  der  drei- 
gliedrigen Dupelketten,  welche  dQ  und  cJ^  verbinden,  sind  in  der  durch 
das  Strahlennetz  (dgd^)  ausgeschnittenen  Regelfläche  4.  Grades  q^  die 
Dupel  der  Involution,  welche  der  Involution   {t?o,  ^}   verbunden  ist. 

Wenn  nun  F  ein  Gewinde  durch  das  Strahlennetz  [d^]  ist,  so  sei 
g'  die  Polare  einer  Erzeugenden  g  von  q^  in  Bezug  auf  F]  es  liegen 
dann  die  beiden  Geraden  von  d^,  welche  auch  polar  sind  nach  JT,  und 
g,  g'  in  einer  Regelschaar,  also  wird  auch  g'  von  den  beiden  Leit- 
geraden der  Q^  getroffen,  und  dieselben  sind  Leitgerade  der  Regelfläche 
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4.  Grades  (>'*,  welche  zu  p*  polar  ist  nach  JT.  Der  Restschnitt  8.  Ord- 
nung, den  sie  ausser  ihnen  haben,  besteht  aus  den  4  zu  sich  selbst 
polaren  Geraden,  in  denen  q*'  von  F  geschnitten  wird,  aus  d^  und  einem 
zweiten  Dupel  d^,  dessen  Gerade  ebenfalls,  wie  die  von  c^,  zu  einander 
in  Bezug  auf  F  polar  sind.  Folglich  ist  di  mit  d2  durch  eine  Regel- 
schaar  verbunden  und,  weil  d^,  d^  in  Involutionslage  sind,  auch  mit  dQ. 

Dies  neue  Dupel  d|,  das  wir  als  Mittelglied  nehmen,  gehört  zu 
den  Yon  ä^  getragenen;  da  seine  Geraden  nach  F  polar  sind,  so  geht 
dies  Gewinde  durch  das  Strahlennetz  [(2^].     Also: 

In  das  vierstufige  System  von  Gewinden  S/,  das  tvir  ursprünglich 
aus  den  Büscheln  aufbauten,  welche  die  Strahlennetze  \d^  der  von  einem 
bestimmten  Dttpel  d^  getragenen  cx)'  Dupel  d^  gu  Bansen  haben,  gehen  auch 
alle  Büschel  durch  die  StraMennetee  [d^  ein,  bei  denen  die  d^  irgend 
welche  zu  demselben  Systeme  Z^  wie  d^  {und  wie  jene  d^  gehörigen 
Dupel  sind. 

Jedes  Gewinde  F  gehört  zu  einem  der  S^^,  da  diese  einen  Büschel 
durch  H3*(F^)  bilden;  polarisiren  wir  F*  in  Bezug  auf  F  in  F^*,  so 
zerfallt  die  Schnittcongruenz  F^r^^  in  die  F^F  und  eine  zweite  Con- 
gruenz  2.  Grades,  welche  sich  zusammensetzt  aus  oo'  Dupeln,  deren 
beide  Geraden  in  Bezug  auf  F  polar  sind;  und  so  gelangen  unr  zu  aUen 
oo^  Dupeln,  in  deren  zugehörigen  Büscheln  sich  F  befindet. 

Je  zwei  von  ihnen  gehören  zur  nämlichen  Regelschaar  oder  tragen 
sich  gegenseitig. 

Innerhalb  eines  solchen  doppelt  unendlichen  Systems  bleibend,  hat 
man  immer  geschlossene  Ketten. 

Wir  haben  nun  die  vierstufigen  Systeme  2.  Grades  S^,  welche  durch  650 
F*  gehen,  in  zwei  Weisen  erhalten. 

Früher  führten  uns  die  Netze  von  Gewinden  zu  ihnen,  welche  die 
Leitschaaren  der  Begdschaaren  je  eines  Qebüschepaars  £^,  Z^  zu  Grund- 
Begelschao/ren  haben  (Nr.  619). 

Jetzt  gelangen  unr  zu  ihnen  durch  die  Büschel,  deren  Grund-Strahlen- 
netze  die  Dupel  eines  Systems  2J^  zu  Leitgeraden  haben. 

Hier  erhalten  unr  unmittelbar  <xfi  Büschel  in  jedem  S^,  dort  (x? 
Netze  und  in  jedem  oc?  Büschel. 

Die  Leitgeraden  des  Grund-Strahlennetzes  eines  in  einem  Netze 
enthaltenen  Büschels  sind  irgend  zwei  Gerade  der  Leitschaar  der  Grund- 
Regelschaar  des  Netzes,  also  irgend  zwei  Gerade  der  zu  2^  oder  £^ 
gehörigen  Regelschaar. 

Wenn  das  Dupel  d  auf  der  Regelschaar  q  liegt,  also  das  System 
2^5,  zu  dem  jenes  gehört,  dem  Gebüsche  I^^,  in  dem  diese  enthalten 
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• 

ist,  zugeordnet  ist,  so  befindet  sich  die  Leitschaar  A  von  q  im  Strah- 
lennetze [d]]  folglich  geht  jedes  durch  [d]  gelegte  Gewinde  auch  durch 
L  Umgekehrt  bewirkt  jedes  durch  A  gehende  Gewinde  in  g  eine  In- 
volution von  Polaren  und  geht  durch  das  Strahlenuetz,  das  zwei  solche 
Polaren  zu  Leitgeraden  hat. 

Daher  liefern  ein  System  £^  und  ein  Paar  verknüpfter  Gebüsche 
£^,  Z^  das  nämliche  quadratische  System  S^  von  Gewinden,  wenn  sie 
einander  zugeordnet  sind. 

Jetzt  erhalten  wir  auch  eine  Vorstellung  über  die  Vertheüung  der 
Geraden  g^  von  F*,  die  mit  einem  festen  Strahle  g  des  Complexes  ein 
Dupel  zusammensetzeny  das  mit  einem  gegebenen  JDttpel  d^  in  Involutions- 
läge  ist  oder  zu  demselben  £^  gehört.  Es  sind  deren  cx>^;  denn  die 
Strahlennetze  durch  die  betreffenden  Regelflächen  4.  Grades  gehen 
durch  die  Begelschaar  (d^g),  und  auf  jeder  giebt  es  nur  eine  Gerade 
g^.  Durch  d^  gehen  zwei  Begelschaaren  von  r\  welche  zu  ZJ,,  Z^'  ge- 
hören mögen;  die  durch  g  gehenden  Begelsdumren  dieser  Gebüsche  bilden 
den  Durchschnitt  eines  bestimmten  Tangentiaigewi^ides  von  g;  jede  beliebige 
Gerade  dieses  Durchschnitts  kann  g^  sein. 

Zu  ihm  gehört  auch  der  vierte  Schnittstrahl,  mit  r\  der  Regel- 
schaar  (d^g). 

In  dem  Büschel  der  S^  durch  F*  befindet  sicfi,  wie  wir  wissen,  das 
Hauptsystem  H^;  das  ihm  zugeordnete  Dupelsystem  £^  besteht  aus  den 
Dupeln  von  F*,  deren  Gerade  sich  schneiden;  denn  die  zugehörigen 
Gewindebüschel  enthalten  dann  lauter  Gebüsche. 

651  Wenden  wir  uns  zur  Erzeugung  des  Complexes  F*  durch  zwei  cor- 

relative  Gebüsche  von  Gewinden. 

Ein  Gebüsche  von  Gewinden  enthält  oo^  Gewinde,  cx>^  Strahlen* 
netze,  die  Basen  seiner  Büschel,  und  (x>'  Regeischaaren,  die  Basen 
seiner  Netze  oder  Bündel;  alle  diese  Gewinde,  Strahlennetze,  Regel- 
schaaren  gehen  durch  die  beiden  Grundgeraden  des  Gebüsches. 

Das  Gebüsche  ist  coUiuear  auf  den  Punktraum  zu  beziehen,  wobei 
den  Punkten,  Geraden,  Ebenen  desselben  seine  Gewinde,  Strahlennetze, 
Regeischaaren  (oder  umgekehrt)  correspondiren  (I,  Nr.  141),  und  kann 
daher  correlativ  auf  ein  anderes  Gebüsche  bezogen  werden,  wobei  dann 
den  Gewinden,  Strahlennetzen,  Regeischaaren  des  einen  die  Regel- 
schaaren,  Strahlennetze,  Gewinde  des  andern  entsprechen. 

Erzeugende  Elemente  sind  die  Dupel,  in  denen  die  Begelschaaren  des 
einen  Gebüsches  mit  den  correspondirenden  Gewinden  des  andern  sich 
durchsdmeiden.  Beweisen  wir  zunächst,  dass  bei  dieser  Erzeugung  ein 
Complex  2.  Grades  entstellt 
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Die  Grundgeraden-Dupel  der  Gebüsche  seien  dg,  cIq]  wir  können 
deshalb  die  Gebüsche  selbst  mit  (d^),  ((Jq')  bezeichnen. 

In  jedem  Strahlenbüschel  {0,  cai)  wird  eine  Projectivität  hervor- 
gerufen: Durch  einen  Strahl  x  desselben  geht  eine  Regelschaar  von 
(cIq),  und  ihr  entsprechendes  Gewinde  aus  (cIq)  enthält  den  entsprechen- 
den Strahl  X  von  (0,  a>);  umgekehrt,  durch  x'  geht  ein  Bündel  von 
Gewinden  in  (e^oO'  ^^®  entsprechenden  Regeischaaren  erfüllen  das  Ge- 
winde von  {cIq),  welches  der  Grund -Regelschaar  des  Bündels  corre- 
spondirt;  und  durch  den  Strahl  x,  den  es  mit  (0,  cai)  gemein  hat,  geht 
eine  von  jenen  Regeischaaren,  wodurch  er  dem  x'  entsprechend  wird. 
Die  beiden  sich  selbst  entsprechenden  Strahlen  dieser  Projectivität 
gehören  dem  erzeugten  Complexe  an. 

Bei  diesem  Beweise  hat  es  sich  schon  gezeigt,  dass  genau  derselbe 
Camplex  entsteht,  wenn  man  die  Gewinde  von  (d^)  mit  den  entsprechenden 
Begelschaaren  von  (d^)  schneidet  Nur  die  erzeugenden  Dupel  sind  andere, 
vorhin  die  von  d^,  jetet  die  von  d^  getragenen. 

Aber  es  ergiebt  sich  noch  eine  dritte  Erzeugung,  Wir  haben  in  den 
beiden  Gebüschen  cx>^  Paare  entsprechender  Strahlennetze  immer  mit 
2  gemeinsamen  Geraden.  Es  sei  g  der  eine  Schnittstrahl  der  Regel- 
schaar Q  von  (rfo)  und  des  entsprechenden  Gewindes  F'  von  (cIq).  So 
gehen  durch  ihn  cx>^  Strahlennetze  von  (dg),  denen  allen  q  gemeinsam 
ist,  die  entsprechenden  befinden  sich  in  JP,  und  oo^  unter  ihnen  gehen 
durch  g.  Daher  ist  jeder  Strahl  des  erzeugten  Complexes  der  eilte  Schnitt- 
strahl  von  oo^  Paaren  entsprechender  Strahlennetze;  die  Netze  von  (cIq) 
wie  die  von  (Öq')  bilden  je  einen  Büschel  (p,  F)  und  (H,  (>');  d.  h.  sie 
befinden  sich  in  einem  Gewinde  und  gehen  durch  eine  Regelschaar 
von  (cIq),  bezw.  (d^). 

Diese  beiden  Strahlennetze-Büschel  sind  projectiv.  Sie  sind  hier 
in  der  besondem  Lage,  dass  die  Grund-Regelschaaren  q  und  q'  einen 
Strahl  gemeinsam  haben,  und  ihr  Erzeugniss  ist  also  der  Ort  der 
zweiten  Schnittstrahlen  entsprechender  Netze.  Wir  kommen  auf  sie 
zurück. 

Die  beiden  Grund-Dupel  d^  und  d^  sind  durch  ein  Strahlennetz 
91^  verbunden;  lassen  wir  die  Regelschaar  q  von  {d^)  in  ^Iq  fallen,  so 
liegt  das  Schnittdupel  d  in  ^Iq  und  auf  der  Regelschaar,  welche  das 
entsprechende  Gewinde  F  von  (e^^')  in  91q  einschneidet  und  die  durch 
d^  geht.  Daraus  folgt,  weil  alle  drei  Dupel  der  von  91^  ausgeschnit- 
tenen Regelfiäche  4.  Grades  angehören,  dass  dg  und  d^  in  Involutions- 
lage sind. 

Die  Grundger aden-Dupd  zweier  correlativen  Gdmsche  von  Gewinden 
sind  auf  dem  erzeugten  Complexe  in  Involutionslage. 
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ÄUe  Gewinde  durch  31q  gehören  zu  beiden  Gebüschen,  und  jedes  hU 
zwei  entsprechende  Begelschaaren,  bezw.  in  den  Strahlennetzen  91^  und  31q\ 
welche  dem  ^R^  in  beiderlei  Sinne  entsprechen.  Ein  beliebiges  van  diesen 
Gewinden  trifft  seine  beiden  correspondirenden  Begelschaaren  nur  in  d^, 
bezw.  d^f  zwei  aber  gehen  je  durch  die  eine  und  dann  auch  durch  die 
andere  entsprechende  Begdschaar.  In  der  That,  der  Büschel  93o(p)  von 
Regeischaaren  von  (d^  in  92^  wird  za  sich  selbst  projectiv,  indem 
zwei  Regeischaaren  einander  entsprechen^  von  denen  die  eine  einem 
Gewinde  U  durch  91q  in  der  Correlation  entspricht^  die  andere  aber 
Ton  demselben  i^  in  Slg  eingeschnitten  wird.  Die  beiden  Goincidenzen 
dieser  Projectiyität  g^y  q^  fallen  in  ihre  eutsprechenden  Gewinde  F/^  F^. 
Bezeichnen  wir  F^  als  Gewinde  von  {d^  mit  Fg,  so  mnss,  weil  pj  in 
r^  liegt,  Fl'  durch  pj'  gehen,  und  ebenso  F^  ^  Fj'  durch  p/. 

Pi;  (^87  9^7  (fl  gehören  also  zum  erzeugten  Gomplexe. 

Es  sei  91  ein  Strahlennetz  von  (d^)  in  F,  durch  p^;  sein  ent- 
entsprecbendes  9^  geht  durch  q^  und  liegt  in  F/;  also  liegen  beide 
in  Fs  r^E  F/  und  haben  eine  Regelschaar,  nicht  blos  ein  Dupel  gemein- 
sam. Die  beiden  in  demselben  Gewinde  F3  ^i  F/  befindlichen  pro- 
jectiven  Strahlennetze-Büschel  (Fj,  pj  und  (pj',  F^')  erzeugen  die  von 
diesem  Gewinde  ausgeschnittene  Gongruenz  2.  Grades. 

Den  allgemeinen  Satz  haben  wir  in  Nr.  624  gefunden. 

652  Nun  sei  ein  beliebiger  Complex  2.  Grades  F*  vorgelegt. 

(2q  und  d^  seien  zwei  Dupel  desselben,  welche  sich  in  Involutions- 
lage befinden,  91^  das  sie  verbindende  Strahlennetz  und  1^^  die  aus  F* 
von  ihm  ausgeschnittene  Regelfläche  4.  Grades.  Femer  seien  p^,  pg 
die  beiden  durch  d^  und  pg',  p/  die  durch  d^  gehenden  Regeischaaren 
von  F*.  Wir  wissen  aus  Nr.  648,  dass  eine  von  jenen  mit  einer  von 
diesen  und  die  andere  mit  der  andern  je  durch  ein  Gewinde  verbunden 
sind,  in  dem  dann  91^  enthalten  ist.  Es  seien  also  p^  und  p,'  in  dem 
Gewinde  Fj  ^  Fj'  und  pj  und  p/  in  F4  ^  Fj'  enthalten.  Dann  ge- 
holfen pi  und  ps'  derselben  Reihe  der  von  dem  ersteren  Gewinde  aus- 
geschnittenen Gongruenz  2.  Grades  an.  Verbinden  wir  sie  also  mit 
allen  Regeischaaren  q*  der  verknüpften  Reihe,  so  werden  die  beiden 
Strahlennetze-Büschel  (Fj,  pj)  und  (F/,  pg')  projectiv  mit  (piP*)  und 
(QzQ*)  ^^^  entsprechenden  (Nr.  624).  Jede  Regelschaar  p*  schneidet 
Po^  in  2  Strahlen,  ihren  Schnitten  mit  31^,  mit  dem  sie  ja  in  dem 
Gewinde  F3  ^  F/  liegt;  diese  Strahlen  gehören  also  mit  d^  zu  der 
Regelschaar,  welche  31q  mit  dem  Netze  (piP*),  und  mit  dQ  zu  der 
Regelschaar,  welche  es  mit  (qzQ*)  gemeinsam  bat,  und  bilden  daher 
ein  Dupel  der  Involution  von  p^*,  welche  der   [d^,  d^'}   verbunden  ist. 
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Dasselbe  gilt  bei  Fj'  ^  ^4;  ^^^  j^  nsLch  demselben  Dupel  dieser  Invo- 
lution  gehen  demnach  sowohl  zwei  entsprechende  Strahlennetze  von 
(r,,  Qj)  und  (p,',  r/),  als  auch  zwei  entsprechende  Netze  von  (F4,  q^) 
und  ((>/,  Fg').  Die  beiden  Netze  aus  (JTj,  q^  und  (F^,  p,)  haben  ausser 
dem  Dupel  noch  gemein  das  auf  g^  und  q^  gelegene  Dupel  d^,  also 
eine  Regelschaar  q  ia  ^Iq,  die  zu  (d^  gehört,  und  befinden  sich  in 
demselben  Gewinde ,  welches  durch  das  Strahlennetz  {qiQ^)  geht,  das 
wir  31q  nennen  wollen;  dies  Gewinde  verbindet  nämlich  91^  und  p,  die 
sich  in  d^  schneiden.  Ebenso  haben  die  Netze  ans  {q^\  F^^)  und 
(p/,  FjO  ®^^  Regelschaar  in  91^  gemein  und  sind  in  demselben  Ge- 
winde F'  enthalten,  das  durch  31^  ^  (fi^Q^)  geht. 

Es  seien  also  g^j  g^,  g^  drei  Regeischaaren  g  von  31^^  nach  wel- 
chen drei  Strahlennetze  von  (Fg,  g^)  und  drei  von  (F^,  g^)  gehen,  und 
F5',  F/,  F7'  die  Gewinde  F',  in  denen  die  entsprechenden  Netze  von 
(Pj',  F/),  sowie  von  (p/,  Fj')  liegen. 

Wir  bestimmen  nun  eine  Correlation  der  beiden  Gebüsche  (d'o) 
und  (cIq')  in  folgender  Weise.  Zunächst  lassen  wir  den  Regeischaaren 
Qif  Q^y  Qif  Qe  von  (d^)  die  Gewinde  F/,  F,',  F5',  F/  von  «)  ent- 
sprechen; dann  entspricht  dem  Netze  91q^(piP2)  ^*s  Netz  FiF^' 
^^,  =  F,F^,  dem  Netze  (g,g,)  ^%  das  Netz  F/Fe'=E9fio'  =  (p;p/). 

F3  geht  durch  p^,  also  liegt  die  entsprechende  Regelschaar  in  F^'; 
andererseits  geht  F3  durch  {g^Qß)  ^^  9^o;  <lt^ber  liegt  die  nämliche  Regel- 
schaar in  31q  und  ist  g/,  da  diese  F/  und  91^'  gemeinsam  ist;  ebenso 
entspricht  dem  F4  die  p/.    Also  entspricht  dem  Strahlennetze-Büschel 

(^s>  Pi)  d®'^  (Ps?  AO  ^^^  ^®™  (A;  P2)  ^®^  (?/>  ^2')»  ^'^^  ^®^  Strahlen- 
netzen von  (Fg,  pj  und  (F^,  g^),  welche  nach  g^^  g^  gehen,  die  Strah- 
lennetze von  (pg',  F/)  und  (p/,  Fg'),  die  in  F5',  F^'  enthalten  sind. 

Weil  nun  g^,  pg,  p^  demselben  Regelschaar- Büschel  und  F^', 
Fg',  F7'  demselben  Gewindebüschel  angehören,  so  ist  es  nur  eine  ein- 
fache, nicht  mehr  eine  dreifache  Bedingung  für  die  Correlation,  wenn 
wir  der  g^  das  F/  zuordnen. 

Wir  haben  bis  jetzt  der  Correlation  4.3  +  1  =  13  Bedingungen 
auferlegt  und  mit  denselben  schon  erreicht,  dass  die  Strahlennetze- 
Büschel  (F3,  pj),  (F4,  Pj)  zu  den  (pj',  F/)  und  (p/,  Fj')  je  in  derselben 
Projectivität  stehen,  die  sich  ergab,  als  wir  in  ihnen  oben  solche 
Strahlennetze  einander  zuordneten,  welche  je  nach  derselben  Regel- 
schaar der  verknüpften  Reihe  der  Congruenz  2.  Grades  in  Fg  ^  F/, 
bezw.  F^  ^  F^'  gehen.  Sie  erzeugen  demnach  auch  als  entsprechende 
Büschel  der  Correlation  diese  beiden  Reihen  oder  diese  Congruenzen. 
Also  alle  Complexe  2.  Grades,  welche  durch  eine  Correlation  der  Ge- 
büsche ((Jq)  und  (d^)  entstehen,   die  diesen  13  Bedingungen  genügt, 

Sturm,  Liniengeometrie    m.  13 
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haben  mit  dem  gegebenen  I^  diese  beiden  Congruenzen  2.  Grades 
gemeinsam. 

Ist  nun  g  ein  beliebiger  Strahl  von  T*  und  legen  wir  der  Corre- 
lation  die  vierzehnte  Bedingung  auf,  dass  der  Regelschaar  (d^g)  die 
Regelschaar  (d'oV)  conjugirt  ist,  d.  h.  dass  das  jener  entsprechende  Ge- 
winde durch  (d^'g)  und  also  durch  g  geht,  so  bringen  wir  auf  den 
erzeugten  Gomplex  noch  g  und  machen  ihn  mit  JT^  identisch,  weil  sie 
nun  eine  Congruenz  4.  Grades  und  den  g  gemeinsam  haben.  Denn 
zunächst  ist  klar,  dass  fCLr  jeden  Punkt  von  g  die  beiden  Gomplexkegel, 
wegen  5  gemeinsamer  Kanten,  übereinstimmen.  Ist  femer  X  ein  be- 
liebiger Punkt,  so  gehören  die  Kanten  seines  zum  einen  Gomplexe 
gehörigen  Kegels,  welche  g  treffen,  zu  den  Kegeln  dieses  Complexes 
aus  den  Treffpunkten,  also  auch  zu  denen  des  andern  und  daher  auch 
zu  dem  dieses  zweiten  Complexes  aus  X;  folglich  haben  die  beiden 
Gomplexkegel  aus  X  6  Kanten  gemeinsam  und  sind  identisch. 

Es  verbleibt  daher  die  fünfzehnte  Bedingung  fQr  die  Correlation 
noch  verfügbar,  und  wir  haben: 

Sind  in  einem  gegebenen  Gomplexe  F^  die  Dupel  d^,  d^  so  getmhU, 
dass  sie  sich  in  Involutionslage  befinden,  so  giebt  es  oo^  Correlationen 
»wischen  den  Gdnisdien  (^o),  (d^)  von  Gewinden,  durch  welche  F*  er- 
zeugt  wird. 

Also  kann  jeder  Complex  2.  Grades  durch  corrdaJtive  Gebüsche  von 
Gewinden  ermigt  t/oerden. 

653  Unter  den  oo^  Correlaiionen  befindet  sich  aber  eine  ausgeartete  y  die 

0ur  JErgeugung  ungeeigtiet  ist  Die  einer  Regelschaar  q  von  (cIq)  in  den 
verschiedenen  Correlationen  entsprechenden  Gewinde  bilden  einen  Bü- 
schel mit  dem  Grund-Strahlennetze  (d^d),  wenn  d  das  zweite  Schnitt- 
dupel  von  q  ist;  unter  ihnen  ist  also  eins,  welches  q  und  infolge  dessen 
auch  das  Netz  91^  vollständig  enthält.  Die  Gorrelation,  in  der  dies 
Gewinde  der  q  entspricht,  ist  so  ausgeartet,  dass  der  Gewindebüschel 
durch  31q  zu  sich  selbst  identisch-projectiv  ist  und  jeder  Regelschaar 
des  einen  Gebüsches  das  sie  enthaltende  (und  durch  Sl^  gehende)  Ge- 
winde des  andern  correspondirt. 

In  Bezug  auf  das  Ergebnisse  dass  die  Correlation  noch  nicht  voU- 
ständig  bestimmt  ist,  haben  wir  analoges  Verhalten,  wie  bei  der  Erzeugung 
der  Fläche  2.  Grades  durch  correlaUve  Bündel,  und  auch  da  haben  wir 
eine  ausgeartete  zur  Erzeugung  ungeeignete  Correlation.  Barin  ober  unter- 
scheiden sieh  die  beiden  Erzeugungen^  dass  bei  dieser  die  Scheitel  der 
Bündel  ganz  bdid)ig  auf  der  Fläche  gewählt  werden  hinnen,  bei  unserer 
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jeteigen  Erzeugung  aber  die  Grrunddupel  der  Ghbüsche  einer  Beschränkung 
unterworfen  sind. 

In  der  Erzeugung  steckt  die  Mannigfaltigkeit  31;  weil  die  beiden 
Dupel  dof  d^  im  Räume  auf  oof^  Weisen  gewählt  werden  können  und 
die  Correlation  dann  auf  oo^^  Weisen  möglich  ist. 

Jeder  Complex  F^  aber  kann  auf  cx>'*  Weisen  so  erzeugt  werden, 
weil  das  erste  Dupel  d^  aus  oo®^  das  zweite  d^'  nur  aus  oo^^  nämlich 
nur  aus  dem  Systeme  U^  genommen  werden  kann,  zu  dem  do  gehört, 
und,  wenn  beide  festgelegt  sind,  die  Correlation  noch  auf  oo^  Weisen 
möglich  ist. 

So  ergiebt  sich  von  neuem  für  den  Complex  2,  Crtades  die  Mannig- 
faUigkeü  31  —  12  —  19. 

Wir  schliessen  an  diese  Erzeugung  die  aus  ihr  sich   ergebenden  654 
Erzeugungen  von  in  T^  enthaltenen  Gebilden. 

Bleibt  man  in  (cIq)  innerhalb  eines  Strahlennetzes  91,  so  hat  man 
es  nur  mit  den  Begelschaaren  eines  Büschels  (91,  d^)  zu  thun,  also 
allen  Regeischaaren  von  92  durch  d^]  ihnen  entspricht  der  Gewinde- 
bfischel  in  (d^)  durch  das  entsprechende  Strahlennetz  91'.  Das  Er- 
zeugniss  ist  der  Schnitt  von  91  mit  r\     Also: 

Dos  Ergeugniss  der  Schnittdupel  entsprediender  Elemente  eines  Regel- 
schaar-Büschds  und  eines  0U  ihm  projediven  Oewindebüschels  ist  eine 
Begdfläche  4.  Grades  mit  Bwei  Leitgeraden.  Die  Schnittdupel  lüden  in 
ihr  eine  Involution^  nur  verbundenen  gehört  das  Grunddupel  des  ersten 
Büschels^  sotcie  das  Dupely  in  denen  die  beiden  Grund-StraJüennetze  sich 
schneiden. 

In  91  schneidet  der  Gewindebüschel  auch  einen  Regelschaar-Büschel, 
dessen  Grunddupel  das  eben  erwähnte  ist. 

Zwei  in  demselben  StrcMennetze  befindliche  projective  Begdschaar- 
Büschel  ereeugen  eine  Begdfläche  4.  Grades  mit  sswei  Leitgeraden,  auf 
der  die  Schnittdupel  zur  einen,  die  beiden  Grunddupel  zur  andern  von 
zwei  verbundenen  Involutionen  gehören.*) 

Eine  Gerade  l  scheidet,  als  Leitgerade,  aus  dem  Strahlennetze  eine 
Regelschaar  aus;  auf  dieser  entstehen  durch  entsprechende  Regel- 
schaaren  entsprechende  Dupel  zweier  projectiven  Involutionen:  die 
4  Strahlen,  welche  zu  homologen  Dupeln  zugleich  gehören,  sind  die 
Erzeugenden  der  Regelfläche,  welche  l  treffen. 

r^  wird,  wie  wir  wissen,  auch  durch  die  Schnittdupel  entsprechen- 
der Strahlennetze  von  {d^  und  (ß^)  erzeugt;  lassen  wir  ein  Strahlen- 

*)  Segre,  SoUa  geomeiria  della  retta  Nr.  128. 
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netz  in  (d^)  einen  Büschel  {F,  q)  und  das  entsprechende  den  ent- 
sprechenden  Büschel  {q',  T)  beschreiben,  so  entsteht  die  Begelfläche 
4.  Grades,  welche  von  dem  Strahlennetze  FF'  aus  F^  ausgeschnitten 
wird.     Daher: 

Zwei  projecHve  Büschd  von  StrahlenneUfen  erzeugen  eine  Regdftäche 
4.  Grades  mit  zwei  Leitgeraden. 

Von  den  oo^  Paaren  entsprechender  Strahlennetze,  welche  sich  in 
einem  Strahle  g  von  F^  schneiden,  fallt,  wenn  g  dieser  Regelfläche 
angehört,  nur  ein  Paar  in  (F,  q)  und  ((>',  JT). 

In  der  Begelschaar,  welche  z.  B.  einem  Strahlennetze  des  ersten 
Büschels  mit  JTJT'  gemeinsam  ist,  befindet  sich  das  Schnittdupel  mit 
dem  entsprechenden  Netze  und  das  Dupel  qF'. 

Also  lüden  auf  der  Begelfläche  die  erzeugenden  Schnittdupel  eine 
Involution,  und  zur  verbundenen  gehören  die  Dupel  qF,  Fq\ 

655  Wenn  weiter  in  (d^^  die  Regelschaar  sich  nur   innerhalb   eines 

Gewindes  F  dieses  Gebüsches  bewegt  und  also  einen  Begelschaar-Bündd 
(r,  ^q)  beschreibt,  d.  i.  den  Inbegriff  aller  Begdschaaren  eines  Gewindes 
durch  zwei  Sirahlen  desseXben,  so  durchläuft;  das  entsprechende  Gewinde 
einen  Bündel  (q).    Erzeugniss  ist  die  Congruenz  2.  Grades  FF\ 

Mithin  erzeugen  ein  Begelschaar-Bündel  und  ein  zu  ihm  corrdativer 
Gewindebündel  eine  Congruenz  2.  Grades, 

Dieselbe  entsteht  aber  auch  durch  die  SchnittsiraMen  der  Strahlen- 
netze  von  (F,  d^  mit  den  entsprechenden  Strahlennetzen  durch  q. 

Wir  haben  es  hier  mit  zwei  verschiedenen  Systemen  von  Strahlen- 
netzen  zu  ihun,  die  wir  beide  Bündel  nennen:  das  eine  hat  ein  Gewinde 
und  ein  ihm  angehöriges  Dupel  zu  Trägem,  das  andere  eine  Begelschaar; 
in  jenem  sind  Begelschaaren,  in  diesem  Gewinde  die  andern  (oder  secun- 
dären)  Elemente. 

Schneiden  wir  freilich  den  Bündel  von  Gewinden  und  Strahlen- 
netzen durch  q'  mit  F,  so  erhalten  wir  in  F  zwei  gleichartige  Gebilde: 
den  Bündel  der  Regeischaaren  und  Strahlennetze  durch  (2q  und  den 
der  Strahlennetze  und  Regeischaaren  durch  das  Dupel  Fq'  e^  d^*.  Sie 
befinden  sich  in  correlatiyer  Beziehung,  und  die  beiden  obigen  Er- 
zeugungen laufen  darauf  hinaus,  dass  einmal  die  Regeischaaren  des 
ersten,  das  andere  Mal  die  des  zweiten  Bündels  mit  den  correspon- 
direnden  Strahlennetzen  geschnitten  werden.  Das  Erzeugniss  ist  das 
nämliche. 

Also  Erzeugniss  zweier  in  demselben  Gewinde  befindlichen  in  dorre- 
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Mion  stehenden  Bündel  von  Begdschaaren  und  StraJüennebsen  ist  eine 
Congruenz  2.  Grades.*) 

Das  Strahlennetz  5Rq*  welches  die  Grunddupel  rf^  und  rf^*  ver- 
bindet, hat  mit  der  Congruenz  die  Regelfläche  4.  Grades  gemein^  in 
der  es  den  F*  schneidet.  Eine  in  ^q*  fallende  Regelschaar  des  ersten 
Bündels  trifft  diese  Regelfläche  in  d^  und  d^  dem  Schnittdupel  des 
entsprechenden  Strahlennetzes  aus  dem  andern  Bündel,  welches  daher 
mit  d^*  auf  der  Regelschaar  liegt,  die  dies  Netz  mit  91^*  gemeinsam 
hat.  Wir  erkennen  wieder,  dass  die  beiden  Grunddupel  d^  und  (2^* 
aaf  der  genannten  „Verbindungsfläche^'  in  Involutionslage  sind. 

Wenn  nun  eine  Congruenz  2.  Grades  O  gegAen  ist,  so  haben  wir  656 
für  2  Dupel  derselben  sofort  eine  Verbindungsfläche  4,  Grades;  denn  das 
Verbindungs-Strahlennetz  der  Dupel  befindet  sich  in  dem  Gewinde  F, 
das  durch  C^  geht,  und  die  gesuchte  Fläche  wird  durch  die  Strahlen 
von  C^  gebildet,  welche  die  eine  und  als  Strahlen  von  F  dann  auch 
die  andere  Leitgerade  dieses  Strahlennetzes  treffen  (II,  Nr.  358). 

Die  Dupel  d^,  d^*  seien  also  auf  dieser  Fläche  in  Involutionslage 
gewählt. 

Wenn  d^  ganz  und  von  d^*  nur  die  eine  Gerade  g  gegeben  sind, 
so  sind  durch  diese  drei  Geraden  innerhalb  F  oo^  Strahlennetze  mög- 
lich (ein  Büschel),  jedes  liefert  eine  Regelfläche  4.  Grades  und  eine 
zweite  Gerade  g^.  Dieselben  erzeugen  die  Regelfläche  4.  Grades,  in 
der  F  die  in  Nr.  650  gefundene  Congruenz  2.  Grades  mit  g  als  Doppel- 
strahl schneidet. 

Es  sei  r*  ein  durch  C*  gelegter  Gomplex  2.  Grades  (Nr.  625); 
d^j  d^*  haben  offenbar  auch  in  ihm  die  Involutionslage.  Also  kann 
r*  durch  correlative  Gebüsche  {d^),  (d^*)  erzeugt  werden;  dem  F  als 
Gewinde  Yon  (d^)  entspreche  die  Regelschaar  q*  in  (dQ*)*  Einem 
Strahlennetze  oder  einer  Regelschaar  von  (cIq)  in  F  entspricht  ein 
Strahlennetz  oder  ein  Gewinde  durch  q*  oder,  wenn  wir  nur  den 
Schnitt  mit  F  ins  Auge  fassen,  eine  Regelschaar  oder  ein  Strahlen- 
netz durch  d^*]  wir  sehen,  dass  die  Congruenz  das  Erzeugniss  der 
correlativen  Bündel  (d^),  {d^*)  in  F  ist,  oder  anders  ausgedrückt:  u^enn 
eine  Regelschaar  von  (d^)  innerhalb  eines  in  F  enthaltenen  Strahlennetzes 
sich  bewegt  und  O  je  noch  in  d  schneidet,  so  geht  das  Strahlennetz  (dd*) 
ständig  durch  eine  Begelschaar. 


*)  Schür,  Math.  Annalen  Bd.  16  S.  445;  Segre,  Snlla  geometria  della  retta 
Nr.  187.  —  Ich  möchte  hier  nachholen ,  was  ich  in  Bd.  II,  Kr.  401  ff.  yerabsäumt 
habe,  und  erwähnen,  dass  in  dem  genannten  Aufsätze  Schnr  schon  Congmenzen 
8.  Grades  mit  Dopx>el8trahlen  behandelt  hat 
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Aber  daraus  j  dass  T*  vermittelst  der  GAüsche  {d^j  {d^)  auf  oo^ 
Weisen  erzeugt  werden  Jcanny  folgt  nicht,  dass  auch  O  durch  dieselben 
Bündel  in  cx>^  Weisen  erzeugt  werden  kann;  deren  CorreUUion  ist  viel- 
mehr eindeutig. 

Einer  Begelschaar  nämlich  des  Gebüsches  (d^,  welche  F^  noch 
in  d  schneidet,  entsprechen  in  den  verschiedenen  Correlationen  die 
Gewinde  durch  das  Strahlennetz  (d^o*(2);  gehört  sie  zu  F,  also  zum 
Bündel  (F,  d^),  so  fällt  d  in  C;  das  Netz  (d^S)  befindet  sich  auch 
in  JT;  alle  Gewinde  durch  dasselbe  haben  dies  Netz  zum  gemeinsamen 
Schnitt  mit  F.  Die  oc^  Correlationen  zwischen  den  Gebüschen  (ß^,  (d^*) 
bewirken  cUle  dieselbe   Correlation  zwischen   den   Bünddn   {F,  d^)    und 

Dies  zeigt  auch  die  Berechnung  der  Mannigfaltigkeit.  Wir  können 
das  Gewinde  F  in  oo^  Weisen  auswählen,  in  ihm  dann  in  <x>*'  Weisen 
die  Grunddupel  do,  do*5  ^^"-^"^  ^^*  ^^^  Correlation  der  Bündel  (d^),  (dQ*) 
in  cx>^  Weisen  möglich.  Dies  giebt  die  Mannigfaltigkeit  25  der  Con- 
struction.  In  jeder  Gongruenz  2.  Grades  kann  man  das  eine  Grund- 
dupel in  cx)^y  das  andere  aber,  wegen  der  Involutionslage,  nur  in  cx>^+^ 
Weisen  wählen;  die  Correlation  ist  nun  bestimmt,  und  jede  Congruenz 
2.  Grades  lässt  sich  daher  auf  cx)^  Weisen  so  erzeugen.  Daher  ist 
die  Mannigfaltigkeit  dieser  Congruenz  25 — 7,   wie  wir  längst  wissen. 

657  Auch  zwei  correlative  Oewd>e  S^,  S/  von  Gewinden  erzeugen  einen 

Complex  2.  Grades.  Es  giebt  in  jedem  der  beiden  Gewebe  c»*  Gewinde, 
welche  durch  einen  der  Grundstrahlen  des  entsprechenden  Gebüsches 
gehen.  Der  Ort  dieser  Grundstrahlen  ist  der  erzeugte  Complex.  Und 
man  findet  leicht,  dass,  wenn  ein  Strahl  als  Grundstrahl  eines  Gebüsches 
von  S^  in  dessen  entsprechendes  Gewinde  in  8^  fallt,  er  auch  als 
Grundstrahl  eines  Gebüsches  von  S^  in  dem  entsprechenden  Gewinde 
von  ^4  gelegen  ist. 

Wenn  wiederum  ein  Strahlenbüschel  gegeben  ist,  so  ist  jeder 
Strahl  X  desselben  der  eine  Grundstrahl  eines  Gebüsches  des  einen 
Gewebes  S^,  das  diesem  entsprechende  Gewinde  in  8^  hat  mit  dem 
Strahlenbüschel  einen  Strahl  x  gemeinsam;  ebenso  erhält  man  zu  x' 
einen  entsprechenden  Strahl  x,  und  daher  zwei  Coincidenzen,  die  im 
Büschel  befindlichen  Strahlen  des  Complexes. 

Bewegt  man  sich  in  dem  einen  Gewebe  8^  in  einem  Büschel  93, 
so  beschreibt  das  entsprechende  Gebüsche  in  8^  auch  einen  Büschel, 
dessen  Basis  ein  Bündel  B^  ist,  und  die  Grundgeraden  der  Gebüsche 
dieses  Büschels  beschreiben  in  der  Grund -Begelschaar  von  B'  eine 
Involution,  zu  der  die  Involution  projectiv  ist,  welche  in  dieselbe  Regel- 
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schaar  durch  die  Gewinde  von  83  eingeschnitten  wird;  da  4  entspre- 
chende Paare  einen  Strahl  gemeinsam  haben^  so  ergiebt  sich: 

In  jedem  der  beiden  Gewebe  bilden  diejenigen  Gewinde^  welche  durch 
einen  der  Grundstrdhlen  des  entsprechenden  Gebüsches  gehen,  ein  biqua- 
dratisches  System  3.  Stufe. 

Geht  ein  Gewinde  F  von  S^  durch  beide  Grundstrahlen  des  ent- 
sprechenden Gebüsches,  so  gehört  es  zu  diesem  und  daher  zu  dem 
Gebüsche  Gq,  das  beiden  Geweben  S^,  S^  gemeinsam  ist.  Das  Ge- 
büsche G'  von  /S/y  das  einem  in  Gq  befindlichen  Gewinde  F  von  S^ 
entspricht^  schneidet  in  Gq  einen  Bündel  B\  zu  dem  im  eben  erwähn- 
ten Falle  dann  F  gehören  muss.  Wir  erhalten  so  innerhalb  Gq  eine 
Correlation,  in  der  F  und  B'  sich  entsprechen  und  auf  welche  wir 
die  bekannten  Eigenschaften  der  Gorrelation  im  dreidimensionalen 
Punktraume  übertragen  können.    Also: 

Jedes  Gewinde  des  einen  der  beiden  corrdativen  Gewebe  S^,  S^',  das 
durch  beide  Crrundgeraden  des  entsprechenden  Gebüsches  geht  und  daher 
demselben  angehört,  befindet  sich  in  dem  beiden  Geweben  gemeinsamen 
Gebüsche  Gq  und  geht  auch  als  Gewinde  des  andern  Gewebes  durch  die 
Crrundgeraden  des  entsprechenden  Gebüsches,  Diese  Gewinde  erzetigen, 
innerhalb  Gq,  ein  quadratisches  System  2.  Stufe,  d.  h.  ein  solches,  von 
dem  jeder  Büschel  von  Gq  ewei  Gewinde  enthält. 

Unter  den  oo^  Geweben  des   Gewinderaums  giebt   es  oo^,   deren  658 
sämmtliche  Gewinde  einen  Strahl  gemeinsam  haben,  und  jeder  Strahl 
bestimmt  ein  Gewebe,  für  das  er  Grundstrahl  ist  (I,  Nr.  147).     Die 
Axen  der  Strahlengebüsche  in  einem  solchen  Gewebe  mit  Grundstrahl 
bilden  selbst  ein  Strahlengebüsche,  das  diesen  Strahl  zur  Axe  hat. 

Wenn  nun  jncei  carrdative  Gewinderäume  S^,  S^'  vorliegen,  so 
haben  wir  in  jedem  oo^  Gewinde,  deren  entsprechende  Gewebe  einen 
Grundstrahl  besitzen.  Wenn  F  in  ^5  einen  Büschel  83  durchläuft,  so 
beschreibt  das  entsprechende  Gewebe  @'  in  S^'  auch  einen  Büschel, 
dessen  Basis  ein  Gebüsche  G'  ist  Er  enthält  zwei  Gewebe  mit  Grund- 
strahl: diese  Grundstrahlen  sind  die  von  G\ 

Also  bilden  die  Gewinde  von  S^,  denen  in  S^'  Gewebe  mit  einem 
Crrundstrahle  entsprechen  (welche  Grundstrahlen  den  ganzen  Baum  er- 
füllen), ein  quadratisches  System  4,  Stufe  S^.  Dieses  geht  durch  einen 
Complex  2.  Grades,  d.  L  die  Axen  der  Strahlengebüsche  von  S^,  denen 
in  S^'  Gewebe  mit  GrundstrcM  entsprechen,  ereeugen  einen  Complex 
2,  Grades.  Ein  zweites  System  4.  Stufe  2.  Grades  S^^  und  ein  zweiter 
quadratischer  Complex  ergiebt  sich,  wenn  wir  S^  und  S^  vertauschen. 

Wenn  ein  Gewinde  F  von  Sf,  in  das  entsprechende  Gewebe  @' 
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toMt,  80  sei  es  als  Gewinde  von  5g'  mit  F'  bezeichnet;  sofort  ist 
klar,  dass  das  entsprechende  Gewebe  &  durch  F'  geht. 

Durchläuft  r  wiederum  einen  S3,  so  wird  ihm  in  diesem  Büschel 
ein  zweites  Gewinde  je  zugeordnet,  der  Schnitt  mit  &',  und  beide 
Gewinde  bewegen  sich  in  S3  projectiv. 

Wir  haben  daher  ein  quadratisches  System  4.  Stufe  ®J  van  Ge- 
winden, welche  als  Gewinde  von  S^  tmd  dann  auch  als  Gewinde  von  S^ 
je  in  ihr  entsprechendes  Getoebe  fallen.  Die  Axen  der  unter  ihnen  be- 
findlichen Strahlengebüsche  erzeugen  den  zugehörigen  Complex  2.  Grades. 

Wir  suchen  nun  den  Ort  der  Strahlen  g  auf,  die  als  Grundstrahlen 
eines  Gewebes  &  von  ^5  in  das  entsprechende  Gewinde  F'  von  S^ 
fallen.  Derselbe  Strahl  bestimmt  auch  ein  Gewebe  in  S^ ,  dem 
dann  F'  angehört;  das  entsprechende  Gewinde  F  muss  also  in  ® 
liegen  und  durch  g  gehen.  In  einem  beliebigen  Strahlenbüschel  haben 
wir  dann  wiederum  eine  Projectiyität,  in  der  zwei  Strahlen  x,  x  sich 
entsprechen,  von  denen  jeder  Grundstrahl  eines  Gewebes  aus  dem 
gleichbezeichneten  Räume  und  der  andere  der  Schnittstrahl  des  Büschels 
mit  dem  entsprechenden  Gewinde  im  andern  Baume  ist. 

Daher  bilden  diejenigen  Strahlen^  die,  gleichgätig  eu  weichem  der 
beiden  Bäume  sie  gerechnet  werden,  in  demselben  als  Grundstrahlen  Ge- 
webe bestimmen,  welche  das  entsprechende  Gewinde  in  sich  aufnehmen, 
einen  Complex  2.  Grades.  Diese  Gewinde  bilden  ein  System  3.  Stufe 
4.  Grades,  durch  welches  die  drei  Systeme  S^\  iS/*  und  ©4^  gehen. 

Yermuthlich  entstehen  auch  durch  die  Correlation  zweier  Gewebe 
oder  Räume  von  Gewinden  allgemeine  Complexe  2.  Grades;  doch  der 
Beweis,  dass  jeder  beliebige  Complex  2.  Grades  so  erzeugt  werden 
kann,  ist  noch  nicht  erbracht.  Es  dürften  aber  auch  diese  Erzeu- 
gungen, wegen  ihrer  zu  grossen  Oomplicirtheit,  hinter  denen  durch 
correlatiye  Netze  oder  Gebüsche  an  Wichtigkeit  zurückstehen. 


Dnpel  einer  Congrnenz  2.  Grades;  der  Büschel  quadratischer  Systeme 
3.,  2.  Stufe  von  Gewinden  durch  die  Congrnenz,  bezw.  eine  Regel- 
fläche 4.  Grades. 

g59  Auch    in    einei^   quadratischen   Congrnenz   O   haben    wir   Dupel- 

systeme.  Schneidet  man  eine  solche  Congrnenz  mit  einem  Strahlen- 
netze, so  ist  es  dasselbe,  als  wenn  wir  sie  mit  einer  zum  eigenen  Ge- 
winde F  von  C^  gehörigen  Regelschaar  schneiden.  Folglich  lassen 
sich  die  Düpelsätze  von  F^  auf  O  übertragen,  wenn  man  nur  mit  den 
einschneidenden  Regeischaaren  innerhalb  F  bleibt 
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Die  Ccngrueng  C*  hat  c»*  Bupel  und  wahrend  sie  ihre  oo*  Begd- 
schaa/ren  nur  aus  5  Paaren  von  Gdnischen  eines  Complexes  r\  in  dem 
sie  enthalten  isty  nimmty  rühren  diese  ihre  Dupel  aus  allen  Dupelsystemen 
J?5  von  r*  her.  In  der  That,  wenn  eine  Regelfläche  4.  Gerades  (I.  Art) 
in  r^  liegt,  so  gehören  die  Dapel  von  zwei  verbundenen  Involationen 
in  dasselbe  System  £^  und  nur  solche;  also  zwei  Dupel,  die  nicht  der- 
selben oder  verbundenen  Involutionen  angehören,  sind  nicht  in  dem- 
selben 2Jg  enthalten;  lassen  wir  die  Begelfläche  der  C^  angehören,  so 
zeigt  sich  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung. 

So  gerlegen  sich  also  auch  die  oo^  Dupel  von  O  in  oo^  Systeme  @, 
von  je  cx>'  Dupdn]  jede  zwei  demselben  Systeme  @s  angehörige  Dupel 
sind  durdk,  dreigliedrige  Ketten  oder  Oberhaupt  durch  Ketten  (Nr.  648) 
zu  verbinden,  wobei  die  Regelschaar  zwischen  zwei  benachbarten  Glie- 
dern einer  Kette  von  selbst  in  das  Gewinde  F  von  O  kommt,  oder 
zwei  Dupel  aus  demselben  @8  sind,  wenn  nicht  in  derselben  Begdschaar 
befindlich  (Nachbarn  einer  Kette),  in  Involutionslage. 

Da  innerhalb  F  durch  ein  Dupel  oo^  Regeischaaren  gehen,  so 
trägt  jedes  Dupd  d^  von  O  oo'  Dupel  von  Q},  welche  einen  DupeJbündel 
@2  der  Congruenz  bilden;  es  sind  die  Dupel,  in  denen  sich  die  Regel- 
schaaren  des  Bündels  (F,  ^q)  mit  den  in  der  O  erzeugenden  Gorre- 
lation correspondirenden  Strahlennetzen  eines  andern  Bündels  durch 
ein  Dupel  d^*,  das  zu  dfo  in  Involutionslage  ist,  durchschneiden. 

Jedes  @s  enthält  oo^  Paare  von  Dupdn  und  ermöglicht  d>enso  viele 
Erzeugungen  der  O  durch  correlative  Bündel. 

Die  Gewindebüschel,  deren  Grund-Strahlennetze  die  Dupel  eines 
Systems  JSg  von  F^  zu  Leitgeraden  haben,  bilden  ein  quadratisches 
System  4**'  Stufe  S^^  von  Gewinden,  das  durch  JT*  geht;  zu  seiner 
Herstellung  reicht  schon  ein  in  £^  befindliches  Dupelgebüsche  U^  hin. 

Nimmt  man  die  zu  C^  gehörigen  Dupel,  so  sind  die  Büschel  zu 
F  in  Involution,  da  ihre  Gebüsche  die  Axen  in  JT  haben;  durch  diese 
Bedingung  der  Involution  zu  F  oder  der  Zugehörigkeit  zu  dem  Ge- 
webe S^f  das  zu  F  in  Involution  ist,  wird  aus  dem  S^  ein  quadratisches 
System  3.  Stufe  S^^  ausgeschieden. 

Die  Gewindebüschd^  deren  Grund-Strahlennetze  die  Dupel  eines  Systems 
@3  von  O  zu  Leitgeraden  haben,  bilden  ein  quadratisches  System  3.  Stufe 
8^^  von  Gewinden,  zu  dessen  Herstellung  schon  ein  Dupelbündel  @2  ^^^ 
@3  hinreidht. 

Dass  8^^  durch  F^  geht,  bedeutet,  dass  die  Axen  der  Strahlen- 
gebüsche in  8^  den  Gomplex  F^  erfüllen;  die  der  Gebüsche  in  8^* 
müssen,  wegen  der  Involution  derselben  zu  F,  auch  in  F  liegen;  also 
erfüllen  sie  C  =  F^F. 
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Wir  erhalten  so  den  Büschel  B(C*)  von  Systemen  Ä,*,  der  durch  O 
geht  oder  richtiger  durch  Hf^(0)j  wenn  wir  darunter  den  Inbegriff 
2.  Stufe  4.  Grades  der  Strahleng^nische  verstehen,  welche  die  Strählen 
von  O  m  Axen  helfen.  Er  ist  4  Grades;  weil  4  von  seinen  GebQschen 
in  jedes  lineare  System  3.  Stufe  von  Gewinden  fallen,  da  ja  O  und 
das  Strahlennetz  der  Axen  der  Strahlengebüsche  in  diesem  Systeme 
Q.,  Nr.  144)  sich  in  4  Strahlen  (I,  Nr.  34)  schneiden. 

660  Wir  sind  im  Vorangehenden  zu  diesem  Bflschel  B(0)  vermittelst 

eines  durch  C^  gehenden  Complezes  JT*  gelangt  und  müssen  ver- 
suchen, ihn  einfacher  zu  erhalten.  Dazu  ist  es  nothwendig,  aus  dem 
Satze  (I,  Nr.  98),  dass,  wenn  zwei  Regeischaaren  in  einem  Gewinde 
sich  befinden^  dies  auch  für  die  ihnen  verbundenen  Regeischaaren  gilt, 
eine  Folgerung  zu  ziehen: 

Wenn  ein  Strahlennetz  [l,  ZJ  mit  einer  Begelschaar  G  in  einem 
Gewinde  sich  "befindet,  dann  sind  die  Leitgeraden  l,  \  und  die  Leitschaar 
L  von  G  in  einem  Strahlennetee  enthalten;  und  umgekehrt. 

In  der  That,  es  sei  X  die  durch  2,  l^  und  eine  beliebige  Gerade 
m  gelegte  Regelschaar;  ihre  Leitschaar  q  befindet  sich  in  [{,  l{\  und 
also  mit  G  in  einem  Gewinde;  folglich  sind  auch  X  und  L  in  einem 
Gewinde;  d.  h.  durch  l,  l^,  L  und  die  beliebige  Gerade  m  geht  ein 
Gewinde^  was  erfordert,  dass  l,  l^  und  L  durch  ein  Strahlennetz  ver- 
bunden sind. 

Umgekehrt,  es  sei  dies  der  Fall;  dann  ist  die  Leitschaar  einer 
jeden  in  [l,  l^]  befindlichen  Regel schaar  mit  L,  diese  Regelschaar  also 
selbst  mit  G  durch  ein  Gewinde  verbunden.  Wir  können  uns  unend- 
lich viele  Dupel  von  Geraden  in  [/,  Z,]  aussuchen,  die  nicht  mit  G  zu 
einem  Strahlennetze  gehören,  denn  das  durch  G  und  einen  Strahl 
des  Dupels  gelegte  Strahlennetz  hat  ja  mit  [l,  Z^]  nur  noch  einen 
Strahl  gemeinsam.  Durch  ein  solches  Dupel  und  G  ist  also  ein  Ge- 
winde bestimmt;  sind  daher  q,  q^  zwei  durch  das  Dupel  gehende 
Regeischaaren  von  [{,  Ij],  so  fallen  die  Gewinde,  welche  sie  mit  G 
verbinden,  in  eins  zusammen,  welches  dann  das  ganze  Strahlennetz 
[Z,  ZJ  enthält.  —  Ziehen  wir  aber  gleich  noch  eine  zweite  Folgerung 
aus  dem  nämlichen  Satze,  die  wir  bald  gebrauchen  werden: 

Wenn  ein  Strahlennete  [Z,  ZJ  mit  mjoei  Geraden  g,  g^  durch  ein 
Gewinde  verbunden  ist,  so  ist  auch  das  Strahlennete  [g,  g{[  mit  l,  l^ 
durch  ein  Gewinde  verbunden. 

Wenn  nämlich  g^  ein  Strahl  von  [l,  Z|]  und  Zg  einer  von  \g,  jrj 
ist,  so  seien  il,  q  die  Regeischaaren  (}lil^  und  (ßgig$),  q,  X'  ihre  Leit- 
schaaren;   diese  befinden  sich  bezw.  in  [/,  l^\  {g,  g{\\   folglich  sind  q 
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and  q'  beide  in  dem  Gewinde  enthalten,  welches  [l,  l^]  mit  g,  g^  ver- 
bindet; daher  sind  auch  X  und  X'  in  einem  und  demselben  Gewinde 
gelegen,  und  dieses  enthält  ly  Z,  als  Strahlen  von  X  und  das  Netz 
\3y  9\\j  ^^^  ®B  ^'  ^^^  ^^°^  Strahle  2,  ^on  X  verbindet. 

Nunmehr  betrachten  wir  in  0}  die  Dupd  d  eines  Bündels  @g,  661 
dessen  Träger  d^  sei;  wir  wollen  zeigen,  dass  von  den  Gemndebüscheln 
durch  die  Strahlennetze  [d]  ein  System  3.  Stufe  2.  Grades  S^  erzeugt 
tüirdy  d.  h.  dass  von  seinen  Gewinden  2  einem  gegebenen  Netze  an- 
gehören. Die  Grund-Regelschaar  desselben  sei  G,  ihre  Leitschaar  L, 
Wenn  ein  Gewinde  gleichzeitig  durch  ein  [d]  und  die  Begelschaar  G 
geht,  so  sind  nach  dem  ersten  unserer  Hilfssätze  die  beiden  Geraden 
von  d  mit  L  durch  ein  Strahlennetz  verbunden,  und  da  d  und  d^ 
durch  eine  ßegelschaar  verbanden  sind,  welche  mit  dem  Netze  das 
Dupel  d  gemein  hat,  so  liegen  Netz  und  Regebchaar  in  einem  Ge- 
winde, offenbar  dem,  welches  durch  d^  und  L  bestimmt  ist;  wir  haben 
es  also  nur  mit  solchen  Dupeln  d  von  S^  ^^  thun,  welche  diesem 
Gewinde  JT",  also  der  Regelfläche  4.  Grades  angehören,  in  der  es  die 
C^  schneidet.  Sie  bilden  auf  ihr  eine  Involution  und  d^  gehört  zur 
verbundenen.  Ein  Strahleunetz,  das  ein  solches  d  mit  L  verbindet, 
schneidet  das  eigene  Gewinde  F  von  C^  in  einer  Regelschaar,  welche 
das  d  mit  den  beiden  Geraden  l,  2^  verbindet,  in  denen  JT  und  L  ein- 
ander schneiden;  L  ist  auch  in  Jf  enthalten;  also  gehören  2,  1^  dem 
Strahlennetze  FF'  an,  d.  h.  demjenigen,  in  dem  sich  die  Regelfläche 
befindet;  und  wir  wissen  aus  Nr.  593,  dass  es  in  der  Involution  der 
d  2  Dupel  giebt,  welche  mit  {,  2}  durch  eine  Regelschaar,  mit  L  also 
durch  ein  Strahlennetz  verbunden  sind.  Das  Netz  [d]  ist  dann  mit 
G  durch  ein  Gewinde  verbunden. 

Jeder  Strahl  von  C^  gehört  zu  einem  Dupel  des  Netzes  @,;  der 
Büschel  durch  [d]  enthält  die  beiden  Strahlengebüsche,  welche  die 
Geraden  von  d  zu  Axen  haben;  und  das  System  II^^(0)  ist  in  S^^ 
enthalten. 

Erweitert  man  den  Dupelbündel  @2  zum  System  3.  Stufe  @3,  so 
bleibt  man  mit  den  Gewindebüscheln  durch  die  [ä]  in  dem  enthaltenen 
S^\  Dafür  kann  man  den  Beweis  von  Nr.  649  unverändert  wiederholen; 
denn  das  Strahlennetz  (d^d^)  fällt  ganz  in  das  eigene  Gewinde  von  C^ 
und  hat  also  mit  dieser  Gongruenz  eine  q*'  gemeinsam. 

So  entspricht  jedes  der  Systeme  S^^  des  Büschels  B(C)  einem  der 
Systeme  @s  von  Dupeln  der  O. 

Aus  dieser  Entstehungsweise  ersehen  wir,  dass  ein  System  S^^  oo^ 
Büschel  enthält. 
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662  Zu,  5  besonderen  Dupelsystemen  @g  führen  die  5  Taare  verknüpfter 
Regelschaar-Beihen  der  Congruenz.  Zwei  Dupel  auf  Regeischaaren  der- 
selben Reihe  oder  verknüpfter  Reihen  sind  ja  —  schon  bei  alleiniger 
Benutzung  dieser  Regeischaaren  —  durch  Ketten  zu  verbinden.  Die 
Büschel  nun^  die  von  allen  Dupeln  auf  einer  Regelschaar  q  herrühren, 
befinden  sich  in  dem  Netze,  das  die  Leitschaar  k  zur  Basis  hat.  Diese 
Leitschaar  gehört,  wie  wir  wissen,  zu  einer  der  confocalen  Gongruenzen 
Q.^  von  C^  und  das  diese  enthaltende  Gewinde  Fi  zum  Netze  (A). 

Also  sehen  wir,  dass  in  jedem  der  5  zugehörigen  Systeme  Sf  ^  sich 
die  oo'  Büschel  in  oo^  Netze  veriheilen,  toelche  zwei  getrennte  Systeme 
bilden^  derartig,  dass  jeder  Büschel  i.  a.  nur  in  einem  dieser  Netze  enthalten 
ist;  alle  Netze  des  einen  und  des  andern  Systems  gehen  durch  das  Ge- 
winde Fij  in  dem  die  confoccde  Congruenz  enthalten  ist,  welche  den  beiden 
Begelschaar-Beihen  zugeordnet  ist  (d.  h.  durch  ihre  Leitschaaren  ge- 
bildet wird). 

Sei  r  ein  Gewinde  von  Sl ,.  und  5|  einer  der  erzeugenden  Büsche], 
in  dem  sich  F  befindet,  so  gehört  der  Büschel  FiF  zum  Netze,  in 
welchem  jener  Büschel  S^  enthalten  ist,  also  auch  zu  /S|  ^  •  Mithin 
gebort  jeder  Büschel,  der  Fi  mit  irgend  einem  Gewinde  von  Sj  .  ver< 
bindet,  ganz  diesem  Systeme  an,  ein  nicht  in  S^  ^  befindlicher  Büschel 
durch  J^-  schneidet  daher  nur  in  r«;  d.  h.  dieses  Gewinde  ist  doppelt 
für  5J  .. 

oomit  sind  die  5  Systeme  iS^^  vor  den  Obrigen  dadurch  ausgezeichnet, 
dass  sie  zwei  einfach  unendliche  Schaaren  von  Netzen  enthalten,  femer 
ein  doppeltes  Gewinde  besitzen,  nämlich  je  eins  der  5  Gewinde,  die  durch 
die  confocalen  Congruenzen  gehen,  und  dass  die  Netze  alle  in  diesem 
doppelten  Gewinde  zusammenlaufen. 

Jede  Regelschaar  der  einen  von  zwei  verknüpften  Reihen  schneidet 
sich  mit  jeder  der  andern  in  zwei  Geraden;  das  Strahlennetz,  welches 
diese  Geraden  zu  Leitlinien  hat,  enthält  die  Leitschaaren  der  beiden 
Regeischaaren  und  befindet  sich  in  dem  Gewinde  Fi,  in  welchem  die 
betreffende  confocale  Congruenz  enthalten  ist.  Durch  diese  Dupel  ge- 
langen wir  daher  zu  denjenigen  Gewindebüschdn  von  Sl  .,  welche  in  Fi 
zusammenlaufen  und  in  denen  sich  die  Netze  der  einen  Sdiaar  mit  denen 
der  andern  schneiden. 

663  Wenn  d  die  Dupel  einer  Involution  auf  einer  Regelfläche  q*  4,  Grades 
L  Art  sind,  so  entsteht  durch  die  Gewindebüschel,  welche  die  Sirahlen- 
netze [d\  zu  Basen  höben,  ein  quadratisches  System  2,  Stufe  S^  von 
Gewinden, 

Wir  haben  zu  beweisen,  dass  es  in  ein  gegebenes  Gewindegebüsche 
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oder^  was  dasselbe  ist*,  durch  dessen  zwei  Grandgerade  g^  g^  2  Gewinde 
sendet. 

Wenn  also  eins  der  Strahlennetze  [d]  mit  diesen  beiden  Geraden 
g,  g^  durch  ein  Gewinde  verbunden  ist,  dann  ist  auch  das  Netz  [g^  g^ 
mit  dem  Dupel  d  darch  ein  Gewinde  verbunden;  und  umgekehrt.  Die 
Gewinde  durch  [^,  g{\  schneiden  in  das  Strahlennetz  [w,  v]  von  9* 
Regeischaaren  ein,  welche  alle  durch  die  beiden  Geraden  gehen,  die 
es  mit  \_ggi\  gemeinsam  hat.  Von  diesen  Regeischaaren  gehen  2  durch 
Dupel  unserer  Involution  auf  9*  (Nr.  593),  und  diese  beiden  Dupel  sind 
dann  mit  [gg{\  durch  Gewinde  verbunden. 

Alle  Gewinde  unseres  Systems  ^2^  gehen  durch  u,  v;  folglich  ist 
es  in  dem  Gewindegebüsche  (ti,  1;)  enthalten. 

In  dem  Büschel  durch  ein  \d\  befinden  sich  die  beiden  Gebüsche, 
welche  die  Geraden  von  d  zu  Axen  haben;  also  enthalten  die  00^  Sy- 
steme Sg*  von  Gewindenj  die  sich  aus  den  00^  Involutionen  von  p*  er- 
gd>€ny  aüe  das  System  Hj^(q^)  1-  Stufe  4.  Grades  der  Gebüschey  deren 
Axen  die  Geraden  von  q^  sind,  und  Hj^{q^)  ist  die  Basis  des  Büschels 
B(9*)  der  S^\ 

Vom  4.  Grade  ist  dieses  Gebüschesystem,  weil  p*  mit  dem  Ge- 
winde, das  durch  die  Axen  der  Gebüsche  in  einem  Gewebe  S^  von 
Gewinden  gebildet  wird,  4  Strahlen,  das  System  also  4  Elemente  mit 
dem  Gewebe  gemeinsam  hat. 

Der  ganze  Büschel  B(q^)  ist  in  dem  GeMsche  5,  von  Gewinden 
enthalten,  für  das  die  Leitgeraden  von  qI^  die  Crrundstrahlen  sind. 

Zum  verbundene  Involutionen  Ih,  Ii  führen  m  dem  nämlichen  S^^. 

In  der  That,  es  sei  dn  ein  Dupel  von  In  und  F  ein  durch  [dh] 
gehendes  Gewinde.  In  Bezug  auf  dasselbe  polarisirt,  gehe  q^  in  q^ 
über;  diese  Fläche  hat  die  Leitgeraden  u,  v  von  q*  ebenfalls  zu  den 
ihrigen,  da  sie  auf  F  liegen,  und  daher  8  Erzeugende  mit  g^  gemein- 
sam. Das  sind  die  4  Schnittgeraden  von  qI^  und  JT,  die  in  sich  selbst 
übergehen,  die  beideh  Geraden  von  dh,  die,  als  polar  in  Bezug  auf  F 
in  einander  übergehen,  und  noch  2  andere  Geraden;  die  Polare,  in 
Bezug  auf  F,  einer  jeden  von  ihnen  muss  auf  q^  und  q'*"  liegen,  also 
die  andere  sein.  Folglich  befinden  sich  diese  beiden  Paare  von  Po- 
laren von  F  in  einer  Regelschaar;  das  zweite  ist  daher  ein  Dupel  di 
von  Ii.  Andererseits  bestimmen  seine  Geraden,  als  polar  nach  F,  ein 
Strahlennetz  [di],  durch  das  F  geht.  Mithin  ergiebt  sich  jedes  Ge 
winde,  das  wir  bei  In  erhalten,  auch  bei  J<. 

Demnach  ist  S^^  von  zwei  Schaaren  von  GewindibHicheln  durchzogen, 
sowie  eine  Fläche  2.  Grades  von  zwei  Geradenschaaren;  je  zwei  Büschel 
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atis  verschiedenen  Schaaren  schneiden  sich.     Die  ^Abbildung  yon  ^3  in 
den  Punktraum  lehrt  dies  unmittelbar. 

Wir  haben  im  Büschel  4  Systeme  S^^  hei  denen  diese  beiden  Schcuiren 
isusammen fallen:  sie  rühren  von  den  4  sich  selbst  verbundenen  Involu- 
tionen her.  Wir  wissen  (Nr.  599)^  dass  die  Strahlennetze^  deren  Leit- 
gerade die  Dupel  einer  yon  diesen  Involutionen  sind,  ein  Gewinde  erzeugen^ 
eins  der  4,  welche  durch  die  Boppeltangenten-Gongruenzen  von  q^  gehen; 
dieses  Gewinde  befindet  sich  daher  in  allen  Büscheln,  und  durch  einen 
Schluss  wie  oben  erkennen  wir  es  als  doppeltes  Gewinde  des  betreffenden 
S^*.  In  der  Abbildung  des  S^  in  den  Punktraum  haben  wir,  diesen  S^^ 
entsprechend^  die  4  Kegel  des  JP^-Büschels,  in  welchen  B(p^)  übergeht. 
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und  Büschel  von  solchen  Systemen. 

664  Wir  haben  schon  wiederholt   vom  Grade  eines  Systems  von  Ge- 

winden gesprochen;    es  empfiehlt  sich,   eine  allgemeine  Definition  zu 
geben. 

Der  Grad  eines  Systems  i^""  Stufe  von  Gewinden  ist  die  Zahl  der 
Gewinde^  welche  es  mit  einem  linearen  Systeme  iSs-i  (5  —  »)*•'  Stufe  ge- 
meinsam hat.  Befindet  es  sich  in  einem  linearen  Systeme  Sk  A;^'  Stufe 
(k  >  1),  so  ist  er  auch  die  Anaahl  der  Gewinde,  die  ihm  mit  einem  in 
dem  Sk  enthaltenen  linearen  System  (k  —  i)*"  Stufe  gemeinsam  sind,  in 
dem  man  dieses  System  als  Schnitt  des  St  mit  einem  Ss^i  auffassen 
kann  (I,  Nr.  156). 

So  ist  z.  B.  ein  System  3.  Stufe  vom  Grade  n,  wenn  es  in 
jedes  Netz  n  Gewinde  sendet,  oder  falls  man  weiss^  dass  es  in  einem 
^4  sich  befindet;  wenn  es  in  einen  BQschel  von  S^  n  Gewinde  sendet; 
denn  jedes  Netz  schneidet  in  S^^  einen  Büschel  ein^  und  umgekehrt^ 
jeder  Büschel  von  5^  ist  Schnitt  dieses  Gewebes  mit  allen  00^  Netzen^ 
die  durch  ihn  gehen. 

Ein  System  5.»  i*"  Stufe  n^  Grades  hat  mit  einem  linearen  Systeme 
St  ein  System  von  der  Stufe  i  +  Z  —  5  gemein,  wenn  t  +  J  ^  5  ist;  der 
Grad  ist  (Ebenfalls  n;  denn  weil  S<»  in  jedes  Ss-i  n  Gewinde  sendet, 
so  bedeutet  dies,  wenn  wir  uns  dies  S^^i  in  dem  Si  liegend  denken, 
was  möglich  ist,  da  i>5  —  f,  dass  der  Schnitt  Si^'Si  mit  dem  S^^i 
oder  /Sf.(tf+{-5)  n  Gewinde  gemein  hat,  also  Tom  Grade  n  ist.  So 
schneidet  z.  B.  ein  S^  in  ein  S^  ein  S^,  in  ein  S^  ein  S^  u.  s.  w.  ein. 
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Ist  i  -j-  Z  BS  5,  80  bedeutet  n  die  Anzahl  der  einzelnen  Gewinde^ 
welche  St^  und  Si  oder  S^-^i  gemein  haben« 

Wenn  ein  quadratisches  System  4.  Stufe  S^*  von  Gewinden  vorliegt,  665 
so  wird  durch  dasselbe  jedem  Gewinde  F  {Pcigewinde)  ein  Gewebe  von 
Gewinden,  das  FolargewAe  von  F  in  Bezug  auf  S^^,  in  der  bekannten 
Weise  der  Polarenbildung  augeordnet. 

Durch  F  gehen  oo*  Büschel  von  Gewinden  (I,  Nr.  157);  wir 
können  sie  uns  am  einfachsten  als  die  Büschel  denken,  welche  F  mit  den 
sammtlichen  Gewinden  eines  F  nicht  enthaltenden  Gewebes  verbinden^ 
da  ein  Büschel  und  ein  Gewebe  stets  ein  Gewinde  gemeinsam  haben. 

Jeder  von  diesen  oo^  von  f  ausstrahlenden  Büscheln  hat  mit  S^^ 
Bwei  Gewinde  gemein,  und  der  Inbegriff  der  Gewinde  in  jedem  der  Büschel, 
welche  m  F  harmonisch  sind  in  Bezug  auf  diese  beiden  Schnittgewinde, 
ist  das  Polargewebe  11. 

Wir  haben  die  Linearität  nachzuweisen.  Wir  verbinden  einen 
beliebigen  Büschel  S^  von  Gewinden  mit  F  zu  einem  Netz  S^]  das- 
selbe schneidet  aus  S^  ein  quadratisches  System  Sj^  1.  Stufe  von  Ge- 
winden. Bilden  wir  dies  Netz  ab  in  das  Punktfeld  der  Nullpunkte 
seiner  Gewinde  in  einer  festen  Ebene;  so  geht  das  quadratische  System 
Sj^  in  einen  Kegelschnitt  {S^*)  über,  fi^  in  eine  Gerade  (Sj),  F  in 
einen  Punkt  (F),  und  die  vierten  harmonischen  Gewinde  in  den  Büscheln, 
die  von  J"  nach  den  Gewinden  von  5^  gehen,  haben  zu  Bildern  die 
Punkte  der  Polare  von  (F)  nach  {S^^),  welche  mit  (S^)  einen  Punkt 
gemein  hat;  also  liegt  von  den  vierten  harmonischen  Gewinden  1  in 
dem  Büschel  S^. 

Das  System  2.  Grades  3.  Stufe,  in  dem  sich  S^^  und  n  schneiden, 
wird  durch  die  Gewinde  gebildet,  in  denen  S^*  von  durch  F  gehenden 
Büschdn  berührt  wird. 

Liegt  F'  in  dem  Polargewebe  n  von  F  in  Bezug  auf  S^,  oder  ist 
F'  zu  F  „conjugirif^,  so  ist  auch,  wie  der  Büschel  FF  unmittelbar 
zeigt^  F  im  Polargewebe  11'  von  F'  gelegen. 

Wir  haben  die  involutorische  Corrdation  im  Gewinde-Baume  von  5 
Dimensionen,  die  wir  als  Polar  System  oder  Polarcorrdation  mit  der 
yfiasis^  oder  dem  „Kem^  SJ  bezeichnen  lönnen. 

Jedes  Gewinde  F  hat  also  in  derselben  ein  polares  Gewd>e;  die  oo^ 
Gewinde^  oo*  Büschel,  oo®  Netze  oder  Bündel,  oo*  Gebüsche  desselben 
(I,  Nr.  151)  werden  wir  zu  F  conjugirt  nennen. 

Der  Pol  F  eines  beliebigen  Gewebes  11  ist  das  Schnittgewinde 
der  Polargewebe  von  5  Gewinden  jenes  Gewebes,  welche  für  dessen 
Constituirung  geeignet  sind,  und  die  oo^  Büschel,  oo^  Netze,  oo^  Ge- 
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husche^  oo*  Geioebe^  die  dwch  den  Fol  F  gehen  (I,  Nr.  157),  Jieissen  zu 
n  conjtigiri. 

Weiter  seien  77,  77'  die  Polargewebe  von  JT,  f;  sie  schneiden 
sich  in  einem  G-ebüsche  IUI'  (l^  Nr.  156);  jedes  Gewinde  dieses  Ge- 
büsches sendet  sein  Polargewebe  durch  JT  and  Vy  also  durch  den 
Büschel  rV  und  daher  wiederum  jedes  Gewinde  dieses  Büschels  das 
seinige  durch  jedes  Gewinde  des  Gebüsches. 

Die  Polargetpebe  der  Gewinde  eines  Büschels  bilden  einen  Büschel, 
dessen  Basis-Gebüsche  toir  eum  Büschel  polar  nennen  können. 

Ebenso  erzeugen  die  Polargetoebe  der  Gewinde  eines  Netzes  einen 
Bündel  (oder  ein  Netz)  von  Geweben^  dessen  Basis  das  Netz  ist,  das 
irgend  dreien  von  ihnen  gemeinsam  ist  und  das  daher  zum  gegebenen 
Netz  polar  genannt  wird;  die  Polargewebe  der  Gewinde  des  neuen 
Netzes  haben  das  gegebene  Netz  gemein. 

Zu  einem  Gebüsche  von  Gewinden  ergibt  sich  als  polares  GdMde 
ein  Büschel^  welcher  den  Polargeweben  aller  Gewinde  des  Gebüsches 
gemein  ist,  derselbe,  zu  welchem  das  Gebüsche  als  polares  Gebilde 
gehört. 

Zu  einem  Büschel  8^  werden  wir  canjugirt  nennen  alle  Gewebe, 
welche  durch  das  polare  G-ebüsche  gehen,  die  Polargewebe  aller  Ge- 
winde von  iSjL,  aber  auch  die  oo'  Netze,  oo*  Büschel,  oo^  Gewinde  des 
Gebüsches,  welche  polar  sind  zu  den  ebenso  zahlreichen  Netzeu,  Ge- 
büschen, Geweben  durch  /S^,  so  dass  auch  8^  zu  ihnen  conjugirt  isi 

U.  8.  f. 

In  jedem  Büschel  von  Gewinden  haben  wir  eine  Involution  con- 
jugirter  Gewinde,  in  der  die  Schnittgewinde  mit  S^^  die  Doppel- 
elemente sind. 

In  jedem  Netze  erhält  man  ein  zweistufiges  Polarsystem,  in  dem 
jedem  Gewinde  des  Netzes  der  Büschel  polar  ist,  den  das  Netz  mit 
dem  Polargewebe  des  Gewindes  gemeinsam  hat;  wir  haben  dies  oben 
in  ein  polares  Punktfeld  abgebildet. 

ü.  8.  f. 

Aber  auch,  dual,  jeder  Büschel  von  Geweben  (mit  einem  Ge- 
büsche als  Basis)  ist  involutorisch  mit  conjugirten  Geweben  als  ge- 
paarten, d.  h.  solchen,  von  denen  eines  und  dann  jedes  durch  das 
Polgewinde  des  andern  geht. 

Es  ist  nicht  möglich,  alle  diese  wegen  der  höheren  Dimension 
viel  reichhaltigeren  Beziehungen  zu  verfolgen;  das  Gesagte  mag  hin- 
reichen. 

666  Dagegen  mag  noch  die  selbständige  Herstellung  dieser  fünfdimen- 


ihre  Polarcorrelationen  und  Büschel  tod  solchen  Systemen.  209 

sionälen  Pölarcorrelation  besprocheD  werden^  bei  welcher  wir  nicht  von 
der  Basis  S^  ausgehen,  sondern  von  der  Gorrelation  aus  zu  ihr  ge- 
langen,  sie  durch  dieselbe  definiren  und  ihre  Mannigfaltigkeit  er- 
mitteln. 

In  einer  PolarcarrelaHon  gi^t  es  <xfi+^+^+^+^^  also  cx>^*  Polar- 
sextupel  von  Gewinden  oder^  wenn  wir  das  Wort  bilden  wollen:  Polar- 
Sechsgetvinde;  man  construirt  zu  einem  Gewinde  I\  das  Polargewebe 
Ilif  nimmt  in  ihm  F^y  sodass  das  Polargewebe  1X2  durch  F^  geht, 
darauf  in  dem  Gebüsche  iJ^/Tg  das  Gewinde  F^y  in  Il^II^n^  wieder- 
um F4,  ...;  n^  ist  eindeutig  bestimmt  als  gemeinsames  Gewinde  der 
fünf  bisher  construirten  Polargewebe.  Jedes  der  6  Gewinde  hat  das 
Verbindungsgewd>e  der  5  andern  jsu  seinem  polaren. 

Durch  ein  solches  Polar -Sextupel  F^  F2  ...  F^  und  ein  weiteres 
Paary  bestehend  aus  einem  Polgewinde  Fq  und  dem  zugehörigen  Polar- 
gewebe  11^,  ist  die  Corrdation  bestimmt 

In  jedem  der  15  Verbindungs- Büschel  F^F^,  ...  F^Fq  oder 
93i2;  •  •  •  ^M  haben  wir  eine  Involution;  die  in  93^2  ^'  ^-  ^^  durch 
das  Paar  F^F^  und  das  aus  den  Schnitten  mit  den  Geweben  F^F^F^F^F^ 
und  IIq  bestehende  Paar  bestimmt. 

Bezeichnen  wir  entsprechend  den  Bündel  FtFkFi  mit  Bm,  das 
Gebüsche   FtFkFiF^   mit    Ga/m   und   das   Gewebe   FiFtFiF^Fn   mit 

Es  sei  nun  ein  beliebiges  Gewinde  F  gegeben;  wir  bilden  die 
Gewebe 

-*  ("^8466>    "'2456  >    ^2866;    ^nißf    "^«3«); 

schneiden  mit  ihnen  die  Büschel  Sd,^,  S3|8,  SS^^y  93i5,  ^i6  ^^^  suchen 
in  deren  Involutionen  zu  diesen  Schnittgewinden  die  gepaarten: 

■*ia?  ^18»  ^uj  ^16;  -Mie- 

Das  Gewebe  77,  welches  sie  verbindet,  ist  das  dem  F  entsprechende. 

Die  in  den  übrigen  Yerbindungsbüscheln  analog  construirten  Ge- 
winde befinden  sich  in  77.  In  der  Tbat,  es  sei  z.  B.  F^^  in  der  In- 
volution von  93)3  dem  Schnittgewinde  mit  dem  Gewebe  FG^^^  ge- 
paart; in  den  Bündel  B^^t  schneiden  die  3  Gewebe  F^G^^^,  G^a^ße,  ^^8466); 
welche  alle  durch  das  Gebüsche  FB^j^  gehen,  3  Büschel  ein,  welche 
das  Gewinde  F*^  in  dem  sich  dies  Gebüsche  und  der  Bündel  B^^i 
schneiden^  gemeinsam  haben  und  von  ihm  nach  Fj,  F^,  F^  gehen. 
Man  erhält  dann,  innerhalb  B^^^  bleibend,  Tgj,  Tji,  r„  dadurch,  dass 
man  die  Büschel  Söjs,  8ai,  ©ig  mit  den  Büscheln  F^iF^,  F^,  F^) 
bezw.  schneidet  und  zu  den  Schnittgewinden  in  den  Involutionen  die 
gepaarten   sucht.    Auch  diese  Involutionen  in  ^^iy  •  •  •  ergeben   sich 

Stnrm,  Liniengeometiio.    HL  14 
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zweidimensional:  die  4  Gewebe  P^B^^^r^f  F^,  F^)  und  FIq  schneiden 
in  £^28  ^  Büschel  ein,  von  denen  Bq  der  vierte  sei  nnd  die  drei  ersten 
das  Gewinde  PJ^*,  welches  dem  Bündel  JB^gg  mit  dem  Gebüsche  FqB^;^ 
gemeinsam  ist,  mit  F^y  Fg,  F^  verbinden;  so  wird  z.  B.  das  zweite 
Paar  der  Involution  in  ^^s  durch  die  Schnittgewinde  mit  den  Büscheln 
Bq  und  F^Fq*  gebildet  Wir  haben  es  demnach  in  der  That  mit 
einem  zweidimensionalen  Probleme  zu  thun  und  wissen  aus  der  Theorie 
des  ebenen  oder  zweidimensionalen  Polarsystems,  dass  i^sg,  F13,  F^^ 
in  einem  Büschel  sich  befinden. 

Also  gehören  F^  und  alle  ähnlich  construirten  Gewinde  in  den 
übrigen  die  5  Gewinde  F^t  ...  F^  verbindenden  Büscheln  zu  dem 
Gewebe  11,  das  durch  F^^,  ...  F^^  constituirt  wird  und  das  wir  F  zu- 
geordnet haben. 

Somit  ist  die  Unsjmmetrie,  die  durch  Bevorzugung  von  F^  schein- 
bar entstand,  in  Wirklichkeit  nicht  vorhanden. 

Wenn  F  in  Fq  fallt,  so  ist  z.  B.  der  Schnitt  von  SB^g  ^^^  ^o  ^s4M 
das  eine  Gewinde  des  zweiten  Paars,  durch  das  die  Involution  in  diesem 
Büschel  bestimmt  wird,  und  das  gepaarte  Gewinde  ist  daher  das  von 
IIq  eingeschnittene;  IIq  verbindet  also  in  diesem  Falle  alle  die  ge- 
paarten Gewinde  und  ist  das  dem  Fq  zugeordnete  77. 

Ferner,  wenn  F  eines  der  Gewinde  F,-,  etwa  Fj  wird,  so  ist  das- 
selbe in  allen  5  Büscheln  der  Schnitt  mit  Fi(G^^^,  ^»466'  ••-))  ^^ 
gepaarte  Gewinde  ist  bezw.  Fg,  F3,  ...  F^,  also  deren  verbindendes 
Gewebe  @28466  ^^^  ^^  ^^^  ^1  entsprechende  77. 

Wir  haben  nun  die  Linearität  dieser  Beziehung  darzuthun  und 
lassen  also  F  einen  Büschel  durchlaufen.  Die  Büschel  93^2 ;  ®i8>  •••  ^i6 
werden  projectiv,  wobei  die  Schnitte  mit  FG^^^, . . .  F6f2S46  entsprechend 
sind;  folglich  bewegen  sich  auch  die  gepaarten  Gewinde  projectiv  und 
zwar  so,  dass  das  gemeinsame  Gewinde  F^  sich  selbst  entsprechend 
ist;  es  ergiebt  sich,  wenn  F  in  das  Gewebe  @28466  gelangt.  Wir  haben 
nun  zu  zeigen,  dass  die  Gewebe  77,  welche  je  diese  entsprechenden 
Gewinde  F,,,  ...  Fjg  verbinden,  einen  Büschel  bilden,  d.  h.  alle  durch 
dasselbe  Gebüsche  gehen.  Dass  der  Büschel,  welcher  F^^?  ^is  ver- 
bindet, um  ein  Gewinde  F128  (^on  B^^^)  sich  dreht,  ist  zweidimen- 
sionale Eigenschaft  und  daher  nicht  mehr  zu  beweisen«  So  erhalten 
wir   in  jedem   der   Bündel   B^^^,  -^124;   •  •  •   -^166   ^^^   festes   Gewinde 

Fi28, Alle  diese  Gewinde  sind  den  77  gemeinsam,  welche  den  F 

unseres  Büschels  entsprechen.  Dass  F123,  F^^y  F^^  einem  Büschel 
angehören,  ist,  da  wir  dabei  uns  innerhalb  des  Gebüsches  6r,2S4  be- 
wegen,   dreidimensionale   Eigenschaft     Daher   genügt   es,    F^^j,   F124, 


ihre  Polarcorrelaiionen  and  Bdechel  Yon  solchen  Systemen.  211 

^267  Ase  2U  betrachten,  und  diese  constituiren  das  Gebüsche,  das  den 
n  gemeinsam  ist. 

Durchläuft  F  einen  Bündel  ri'r^r^',  so  haben  die  Gewebe,  welche 
den  Gewinden  Fj  des  Büschels  F^'F^'  entsprechen,  alle,  wie  eben  ge- 
funden, ein  Gebüsche  gemein,  also  die  Gewebe,  die  den  Gewinden  der 
Büschel  F^'  Fj  entsprechen,  den  Bündel,  in  dem  dies  Gebüsche  und 
das  F^'  entsprechende  Gewebe  sich  durchschneiden.  Aehnliches  gilt 
beim  Gebüsche*,  und  durchläuft  F  ein  Gewebe,  so  haben  die  ent- 
sprechenden Gewebe  alle  das  Gewinde  gemeinsam,  in  dem  die  5 
den  Gonstituenten  jenes  Gewebes  entsprechenden  Gewebe  sich  durch- 
schneiden. 

Es  sei  wiederum  i7  zu  J*  construirt  vermittelst  der  F|2,  . . .  F^q] 
sodann  sei  i^  in  i7  gelegt,  so  gilt  es  zu  beweisen,  dass  11'  durch  F 
geht  Nehmen  wir  zunächst  an,  F"  sei  F^^,  Weil  dies  Gewinde  zu 
93|2  gehört,  so  muss  11'  zum  Gewebe-Büschel  (®i8456>  ^23456)  gehören, 
also  durch  G^a^  gehen,  ferner,  da  F,,  selbst  der  Schnitt  von  Fjg  G^^^ 
mit  93i2  ist,  durch  das  F^^  gepaarte  Gewinde  in  der  Involution  von 
93^2)  ^ciB  is^  infolge  der  Gonstruction  von  F^,;  ^^^  Schnittgewinde  von 
^^s456  ^^^  ^12)  ^^s  -"^12  zugehörige  Gewebe  verbindet  also  G^^^  mit 
diesem  Gewinde,  ist  daher  FG^^^  und  geht  durch  F.  Folglich  gehen 
die  Gewebe,  welche  den  F^^,  . . .  Fj^  entsprechen,  alle  durch  F,  welches 
also  das  ihnen  gemeinsame  Gewinde  ist;  daher  geht  auch  das  Gewebe, 
das  irgend  einem  Gewinde  F'  des  Gewebes  11  ^  F^,  >  •  •  F^g  entspricht, 
durch  F.    Hierdurch  ist  bewiesen,  dass  die  Besiekung  invöltUorisch  ist*) 

Gruppen  von  6  Gewinden  giebt   es  oo®*^,    ferner   kann  man  auf  667 
oo^  Weisen  dem  festen  Gewebe  IIq  das  Gewinde  Fq  (oder  umgekehrt) 
zuordnen;   andrerseits  aber  kann  die  Polarcorrelation  aus  jedem  ihrer 
oo^^   Polar-Sechsgewinde    construirt   werden,    daher   ergiebt   sich   die 
Mannigfaltigkeit  30  -|-  5  —  15. 

Im  Geunnderaume  giebt  es  oc*^  Polarcorrelaüanen.**) 

Jede  Polarcorrelation  bestimmt  ein  quadratisches  System  4,  Stufe  S^* 

*)  In  I,  Nr.  168  iat  gezeigt  worden,  wie  eine  Collineation  zweier  Gewinde- 
r&ame  herzustellen  ist;  man  kann  daraus  leicht  die  Herstellung  der  allgemeinen 
Correlation  ableiten,  indem  man  den  einen  Raum  dualisirt,  d.  h.  Gewinde,  Büachel, 
.  .  .  durch  Gewebe,  Gebüsche,  .  .  .  ersetzt. 

**)  Allgemeine  Correlationen  giebt  es,  da  zur  Festlegung  7  Gewinde  in  dem 
einen  Baume  und  7  Gewebe  in  dem  andern  als  ihnen  entsprechend  erforderlich 

sind  und  die  einen  oder  andern  beliebig  Ter&ndert  werden  können,  od^'^.    All- 
gemeiner, im  Baume  von  i  Dimensionen  sind  t(t  -{-  '^)  dllgemeine  CollineaHonen 

oder  Correlationen  und  cx>  ,  also  oo  Polarcorrelaiionen  möglich. 


14 
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van  Gewinden:  dm  Inbegriff  der  sich  selbst  conjugirten  (Je  in  ihre  Po- 
largewebe  fallenden)  Gewinde;  jeder  Büschel  enthält  2,  die  Doppel- 
Elemente  seiner  Involution  conjugirter  Gewinde^  und  alle  zu  einem 
Gewinde  F  conjugirten  Gewinde,  die  yierten  harmonischen  zu  F  in 
den  öo^  BQscheln  durch  F  in  Bezug  auf  diese  Doppel-  oder  Schnitt- 
gewinde mit  S^^  erzeugen^  wie  wir  wissen,  das  Folargewfbe  von  F  nach 
S^,  das  so  mit  dem  Polargewebe  nach  der  PolarcorrelaMon  zusammenfäUL 

Weil  Polarcorrelation  und  quadratisches  System  S^  sich  gegen- 
seitig eindeutig  bestimmen,  so  haben  wir: 

Es  giebt  <x>^  quadratische  Systeme  4.  Stufe  von  Gewinden.*) 

668  Eine  Polarcorrelation  zeichnet  sich  besonders  atAs:  in  ihr  ist  eu  jedem 
Gewinde  das  Gewd>e  aUer  Gewinde  polar ^  die  m  ihm  in  Involution  sind; 
die  den  Gewinden  eines  Büschels  entsprechenden  Gewebe  gehen  durch 
das  Gebüsche  der  Gewinde,  welche  sämmtlich  zu  allen  Geweben  des 
Büschels  in  Inyolution  sind,  u.  s.  f. 

Zu  sich  selbst  in  Involution  sind  die  Strahlengebüsche.  Also  ist 
die  Basis  dieser  Polarcorrelation  das  Hauptsystem  H^. 

Jedes  S^  hat  mit  diesem  Hauptsystem  ein  System  3.  Stufe 
4.  Grades  gemein,  das  aus  lauter  Strahlengebüschen  besteht  und  um- 
gekehrt auch  alle  Strahlengebüsche  von  S^  umfasst. 

Die  Axen  derselben  bilden  einen  Complex  2.  Grades;  denn  wie 
mit  jedem  Büschel ,  so  hat  S^  auch  mit  dem  Büschel  von  Gewinden, 
der  aus  den  Strahlengebüschen  besteht,  welche  die  Strahlen  eines 
Strahlenbüschels  zu  Axen  haben,  und  dessen  Grund -Strahlennetz  in 
Bündel  und  Feld  sich  spaltet,  2  Gewinde  gemein:  in  jedem  Strahlen- 
büschel giebt  es  2  Strahlen,  welche  Axen  von  zu  S^  gehörigen  Strahlen- 
gebüschen sind. 

Also  (unter  Anwendung  der  kürzeren  Ausdnicksweise): 

Jedes  System  5/  geht  durch  einen  Complex  2.  Grades;  ausgenommen 
natürlich  H^y  welches  alle  Gomplexe  2.  Grades  enthält  Durch  jeden 
Complex  2.  Grades  gehen  oo^  Systeme  5/  (Nr.  620).  Folglich  muss 
die  Mannigfaltigkeit  von  S^^  um  1  höher  sein  als  die  von  F^]  jene  ist 
20,  diese  19. 

669  In  Bezug  auf  ein  quadratisches  System  4.  Stufe  S^^  yon  Gewinden 
haben  wir  zu  jedem  Gewinde  F  oder  Sq  —  indem  wir  es  der  Gleich- 
mässigkeit  der  Bezeichnung  halber  als  lineares  System  0^*^  Stufe  auf- 


*)  Oder   allgemeiner,  es  giebt  oo'^  quadratische  Bäume  4,  Stufe  in  einem 
Haume  von  5  Dimensionen. 


ihre  Polarcorrelationen  und  Bfischel  von  solchen  Systemen.  213 

fassen  —  ein  Polargewebe  S^]  bewegt  sich  8^  in  einem  Äi,  5,,  S^,  S^, 
so  „dreht  sich"  S^  um  ein  S^y  S^y  S^,  Sq  (Nr.  665),  und  so  ist  jedem 
linearen  Systeme  i*®'  Stufe  Si  ein  lineares  System  (4  —  *)*•'  St—»-  polar. 
Wird  z.  B.  das  Hauptsystem  H^^  zu  Grunde  gelegt,  sind  zwei  polare 
Systeme  stets  solche,  die  sich  stützen. 

Wenn  Sq  zu  S^^  gehört,  so  fallt  in  einem  beliebigen  Büschel  durch 
Sq,  weil  dieses  durchweg  eins  der  Schnittgewinde  mit  S^  ist,  das 
yierte  harmonische  Gewinde  in  S^,  und  dies  gelangt  so  in  das  Polar- 
gewebe S4,  und  nur  dann,  wenn  Sq  zu  8^*  gehört.  In  jedeip  der  cx)^ 
Büschel  durch  Sq,  welche  mit  8^  ausser  Sq  noch  ein  unendlich  nahes 
Gewinde  gemein  haben,  wird  das  yierte  harmonische  Ge¥dnde  unbe- 
stimmt; der  ganze  Büschel  gehört  zu  8^. 

Das  Tolargewebe  oder  —  wie  es  in  diesem  Falle  auch  heisst  — • 
das  Tangential-  oder  Berührungsgetoebe  eines  zu  8J  gehörigen  Gewindes 
8q  besteht  aus  cx>^  von  8q  ausgehenden  Büscheln^  allen,  welche  8^^  in  8q 
berühren.  Unter  diesen  Büscheln  muss  es  solche  geben,  welche  ein 
von  8q  verschiedenes  Gewinde  des  Schnitts  ^4*54  enthalten,  also  3  Ge- 
winde von  ^4^  und  deshalb  ganz  zu  diesem  Systeme  gehören«  Diese 
Büschel  erfüllen  dann  jenen  Schnitt,  und  es  sind  ihrer  deshalb  cx)^ 

Unter  jenen  c»^  Büscheln  befinden  sich  00*,  welche  gam  zu  8^^  ge- 
hören; durch  sie  entsteht  der  8chnitt  von  8^  mit  dem  Tangentidgewebe  8^. 

Indem  die  übrigen  durch  8q  gehenden  Büschel  von  S4  nur  8^ 
mit  8^^  gemein  haben,  unrd  8^  doppeltes  Gewinde  für  den  genannten 
8chniU*) 

Auch  umgekehrt,  jeder  durch  8q  gehende  Büschel,  der  ganz  eu  84^ 
gehört,  gehört  auch  ganz  zum  Tangeniialgewebe  von  8q,  und  wenn  es  in 
8^  ein  durch  8^  gehendes  Netz  giebty  so  beweisen  dessen  von  8^  aus- 
gehende Büschel,  dass  es  ebenfalls  ganz  im  Tangentiälgewebe  ent- 
halten ist 

Wenn  8^  das  Hauptsystem  H^^  ist,  so  ist  ein  ihm  angehöriges 
8q  ein  Strahlengebüsche,  und  S4  ist  ein  Gewebe  mit  Grundstrahl,  der 
Äxe  dieses  Gebüsches.  Die  00^  Büschel,  welche  ganz  zu  H^  gehören, 
sind  diejenigen,  deren  Gebüsche  je  die  Strahlen  eines  durch  diese  Axe 
gehenden  Strahlenbüschels  zu  Axen  haben;  in  den  blos  berührenden 
Büscheln  haben  die  Gebüsche  sich  vereinigt:  das  Grund-Strahlennetz 
ist  Singular. 

Zwei  polare  Systeme  8^  und  5,  haben  im  allgemeinen  kein  Ele- 
ment gemein;  im  besondern  Falle  aber  können  sie  ein  Gewinde  8q 
gemeinsam  haben  oder,  noch  specieller,  8^  befindet  sich  in  8^. 

*)  Wir  konnten  diesen  Schnitt  einen  „Kegel  2.  Grades  8.  Stnfe  von  Ge- 
winden** nennen. 
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Im  ersteren  Falle  gehört  Sq,  welches  in  sein  Polargewebe  £(4  föUt^ 
da  dies  durch  S^  geht,  zu  8^,  und  diesem  Polar-  oder  Tangentialgewebe 
gehören  dann  8^  und  8^  an,  da  die  Polargewebe  aller  Gewinde  von 
81  f  8^  durch  8^y  8^  gehen.  Alle  durch  8q  gehenden  Büschel  von  ^4 
berühren  8^^  in  8^,  insbesondere  also  auch  8^  und  die  oc^  durch  8q 
gehenden  Büschel  yon  8^. 

Wenn  ein  Sj  und  ein  8^ ,  die  in  Beeug  auf  8^  polar  sind^  ein  Gewinde 
8q  gemeinsam  haben,  so  liegt  dies  in  8/  und  beide  linearen  8ysteme  be- 
rühren in  ihm  8^^  und  einander. 

Nunmehr  gehöre  8^  gang  m  8^;  dann  gehört  8^  ganz  zu  8^^,  und 
umgekehrt  das  System  8^,  welches  zu  einem  in  8^^  befindlichen  8^ 
polar  ist,  enthält  diesen  Büschel.  5,  berührt  dann  8^  in  allen  Gewinden 
von  5i,  d.  h.  alle  Büschel  von  Äj,  welche  8^  schneiden,  berühren  8^ 
im  Schnittgewinde  (Berührung  zweiter  Art). 

Jedes  Gewinde  von  8i  ist  daher  doppelt  für  den  8chnitt  von  8^  mit 
S4';  dieser  zerfällt  in  zwei  Gewindenetee^  wie  die  Abbildung  von  8^  in 
den  Punktraum  unmittelbar  ergiebt. 

Handelt  es  sich  um  H^^  so  besteht  im  zweiten  Falle,  wo  8^  ganz 
dem  ^3,  auf  das  er  sich  stützt,  angehört,  dieser  Büschel  aus  lauter 
Strahlengebüschen,  deren  Axen  einen  Büschel  bilden;  in  allen  diesen 
Gebüschen  berührt  8^  das  Hauptsystem.  Dies  System  8^  besteht  aus 
den  Gewinden,  welche  durch  jenen  Strahlenbüschel  gehen.  Die  beiden 
Netze  von  Gewinden,  aus  denen  der  Schnitt  von  8^  und  H^  besteht, 
sind  die  Systeme  der  Strahlengebüsche,  deren  Axen  durch  den  Scheitel 
des  StrahlenbQschels  gehen,  und  derjenigen,  deren  Axen  in  seine  Ebene 
fallen:  Systeme,  für  welche  sich  von  selbst  die  Namen:  Bündel,  Feld 
von  8irahlengAüschen  darbieten.  Dass  sie  Netze  sind  und  in  der  be- 
kannten Weise  aus  3  ihrer  Strahlengebüsche  constituirt  werden  können, 
bedarf  keiner  Erörterung;  da  ja  ein  Bündel  oder  ein  Feld  von  Strahlen 
durch  drei  seiner  Strahlen  constituirt  wird.  —  Die  Grund-Regelschaar 
eines  solchen  Netzes  hat  sich  jedoch  zu  einem  Bündel  oder  Felde  von 
Strahlen  erweitert. 

670  Zu)ei  Netze  8^  und  8^',  die  in  Bezug  auf  8^^  polar  sind,  haben  im  all- 

gemeinen kein  Gewinde  gemein;  im  speciellen  Falle  aber  können  sie 
ein  Sq  oder  ein  8^  gemeinsam  haben  oder  zusammenfallen.  8^  und 
8^  haben  ein  Gewinde  Sq  gemeinsam,  wenn  in  einem  Netze  8^,  das  durch 
ein  Gewinde  Sq  von  64^  geht,  alle  durch  Sq  gehenden  Büschel,  die  ja  8^ 
ausfüllen,  d€tö  System  8^^  in  8q  berühren;  daraus  folgt,  dass  dann  Sq 
zu  den  Polargeweben  aller  Gewinde  von  5,,  also  zu  ^2'  gehört  Beide 
Netze  82  und  8.^'  befinden  sich  im  Tangentialgewebe  8^  von  Sq,  und 
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daher  berühren  atich  alle  durch  Sq  gehenden  Büschel  von  5/  das  System 
8^^  in  5o. 

Der  Schnitt  van  S^  sowohl  toie  von  S2  mit  S^*  hat  in  S^  ein  Doppd- 
gewinde  und  zerfäüt  daher  in  tswei  in  demselben  sich  schneidende  Büschel, 

Das  Netz  S^  liege  so  jsu  S^^  dass  die  Büschel  in  ihm,  welche  von 
zweien  seiner  G-ewinde  fächerförmig  ausgehen,  in  diesen  Gewinden  S^^ 
berühren;  dann  gehören  dieselben  und  infolge  dessen  auch  ihr  Büschel 
Si  zu  den  Polargeweben  aller  Gewinde  von  S^,  also  zum  polaren  Netze 
S^.  Jedes  Gewinde  von  S^^  befindet  sich  demnach  in  seinem  Polar- 
gewebe^  so  dass  der  ganze  Büschel  S^  in  SJ  enthalten  ist. 

Beide  Netze  S^  und  S^'  gehören  zu  dem  Polargebüsche  S^  des  S^, 
und  folglich  berühren  alle  Büschel  des  einen,  wie  des  andern  das  Sy- 
stem iS/  je  in  den  Schnittgewinden  mit  S^.  Die  beiden  zu  einander 
polaren  Netze  berühren  Sj^  und  einander  in  allen  Gewinden  von  S^  (Be- 
rührung zweiter  Art). 

Endlich  machen  wir  dieselbe  Voraussetzung  für  die  Büschel  von  S^, 
die  von  3  beliebigen  Gewinden  F,  r\  F"  ausstrahlen.  Diese  und  also 
das  ganze  Netz  S^  befinden  sich  in  den  Polargeweben  aller  Gewinde 
von  S^'^  also  ist  S^  mit  S^  identisch. 

Das  ganze  Netz  S^  ^^  S^  gehört  zu  S^. 

Wenn  zwei  in  Bezug  auf  E^  polare  Netze  8^,  S2,  also  zwei  sich 
stützende  Netze  ein  S^  gemein  haben,  so  gehört  dies  zu  H^^  und  ist 
ein  Strahlengebüsche.  Die  Axen  der  Strahiengebüsche  eines  jeden  der 
beiden  Netze  erfüllen  die  Grund-Regelschaar  des  andern,  die  Leitschaar 
der  eigenen.  Zwei  yerbundene  Regeischaaren  haben  eine  und  nur 
eine  Gerade  gemein,  wenn  sie  in  zwei  Strahlenbüschel  (0,  o),  (0\  m\ 
bezw.  (Oj  (o),  (P\  (o)  zerfallen.  Ein  Gewindenetz,  dessen  Grund-ßegel- 
schaar  in  zwei  Strahlenbüschel  zerßlllt,  berührt  das  Hauptsystem  H^^ 
in  dem  Strahlengebüjsche,  dessen  Axe  der  Doppelstrahl  des  Büschel- 
paars ist,  und  dasselbe  thut  das  zu  ihm  in  Involution  befindliche  Netz. 

Wenn  aber  die  beiden  Netze  einen  ganzen  Büschel  gemeinsam 
haben,  so  ist  dies  nicht  anders  möglich,  als  dass  die  zwei  Büschel 
(0,  o),  ((7,  oh')  und  infolge  dessen  alle  4  zusammenfallen.  Dadurch 
erhalten  wir  ein  besonders  interessantes  specielles  Netz  von  Gewinden,  mit 
dem  wir  uns  etwas  genauer  vertraut  zu  machen  haben. 

In  der  Leitschaar  X  einer  zu  einem  Gewinde  F  gehörigen  Regel- 
schaar  q  haben  wir  bekanntlich  eine  Involution  von  Geraden,  die  in 
Bezug  auf  F  polar  sind.  Machen  wir  diese  Dupel  zu  Leitgeraden  von 
Strahlennetzen,  so  erzeugen  die  durchgehenden  Büschel,  zu  denen  allen 
F  gehört,  ein  Netz  von  Gewinden;  denn  alle  diese  Strahlennetze  und 
Gewinde  gehen  durch  q. 
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Wir  lassen  q  in  zwei  Strahlenbüschel  mit  gemeinsamem  Strahle 
zerfallen^  so  geschieht  dies  auch  bei  X,  und  die  polaren  Geraden  durch- 
laufen diese  Büschel  von  X  projectiv.  Fallen  die  beiden  Büschel  Ton 
Q  in  einen  {0,  cai)  zusammen,  so  vereinigen  sich  in  diesen  Strahlen- 
büschel von  r  auch  die  beiden  Büschel  von  A;  jeder  Strahl  g  desselben 
ist  dann  ja  sich  selbst  polar.  Das  Strahlennetz,  das  er  aus  F  aus- 
scheidet; ist  ein  singuläres  mit  diesem  Strahle  als  der  einzigen  Leit- 
geraden: es  wird  durch  die  Strahlenbüschel  von  F  erzeugt ,  zu  denen 
g  gehört;  oder  die  Projectivität;  die  ausser  der  Leitgeraden  zu  seiner 
endgiltigen  Bestimmung  noch  erforderlich  ist;  ist  die  durch  das  Ge- 
winde bestimmte;  in  der  je  der  Scheitel  und  die  Ebene  eines  durch 
g  gehenden  Strahlenbüschels  von  F  einander  entsprechen.     Also: 

Ein  Strahlenbüschel  (0,  cd)  eines  Gewindes  F  scheidet  aus  F  oo^  sin- 
gulare Strahlennetee  aus,  für  welche  die  verschiedenen  StrcMen  von  (0;  m) 
die  einzigen  Leitgeraden  sind;  die  Büschel  durch  diese  StrcMennetat  er- 
zeugen ein  Netz  8^  voti  Gewinden. 

Jeder  von  diesen  Büscheln  hat  nur  ein  Strahlengebüsche,  oder 
die  Strahlengebüsche;  die  sich  auf  die  Strahlen  von  (0;  <d)  stützen,  — 
ihr  Büschel  m&ge  mit  {0,  cd}  bezeichnet  werden  —  sind  die  einzigen 
im  Netze.  Folglich  hat,  abgesehen  von  dem  Büschel  {0;  cd);  jeder 
Büschel  von  S^  nur  ein  Gebüsche;  daS;  in  dem  er  den  { 0;  o }  schneidet ; 
sein  Grund -Strahlennetz  ist  auch  singulär  und  dessen  einzige  Leit- 
gerade  gehört  zu  (0;  cd). 

(0;  cd)  gehört  zu  jedem  Gewinde  des  Netzes ,  und  die  Grund- 
Strahlennetze  des  von  demselben  ausgehenden  Büschels  von  S^  werden 
ebenso  aus  ihm  durch  die  Strahlen  von  (0;  cd)  ausgeschieden,  so  dass 
das  Gewinde^  von  dem  wir  ausgingen,  durch  jedes  andere  aus  dem  Netze 
ersetzt  werden  kann. 

Ein  durch  unser  Netz  gelegtes  Gebüsche  von  Gewinden  hat  stets  zwei 
vereinigte  Grtmdgeraden;  da  der  Doppel-Strahlenbüschel;  welcher  drei 
Gewinden  des  Netzes  gemeinsam  ist;  von  einem  vierten  Gewinde  des 
Gebüsches  in  einem  (doppelten)  Strahle  geschnitten  wird. 

Das  Netz  S^y  welches  zu  unserem  Netze  ^2  in  Involution  ist; 
wird  aus  dem  auf  F  sich  stützenden  Gewebe  S^  durch  die  Bedingung 
ausgeschieden,  dass  seine  Gewinde  den  Büschel  (0;  coi)  enthalten;  denn 
dadurch  werden  diese  Gewinde  sowohl  zu  F,  als  zu  allen  Strahlen- 
gebüschen von  /Sg  in  Involution  gebracht  und  demnach  auch  zu  allen 
Büscheln;  durch  die  wir  S^  erzeugt  haben. 

Dies  nem  Netz  S2  ist  von  derselben  Art  wie  8^.  Die  Strahlen- 
gebüsche,  deren  Axen  den  (0;  cai)  bilden;  gehören  ihm  an;  denn  sie 
befinden   sich  in  S^   und  gehen  bei  der  obigen  Ausscheidung  in  5/ 
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über;  alle  Büschel  von  5/  haben  singulare  Oruud-Strahlennetze:  in 
der  Leitgeraden  haben  je  die  beiden  Grandgeraden  des  Oebüsches  durch 
82  sieh  vereinigt,  das  auf  den  Büschel  sich  stützt« 

Beide  Netze  S^  und  8^'  berühren  (in  zweiter  Art)  das  Hauptsystem 
H^^  in  allen  Strahlengebüschen  des  ihnen  gemeinsamen  Büschels  {0,(o]. 

Wenn  endlich  82  mit  dem  zu  ihm  nach  HJ  polaren  Netze  82 
ganz  zusammenföllt,  so  liegt  es  in  H^]  wir  haben  in  der  That  Netge^ 
welche  gane  aas  8trcM>engebüschen  bestehen:  die  oben  besprochenen  Bündel 
und  Felder  von  StraMengdmchen;  in  einem  solchen  Netze  ist  jedes  Ele- 
ment zu  jedem  andern  und  zu  sich  selbät  in  Involution]  denn  ein  Strahlen- 
gebüsche ist  zu  sich  selbst  und  zu  jedem  andern  in  Involution,  dessen 
Axe  die  seinige  trifiFL 

Wenn  84-1  zu  8i  polar  ist  in  Bezug  auf  8^^  (i  =«  0, 1,  2,  3),  so  671 
hat  84—1  mit  8^^  einen  Schnitt  2.  Grades  von  der  Stufe  4  +  4  —  i  —  5 
=-3  —  i.    Die  Tangentialgewebe   der   Gewinde   dieses  Schnitts  83^1 
gehen  durch  8i  (Nr.  669)-,   und  umgekehrt,  Ss—,-  ist  der  Ort  der  Be- 
riihrungsgewvnde  der  durch  8i  gehenden  Tangentialgewebe  von  8^^. 

Es  seien  zwei  quadratische  8ysteme  4.  8tufe  8^  und  5^**  von  Ge-  672 
winden  vorgelegt;  sie  führen  zu  einem  Büschel  von  solchen  8ystemen. 
Jedes  Gewinde  F  bestimmt  eins;  wir  ermitteln  in  jedem  der  00^  von 
r  ausgehenden  Büschel  in  der  Involution,  welche  durch  die  Paare 
der  Schnittgewinde  mit  8^  und  8^*  festgelegt  wird,  das  dem  F  ge- 
paarte Gewinde;  alle  diese  Gewinde  erzeugen  das  System.  Wenn  der 
Büschel  von  F  nach  einem  der  Gewinde  des  Systems  4.  Grades  3.  Stufe 
8<  geht,  welches  beiden  gegebenen  Systemen  gemeinsam  ist,  so  wird 
die  Involution  parabolisch  und  das  erzeugende  Gewinde  föllt  in  jenes 
Gewinde.  Also  geht  das  erzeugte  System  durch  das  System  8^^,  Um 
uns  zu  überzeugen,  dass  es  in  jeden  Büschel  8^  2  Gewinde  sendet, 
bilden  wir  wiederum  das  Netz,  welches  8^  mit  F  verbindet,  in  ein 
Punktfeld  ab  und  erhalten,  da  wir  ja  nur  die  durch  F  gehenden  Bü- 
schel zu  betrachten  haben,  welche  5|  treffen  und  deshalb  in  das  Netz 
F8^  fallen,  die  analoge  Construction  eines  Kegelschnitts,  der  einem 
Eegelschnitt-Büschel  angehört. 

Es  sei  nun  \8^\  das  aus  F  construirte  System,  F'  ein  zu  ihm 
gehöriges  Gewinde.  Durch  den  Büschel  FF'  gehen  c»^  Gewinde-Netze; 
jeder  von  den  00*  von  F  oder  F'  ausgehenden  Gewindebüscheln  fallt 
in  eins  dieser  Netze,  in  jedes  oo\  Mit  einem  dieser  Netze  B  schnei- 
den wir  5^4*,  S4**  \8^\  in  drei  quadratischen  Systemen  1.  Stufe  ©j*, 
®i^*;  l®i^l;   ^^^  denen  das  letzte  aus  den  beiden  ersten  durch  die 
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eben  beschriebene  Involutions-Construction  erhalten  wird,  wenn  von 
den  durch  F  gehenden  Gewinde-Büscheln  nar  die  in  B  fallenden  be- 
nutzt werden,  darunter  FF']  also  gehört  F'  zu  |®/|.  Die  Abbildung 
des  Netzes  in  ein  Punktfeld  lehrt^  dass  |  ©4'  |  ebenso  aus  F'  construirt 
werden  kann.  Durchlaufen  wir  daher  alle  00*  Netze  durch  FF',  so 
erkennen  wir,  dass  das  aus  F  construirte  \S^\,  wenn  F'  eins  seiner 
Gewinde  ist,  ebenso  aus  diesem  construirt  werden  kann. 

Nun  ist  klar,  dass  der  erhaltene  Büschel  von  8^  in  jedem  Büschel 
Si  von  Gewinden  eine  Involution  hervorruft,  da  eben  durch  jedes  Ge- 
winde F  von  81  nur  ein  System  geht,  dessen  zweites  Schnittgewinde 
mit  81  eindeutig  und  inyolutorisch  durch  F  bestimmt  ist. 

Man  erhält  den  Büschel  yon  8^^  am  besten,  wenn  man  F  einen 
Büschel  durchlaufen  lässt,  welcher  das  Basissystem  8^^  schneidet-,  weil 
dann  die  Involution  parabolisch  ist  und  jedes  System  des  Büschels 
sich  nur  einmal  ergiebt. 

Die  Folargeu)ebe  eines  Polgewindes  F  in  Bezug  auf  die  8ysteme  8^ 
eines  Büschels  bilden  selbst  einen  Büschel;  d.  h.  jedes  der  cx>'  Gewinde, 
welche  zweien  von  diesen  Geweben  gemeinsam  sind,  gehört  auch  jedem 
der  übrigen  an.  Es  sei  F'  ein  Gewinde,  das  zu  den  Polargeweben 
von  F  in  Bezug  auf  8J  und  auf  S^**  gehört;  so  sind  F  und  F'  zu 
den  Schnittgewinden  ihres  Büschels  mit  8^^  und  mit  ^4^*  harmonisch, 
also  wegen  der  Involution  in  diesem  Büschel  zu  den  Schnittgewinden 
mit  allen  übrigen  Systemen  von  {8^\  S^**). 

Die  Basis  des  Büschels  der  Polargewebe  ist  ein  Gebüsche. 

Wenn  man  den  Büschel  aus  F  so  legt,  dass  er  zwei  Gewinde  der 
Basis  iSj*  von  (8^^,  S***)  enthalt,  so  fallt  das  vierte  harmonische  Ge- 
winde in  die  Basis. 

673  Es   habe   ein  Gewinde  Fq  in  Bezug  auf  alle  Systeme  8J  eines 

Büschels  das  nämliche  Polargewebe  77^,  so  sind  in  der  Involution  eines 
jeden  Büschels  aus  Fq  dies  Gewinde  und  das  Schnittgewinde  mit  IJq 
die  Doppelelemente;  d.  h.  dasjenige  System  des  Büschels,  welches  durch 
Fq  geht,  hat  mit  jedem  von  Fq  ausgehenden  Büschel  zwei  in  Fq  ver- 
einigte Gewinde  gemein.     Also: 

Wenn  ein  Gewinde  in  Bemg  auf  alle  8ysteme  8^  eines  Büschels 
das  nämliche  Polargewebe  hat,  so  ist  es  ein  ,yDoppelgeunnde^^  eines  8ystems 
des  Büschels;  und  umgekehrt. 

Das  PolargewAe  eines  beliebigen  Gewindes  in  Bemg  auf  ein  8ystem 
8^^  mit  Dqppeigewinde  geht  durch  dies  Doppelgewinde, 

Dies  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Definition  des  Polargewebes. 
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In  Beisug  auf  ein  solches  System  S^  mit  einem  Doppelgewinde  F^ 
gilt  noch  folgendes: 

Es  enthalt  jeden  Büschel,  der  F^  mit  einem  andern  von  seinen  G^ 
winden  verbindet,  vollständig  und  daher  oo^  von  dem  Fq  ausgehende  Bür 
Schelf  welche  es  ganz  erfüllen.  Also  geht  es  durch  Polarisirung  in  Beisug 
auf  Fq  in  sich  selbst  über;  denn  ein  Gewinde,  in  Bezug  auf  ein  anderes 
polarisirty  transformirt  sich  stets  in  eins,  das  dem  verbindenden  Büschel 
angehört 

Legt  man  durch  Fq  ein  Netz  S^,  so  ist  dessen  Schnitt  mit  8^^ 
ein  quadratisches  System  1.  Stufe  mit  Fq  als  Doppelgewinde;  daher 
zerföUt  er  in  zwei  durch  Fq  gehende  Büschel.  Ist  8i  ein  beliebiger 
durch  Fq  gehender  Büschel  von  S^  und  8/  der  zu  ihm  in  Bezug  auf 
jene  Büschel  -harmonische,  so  leuchtet  sofort  ein,  dass  irgend  zwei 
Gewinde  von  8^  und  8^  in  Bezug  auf  8^^  conjugirt  sind;  und  so  sehen 
wir,  alle  Netze  durch  8^  betrachtend,  dass  sämmtliche  Gewinde  von 
8i  in  Bezug  auf  ^4^  das  nämliche  Polargewebe  haben. 

In  Bezug  auf  ein  System  8^'^  mit  einem  Dqppdgewinde  F^  haben 
alle  Gewinde  eines  durch  dasselbe  gehenden  Büschels  das  nämliche  Polar- 
gewebe  —  ein  Tangentialgewebe,  wenn  der  Büschel  dem  8^  selbst  ange- 
hört   80  ergeben  sich  nur  od^  Polargewebe. 

Ein  beliebiges  Gewebe  ist  Polargewebe  des  Fq,  und  nur  dann  auch 
eines  andern  Gewindes  F  und  infolge  dessen  aller  Gewinde  des  Bü- 
schels FFq,  wenn  die  Polargewebe  von  5  Gonstituenten  des  Gewebes 
ausser  F^  noch  ein  Gewinde  und  dann  eben  einen  Büschel  gemeinsam 
haben. 

AUe  von  einem  gegebenen  Gewinde  Fq  ausgehenden  Büschel,  welche 
ein  beiidnges  System  8^*  tangiren,  bilden  ein  quadratisches  System  4.  Stufe 
mit  Fq  als  Dqppelgewinde.  Denn  das  Netz  8^,  welches  ein  Büschel  S^ 
mit  Fq  bestimmt,  schneidet  ein  5^^  aus,  an  das,  wie  die  Abbildung 
in  ein  Punktfeld  lehrt,  von  Fq  zwei  berührende  Büschel  kommen,  und 
die  beiden  Schnitte  derselben  mit  8^  sind  die  einzigen  in  8^  befind- 
lichen Gewinde  des  erzeugten  Systems.  Jeder  Büschel  aber  durch  Fq 
hat  mit  ihm,  wenn  er  nicht  selbst  berührender  Büschel  ist,  nur  Fq 
gemein. 
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Der  Bfischel  quadratischer  Systeme  4.  Stufe  von  Gewinden  dnreh  einen 
Complex  2.  Grades;  seine  Polarfi^r  nach  dem  Hanptsystem;  die  durch 
die  Congmenz  der  singnlären  Strahlen  gehenden  Nebencomplexe  nnd 

deren  polare  Complexe. 

674  Wir  kehren  zu  dem  Nr.  620  verlassenen  Büschel  B(r')   quadra- 

tischer Systeme  4.  Stufe  von  Gewinden^  der  durch  den  gegebenen  Com- 
plex ;9geht'',  zurück.  Zu  ihm  gehört  stets  das  Hauptsystem  H^^  und 
seine  Basis  ist  das  System  3.  Stufe  4.  Grades  JE?^*(r^)  der  Strahlen- 
gebüsche, welche  die  Strählen  von  JP  zu  Axen  oder  Leitgeraden  haben. 

Wir  haben  erkannt,  dass  der  Complex  F',  in  Bezug  auf  jedes  der 
6  Fundamentalgewinde  Fi  polarisirt,  in  sich  selbst  übergeht  (Nr.  541). 

Zwei  sich  zweimal  schneidende  Regeischaaren  von  F^  gehen  in 
eben  solche,  zwei  Regeischaaren  aus  demselben  Gebüsche  von  JT*,  weil 
in  demselben  Gewinde  befindlich,  wieder  in  zwei  Regeischaaren  über, 
welche  demselben  Gebüsche  angehören.  In  dem  Gewindenetze  durch 
eine  Regelschaar  q  von  F^  befindet  sich  ein  Büschel,  der  zu  Fi  in 
Involution  ist,  der  Schnitt  des  Netzes  mit  dem  auf  Fi  sich  stützenden 
Gewebe;  seine  Gewinde  werden  durch  die  Polarisirung  in  Bezug  auf 
Fi  in  sich  selbst  transformirt  (I,  Nr.  106);  daher  muss  q\  die  der  q 
entsprechende  Regelschaar,  ebenfalls  in  dem  Grund-Strahlennetze  dieses 
Büschels  enthalten  sein,  also  q  zweimal  schneiden.  Folglich  führt  die 
Polarisirung  in  Besstig  auf  das  Fundamental- Gewinde  Fi  jedes  Begeh 
schaar-Gebüsche  2?,  von  F^  in  das  verknüpfte  Gebüsche  S^  iiber. 

Die  Leitschaar  X  von  q  geht  in  diejenige  X'  von  q  über,  und 
daher  der  2J^,  E^  zugeordnete  consinguläre  Complex  in  sich'  selbst, 
was  wir  jedoch  schon  wissen.  Aber  auch  der  Gewindebündel  (A)  geht 
in  den  Gewindebündel  {X')  über;  da  q  und  q  zu  verknüpften  Gebüschen 
gehören,  so  befinden  sich  (A)  und  (A')  in  demselben  quadratischen 
Systeme  S^  durch  JT*.  Also  geht  auch  durch  die  Polarisirung  in  Bemg 
o>uf  Fi  jedes  der  durch  F^  gehenden  quadratischen  Systeme  S^  4,  Stufe 
von  Gewinden  in  sich  selbst  Ober. 

Nun  sind,  wenn  in  Bezug  auf  ein  Gewinde  Fi  polarisirt  wird, 
zwei  entsprechende  Gewinde  stets  mit  ihm  in  demselben  Büschel  und 
das  dem  Fi  in  Bezug  auf  sie  harmonisch  zugeordnete  Gewinde  ist  das 
einzige  Gewinde  des  Büschels,  das  sich  auf  Fi  stützt  (I,  Nr.  107). 

In  irgend  einem  Büschel  aus  Fi  sind  also  die  beiden  Schnitt- 
gewinde mit  einem  der  durch  F*  gehenden  Systeme  5/  entsprechend 
in  der  Polarisirung,  und  das  vierte  harmonische  Gewinde  ist  der  Schnitt 
des  Büschels  mit  dem  Polargewebe  von  Fi  in  Bezug  auf  dieses  System, 
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aber  andererseits  auch,  weil  dieses  Gewinde  zu  Fi  in  Involution  ist, 
der  Schnitt  des  Büschels  mit  dem  Polargewebe  yon  F|  in  Bezug  auf 
das  Hauptsystem.    D.  h. 

Fi  hat  in  Bezug  auf  alle  Systeme  5/  von  B(r^)  das  nämliche  Polar- 
gewAe  oder  ist  Doppelgewinde  desjenigen  dieser  Systeme^  eu  dem  es  gehört 

Die  Leitschaaren  A  der  Begelschaaren  q  des  Doppelgebüsches 
J^i^2^{  erzeugen  Fi,  also  enthalten  alle  Bündel  (k)  dies  Gewinde 
Fi]  und  somit  gehört  es  zu  dem  Systeme  jS^,«,  welches  diesem  Doppel- 
gebüsche Zz,i  zugeordnet  ist 

Die  6  Systeme  Sl^t  aus  dem  Büschel  B(r^),  welche  den  Doppd- 
gebüschen  2h,  i  zugeordnet  sind,  haben  in  den  zugehörigen  Gewinden  Fi 
Doppelgewinde. 

Weil  die  6  Gewinde  Fi  gegenseitig  in  Involution  sindy  so  geht  das 
gemeinsame  Polargewd)e  eines  jeden  von  ihnen  in  Bezug  auf  den  Büschel 
B(f )  durch  die  5  andern  ^  und  sie  bilden  also  das  gemeinsame  Polar- 
Sechsgewinde  dieses  Büscheis. 

Hätte  noch  ein  System  SJ  unseres  Büschels  ein  Doppelgewinde, 
so  würde  dieses  wiederum  ein  und  dasselbe  Polargewebe  in  Bezug  auf 
alle  ^4^  des  Büschels  haben  und  dies  müsste  durch  die  6  Doppelge- 
winde Fi  gehen;   dieselben  gehören  aber  nicht  demselben  Gewebe  an. 

Nehmen  unr  als  Polgewinde  ein  Gebüsche  [l\.  In  jedem  der  Polar-  675 
gewebe  P^  von  [[]  in  Bezug  auf  ein  System  von  B(r^  betrachten  unr 
auch  nur  die  StrcMengebilsche;  ihre  Axen  bilden  ein  Gewinde  —  das 
sich  auf  P4  stützende  —  und  diejenigen^  welche  zu  den  Gebüschen  der  , 
Basis  P5  des  Büschels  der  P^,  einem  Gewindegtbüsche,  gehören,  bilden  ein 
Strahlennetz  (I,  Nr.  144^  147);  wir  erhalten  so  einen  Gewindebüschd  mit 
diesem  Strahlennetze  als  Basis. 

Wir  können  diese  Gewinde  und  dies  Netz  die  Polargewinde  und  das 
Polar-Strahlennetz  von  l  in  Bezug  auf  JP  nennen;  denn  sie  sind  mit 
den  Gebilden,  die  wir  früher  (Nr.  512)  mit  diesen  Namen  belegt  haben, 
identisch. 

Verbindet  man  nämlich  das  Gebüsche  [l]  mit  irgend  einem  Ge- 
büsche lg']  aus  fi"j*(F*),  dessen  Axe  g'  —  ein  Strahl  von  F^  —  die 
l  schneidet,  so  besteht  der  ganze  verbindende  Büschel  aus  Strahlen- 
gebüschen, deren  Axen  den  Büschel  g'l  bilden.  Also  nicht  blos  das 
erste  Schnittgewinde  [g']  dieses  Büschels  mit  irgend  einem  der  S^^ 
von  B(r*),  sondern  auch  das  zweite  ist  ein  Gebüsche  [g"]y  in  H^^(r^) 
befindlich  und  fest;  das  vierte  harmonische  dem  [2]  zugeordnete  ist  das 
Gebüsche  unseres  Büschels,  dessen  Axe  p  der  vierte  harmonische  Strahl 
ist,  der  l  zugeordnet  ist  in  Bezug  auf  g\g"]  es  ist  auch  für  alle  S^  das 
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nämliclie  und  befindet  sich  daher  in  P,,  seine  Axe  p  also  in  dem  oben 
erwähnten  Strahlennetze. 

Aber  diese  vierten  harmonischen  Strahlen  py  die  einer  Geraden  l 
zugeordnet  sind  in  Bezug  auf  je  zwei  Strahlen  g',  g"  von  F'^  welche 
mit  l  zu  demselben  Strahlenbüschel  gehören  und  die  alle  in  diesem 
Strahlennetze  sich  befinden ^  bilden  selbst  |ein  Strahlennetz,  das  wir 
eben  früher  das  Polar- Strahlennetz  von  l  in  Bezug  auf  F^  genannt 
haben;  also  sind  beide  identisch^  woraus  dann  auch  die  Identität  der 
durchgehenden  Gewinde  folgt. 

Somit  sehen  wir,  dass  ein  jedes  von  den  oo^  Tolargeiwinden  einer 
Geraden  l  einem  bestimmten  von  den  <x^  durch  F^  gehenden  quadratischen 
Systemen  4.  Stufe  8^^  zugeordnet  ist:  es  wird  durch  die  Axen  der  Stroh- 
lengebüsche  gebüdety  die  in  dem  Polargewebe  von  [Z]  in  Seisug  auf  dies 
System  sich  befinden. 

Damit  ist  es  OMch  einem  Gebüschepaare  £^,  S^'  und  einem  Dupel- 
Systeme  2J^  von  F^  zugeordnet. 

Für  den  Büschel  der  Tangentialgewinde  eines  Strahls  g  yon  F^ 
haben  wir  eine  solche  Zuordnung  schon  erkannt;  bei  ihr  entspricht 
jedem  Tangentialgewinde  dasjenige  Gebüschepaar  Z^^  2J^\  zu  dem 
die  Regeischaaren  von  F^  gehören,  die  durch  g  gehen  und  die  Schnitt- 
congruenz  mit  dem  Tangentialgewinde  bilden.  Wir  wollen  die  Iden- 
tität der  beiden  Zuordnungen  nachweisen. 

Es  sei  Q  eine  von  den  durch  g  gehenden  Regeischaaren,  die  sich 
im  betrachteten  Tangentialgewinde  von  g  befinden,  U^  das  Gebüsche, 
zu  dem  sie  gehört,  welchem  also  bei  der  früheren  Zuordnung  das 
Tangentialgewinde  zugeordnet  ist;  ferner  sei  g'  eine  zweite  Gerade  von 
p,  80  dass  gg'  ein  Dupel  des  U^  ist,  das  dem  2^*3  (und  S^')  zugeordnet 
ist  Somit  gehört  der  Gewindebüschel  durch  [gg']  zu  dem  Systeme 
S4*,  das  wiederum  £^f  Z^  und  2^  zugeordnet  wird.  Dieser  Büschel, 
ein.  durch  das  Polgewinde  [^]  gehender,  gehört  also  ganz  dem  S^  an, 
die  beiden  Schnittgewinde  und  also  auch  das  vierte  harmonische  Ge- 
winde werden  unbestimmt;  der  ganze  Büschel  befindet  sich  daher  auch 
im  Polargewebe,  also  gehört  auch  das  zweite  Gebüsche  [g]  demselben 
an,  oder  g'  gehört  dem  Polar-  oder  Tangentialgewinde  von  g  nach  S^ 
an.  Dies  gilt  für  jeden  Strahl  des  gegebenen  Tangentialgewindes,  und 
die  Identität  der  beiden  Zuordnungen  ist  erkannt. 

676  Das  Polargewebe  von  [ZJ   in  Bezug   auf  ein  System  Si^i  enthält 

dessen  Doppelgewinde  Fi\  daher  ist  das  Polargewinde  von  l,  weil  in 
Involution  zu  allen  Gewinden  des  Gewebes  (I,  Nr.  152),  insbesondere 
auch  zu  Fi  in  Involution. 
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Die  6  Gewinde  eines  Büschels  van  Polargewindenj  toelche  den  6  Sy- 
steinen  S^^t  zugeordnet  sind,  sind  hezw.  zu  dem  betreffenden  Fundamental- 
Gewinde  Fi  in  Involution, 

Nunmehr  erkenDen  wir,  dass  alle  diese  <x>^  Büschel  von  Polar- 
gewinden,  den  verschiedenen  Geraden  l  des  Baums  zugehörig,  projectiv  sind 
mit  solchen  Gewinden  als  entspredienden,  welche  demselben  Systeme  S^^ 
von  B(F*)  zugeordnet  sind. 

Bas  Gebüsche  [l]  gehört  stets  zu  diesem  Büschel  und  zwar  ist  es 
dem  Hauptsysteme  H^  zugeordnet. 

Denn  wir  haben  in  Nr.  669  gefanden;  dass  das  Polar-  oder  Tan- 
gentialgewebe  eines  Gebüsches  [2]  in  Bezug  auf  das  Hauptsystem  H^  das 
Gewebe  ist,  welches  die  Axe  l  zum  Grundstrahle  hat;  also  ist  das  Gewinde 
der  Axen  der  in  diesem  Gewebe  enthaltenen  Gebüsche  das  Gebüsche  [2]. 

Das  andere  Gebüsche  in  einem  Büschel  yon  Polargewinden,  das 
die  Polare  V  von  l  zur  Axe  hat^  ist  keinem  festen  Systeme  aus  B(F^) 
zugeordnet. 

Weil  der  Büschel  der  Polargewinde  einer  Geraden  l  in  Bezug  auf 
r^  den  verschiedenen  Gebüschepaaren  von  F*  und  den  verschiedenen 
consingulären  Complexen  projectiv  zugeordnet  ist,  so  kann  man  als 
das  Doppelverhältniss  von  4  Complexen  der  Reihe  t$(r^)  auch  das 
Doppelverhältniss  der  4  Gewinde  in  dem  Polargewinde-Büschel  irgend 
einer  Geraden  in  Bezug  auf  irgend  einen  der  Complexe  der  B.eihe  an- 
nehmen; und  diese  Definition  stimmt  noth wendig  mit  der  früheren 
(Nr.  538)  überein,  da  jeder  solche  Büschel  auch  zu  jedem  Tangenten- 
büschel von  <b  projectiv  ist  mit  solchen  Elementen  als  entsprechenden, 
die  demselben  Complexe  aus  i$(.r^)  zugeordnet  sind. 

Dasjenige  Gewinde  eines  Polargewinde -Büschels,  welches  einem 
Doppelgebüsche  2^3, <  oder  einem  S^i  (durch  T^)  oder  einem  Funda- 
mental-Gewinde  Fi  zugeordnet  ist,  befindet  sich  zu  diesem  in  In- 
volution. Sucht  man  also  aus  dem  Büschel  der  Polargewinde  einer 
Geraden  l  (in  Bezug  auf  F^)  die  6  Gewinde,  welche  zu  den  Funda- 
mental-Gewinden  Fi  bezw.  in  Involution  sind,  so  sind  deren  3  unab- 
hängige Doppelverhältnisse  die  absoluten  Invarianten  der  Reihe  %{F^). 
Sie  ändern  sich  nicht,  wenn  man  einen  andern  Gomplex  aus  der  Reihe 
zu  Grunde  legt.  Nimmt  man  noch  das  Gebüsche  \l\  hinzu,  das  ja 
auch  dem  Polargewinde -Büschel  angehört  und  zwar  dem  JT*  selbst 
zugeordnet  ist,  so  sind  die  4  unabhängigen  Doppelverhältnisse  dieser 
7  Gewinde  die  absoluten  Invarianten  von  F\ 

Halten  wir  ein  bestimmtes   (von  H^  verschiedenes)  System  8^  677 
aus  B(jn)  fest,  so  können  wir  nach  dem  Orte  der  Geraden  l  fragen, 
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deren  dem  S^^  zugeordnetes  Polargewinde  Gebüsche  sind  (mit  der  Po- 
lare V  von  l  als  Axe). 

Bewegt  man  l  in  einem  Strahlenbüsehel ,  so  beschreibt  [l]  auch 
einen  Büschel;  das  Polargewebe  in  Bezug  auf  8^^  beschreibt  ebenfalls 
einen  Büschel  (Nr.  665),  ebenso  das  Gewinde  der  Axen  der  Strahlen- 
gebüsche in  dem  Polargewebe  oder  kurz  das  Polargewinde  von  l: 
Grund-Strahlennetz  dieses  Büschels  ist  das  Netz  der  Axen  der  Strah- 
lengebüsche, welche  sich  in  dem  Basis- Gebüsche  des  Büschels  der 
Polargewebe  befinden.  Weil  dieser  Gewindebüschel  2  Gebüsche  ent- 
hält —  ihre  Axen  sind  die  Grundstrahlen  des  eben  erwähnten  Basis- 
Gebüsches  — ,  so  haben  wir: 

< 

Die  Strahlen  Z,  deren  einem  bestimmten  Systeme  8^^  aus  dem  Büschel 
B(jr*)  zugeordnete  Polargewinde  Gebüsche  sind,  erzeugen  einen  Complex 
2.  Grades. 

Solcher  Complexe  erhalten  wir  c»\  von  denen  jeder  einem  Systeme  S^^ 
aus  B(r^)  mgehört. 

Wir  wollen  diese  quadratisclien  Complexe  die  NAencomplexe  wm 
ly  nennen  und  mit  A^  bezeichnen. 

Wir  haben  in  Nr.  526  gefunden,  dass  sämmtliche  Polargewinde 
eines  singulären  Strahls  von  J^  Gebüsche  ist;  folglich  befindet  sich 
die  Congruenz  4.  Grades  S  der  singulären  Strahlen  in  allen  Neben- 
complexen. 

Die  Congruene  4.  Grades  der  singulären  Strahlen  ist  vollständiger 
Schnitt  des  F^  mit  cx>^  andern  quadratischen  Comptexen,  seinen  Neben- 
complexen. 

Damit  haben  wir  den  Büschel  von  Complexen  2.  Grades  durch 
S  erhalten,  auf  den  wir  in  Nr.  537  hinwiesen. 

Wenn  l  ein  Strahl  von  F^  ist,  so  föUt  V  mit  l  zusammen,  das 
Gebüsche  [V]  ist  dann  als  [l]  dem  jET/  zugeordnet 

Also  ist  der  dem  Hauptsysteme  H^  zugeordnete  Nebencomplex  der 
r*  selber. 

678  Betrachten  wir  einen  der  Büschel  (E,  ö),   der,   wie  wir  wissen, 

aus  lauter  singulären  Strahlen  besteht. 

Der  Büschel  der  Polargewinde  eines  jeden  dieser  Strahlen  besteht 
aus  Gebüschen,  deren  Axen,  die  Polaren  des  Strahls,  die  weiteren  Tan- 
genten der  0  in  dem  singulären  Punkte  sind,  der  dem  Strahle  zuge- 
hört; sie  bilden  also  den  Büschel  in  d  um  den  zweiten  Schnitt  des 
Strahls  mit  dem  Kegelschnitte  [d].  Die  einzelnen  Strahlen  desselben 
sind  somit  projectiv  den  Systemen  SJ  zugeordnet.  Die  demselben 
Systeme  S^^  zugeordneten  Polaren  der  verschiedenen  Strahlen  von  (E,  d) 
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laufen  in  einen  Punkt  von  [ö]  zusammen.  Denn  die  Polargewinde 
dieser  Strahlen,  welche  dem  S^^  zugeordnet  sind,  bilden  einen  Büschel, 
weil  die  Strahlen  dies  thun,  und  heide  Büschel  sind  projectiv;  sämmt* 
liehe  Polargewinde  sind  Gebüsche,  also  bilden  ihre  Axen,  das  sind 
unsere  Polaren,  ebenfalls  einen  Büschel,  der  auch  zu  (JE,  d)  projectiv 
ist  Die  entsprechenden  Strahlen  schneiden  sich  stets  auf  [d];  also 
liegt  auch  der  Scheitel  des  Polarenbüschels  auf  diesem  Kegelschnitte. 
So  wird  jedem  Systeme  S^^  von  B  (r*)  ein  Punkt  eines  jeden  der  Kegel- 
schnitte [8]  zugeordnet. 

Einem  5i,#  ist  ein  Polargewinde  zugeordnet,  das  sich  auf  Fj  stützt; 
da  es  für  einen  Strahl  von  {E,  S)  ein  Gebüsche  ist,  so  liegt  dessen 
Axe  in  F,-  und  geht  deshalb,  als  Strahl  Ton  d,  durch  den  Doppelpunkt 
D  auf  [d]y  welcher  der  Nullpunkt  von  d  in  Bezug  auf  JT;  ist  oder, 
was  dasselbe,  der  der  singularen  Ebene  d  von  Q^  zugehörige  singulare 
Punkt  ist 

In  unserer  Projectivität  sind  daher  den  Systemen  S4.,i  diese  6  Boppd- 
pufJcte  ßtigeordnety  also  ist  sie  die  uns  schon  bekannte^  in  welcher  jedem 
8^  der  Punkt  E  entsprichtj  welcher  der  6  in  dem  S^  zugeordneten  con* 
singularen  Complexe  zukommt  (Nr.  540). 

Duales  gilt  für  einen  Büschel  (Z),  s). 

Da  der  Büschel  der  Kegel,  die  von  einem  beliebigen  Punkte  an  679 
die  Complexe   des  ^^^-Büschels  kommen,  3  Ebenenpaare  enthält,   so 
haben  wir: 

Von  den  singularen  Flächen  0{j^\  die  zu  den  Nebencomfiexen  ^* 
eines  gegebenen  Complexes  I^  gehören  und  unter  denen  sich  dessen  sin- 
gulare Fläche  O  selbst  befindet,  gehen  3  durch  einen  beliebigen  Punkt  und 
berühren  3  eine  beliebige  Ebene, 

Die  4  Grundstrahlen  jenes  Kegelbüschels  sind  die  4  singularen 
Strahlen  von  F^.  Lassen  wir  also  den  Punkt  auf  die  4>  fallen  nach 
Sf^BO  vereinigen  sich  zwei  von  ihnen  in  den  zu  S  gehörigen  singu- 
laren Strahl  s  (Nr.  524),  von  den  3  Ebenenpaarj^n  vereinigen  sich 
daher  zwei  in  das  zu  F^  gehörige  Ebenenpaar,  dessen  Doppellinie  s  ist. 

Durch  einen  Punkt  der  singularen  Fläche  O  des  F^  geht  die  sin- 
gulare Fläche  eines  einzigen  {von  F*  verschiedenen)   NAencomplexes  A^. 

Die  Schnittcurven  der  4>  mit  den  <b{jf^)  überziehen  4>  einfach. 

Ist  S  ein  Punkt  der  Curve  jT^*,  auf  der  die  dreipunktig  berühren-  680 
den  singularen  Strahlen  von  F^  tangiren,  so  fallen  in  s  sogar  3  von 
den  singularen  Strahlen  des  F^  zusammen  (Nr.  547);  also  fallen  alle 
3  Ebenenpaare  des  Kegelbüschels  in  das  zu  F^  gehörige  Ebenenpaar 

Sturm,  Liniengeometrie.    III,  15 
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zusammen.  Demnach  ergiebt  sich  T^^  als  Schnitt  der  9  mit  einer 
9  {jfi)  f&r  den  Fall,  wo  A*  sich  mit  F*  vereinigt,  oder  ist  Durchschnitt 
der  Fläche  9  mit  der  singalären  Fläche  desjenigen  Nebencomplexes, 
der  dem  F*  unendlich  nahe  benachbart  ist.  Sie  ist  also  Grenzlage 
Yon  Schnittcurven  der  9  mit  andern  Flächen  4.  Ordnung,  mithin  selbst 
eine  solche  Schniticurve.  Für  jede  der  andern  Haupttangenten-Curven 
der  9  ergiebt  sich  dasselbe  vermittelst  des  consingulären  Complexes, 
dem  sie  zugehört,  und  seiner  Nebencomplexe.     Also: 

Die  Haupttangenten-Curven  der  Kummer' sehen  Fläche  sind  Grund- 
curven  von  Flächehbiischeln  4.  Ordnung  oder  können  mit  jedem  Punkte 
durch  eine  Fläche  4.  Ordnung  verbunden  werden*) 

Die  16  Büschel  {Ey  8),  sowie  die  16  Büschel  (D,  s)  gehören  ganz 
zur  Congruenz  S  der  singulären  Strahlen  von  jT^,  also  zu  allen  Oom- 
plexen  ^;  folglich  liegen  die  Punkte  E  und  D  auf  aUen  9{jf)  und 
die  Ehernen  ^,  s  berühren  sie. 

Der  Eegelbüschel  aus  einem  Punkte  E  oder  D  besteht  aus  lauter 
Ebenenpaaren  mit  der  einen  festen  Ebene  d,  bezw.  £,  die  veränderliche 
muss  sich  also  um  eine  Gerade  drehen.  Ebenso  bestehen  die  Curven- 
schaaren  in  8  oder  in  s  aus  lauter  Punktepaaren  mit  dem  einen  festen 
Punkte  E,  bezw.  2);  der  zweite  Punkt  durchläuft  eine  Gerade. 

Für  einen  Punkt  D  aber  hat  sich  in  dem  zu  F^  gehörigen  Ebe- 
nenpaare auch  die  zweite  Ebene  mit  s  vereinigt;  folglich  liegt  auch 
die  Axe  des  Büschels  der  zweiten  Ebenen  in  s  und  ist  Doppellinie 
aller  Ebenenpaare,  gemeinsamer  singulärer  Strahl  aller  jfi. 

Wenn  ein  Büschel  von  Kegeln  2.  Grades  mit  3  vereinigten  Grund- 
strahlen übergeht  in  eine  —  in  unserm  Falle  parabolische  —  Involution 
von  Ebenenpaaren,  so  geht  jener  3  Grundstrahlen  repräsentirende 
Strahl  in  die  gemeinsame  Doppellinie  über.  Bewegen  wir  uns  also 
auf  der  dem  Gomplexe  F*  zugehörigen  T^^  der  Berührungspunkte  der 
dreipunktig  tangirenden  singulären  Strahlen,  so  fällt  jener  Strahl  stets 
in  diesen  singulären  Strahl,  eine  Erzeugende  von  T^^;  gelangen  wir 
daher  in  einen  der  Punkte  2),  so  ergiebt  sich  der  ausgezeichnete  sin- 
gulare Strahl  (3.  Ordnung)  Sj)  (Nr.  549),  und  dieser  wird  also  gemein- 
same Doppellinie  aller  Ebenenpaare  oder  gemeinsamer  singulärer  Strahl 
aller  A^.    Die  duale  Betrachtung  ergiebt  das  nämliche  für  die  Sd. 

Die  Nd)encomplexe  J^  von  F*  haben  32  gemeinsame  singulare  Strah- 
len: die  Strahlen  Sd  und  ssy  welche  für  F^  vierpunktig  berührende  singu- 
lare Strahlen  sind. 


*)  Vergl.  hierzu  und  fOr  das  Folgende  Reye»  Journal  f.  Mathematik  Bd.  97 
S.  242. 
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Die  Berührtmgsd>ene  einer  0(A^)  in  einem  Punkte  D  geht  daher 
stets  durch  Sd,  die  Schnittcurve  van  4>  mit  C&  (yi^)  hat  in  D  einen  Doppd- 
punktj  dessen  Tangenten  die  beiden  Schnittkanten  des  Kegels  [D]  mit  der 
BerührungsAene  sind;  von  ihnen  ist  Sz>  stets  die  eine.  Wenn  J^  in  jy 
übergeht  y  so  fallt  die  Berührungsebene  in  die  Tangentialebene  s 
des  Kegels  (D)  längs  Sd.  Der  Punkt  D  wird,  wie  wir  schon  wissen, 
für  die  Gorve  T^^y  die  wir  als  Schnittcurve  in  diesem  Falle  erhalten, 
Blickkehrpunkt  mit  Sd  als  Bückkehr-Tangente  und  s  als  Schmiegungs- 
ebene. 

Ebenso  ergiebt  sich  durch  die  duale  Betrachtung  jede  der  Ebenen 
d  als  Doppel-Berührungsebene  des  Torsus  der  die  9  und  eine  C&(^) 
zugleich  berührenden  Ebenen  und  als  Wende-Berührungsebene  Ton  T^^ 
mit  Sö  als  Tangente  und  E  als  Berührungspunkt 

Wenn  also  auch  die  Schnittcurve  der  4>  mit  der  singulären  Fläche 
des  dem  JT^  unendlich  nahen  jP  Haupttangenten-Ourve  T^^  ist  und  ßwar 
die  dem  F*  zugehörige,  so  fallen  keineswegs  die  übrigen  Schnittcurven 
[OyO{A^)]  mit  den  übrigen  Haupttangenten -Curven  zusammen.  Denn 
jene  haben  in  den  D  Doppelpunkte ,  diese  Bückkehrpunkte;  von  jenen 
geht  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  nur  eine,  von  diesen  zwei. 

Wir  können,  wie  oben  gefunden  wurde,  jede  der  Haupttangenten- 
Curven  der  9  mit  einem  beliebigen  Punkte  P  durch  eine  Flache 
4.  Ordnung  verbinden;  von  dem  einfach  unendlichen  ^^-Systeme  S^^ 
das  sich  so  ergiebt,  gehen  durch  jeden  Punkt  2;  die  Punkte  auf  O 
beweisen  dies,  da  ja  durch  jeden  zwei  Curven  T^^  laufen. 

Ein  einfach  unendliches  JP^'-System,  von  dem  durch  jeden  Punkt 
zwei  Flächen  gehen,  ist  immer  in  einem  jP**-Netze  enthalten;  denn  ein 
gemeinsamer  Punkt  von  3  Flächen  des  Systems  ist  auf  allen  gelegen, 
weil  auf  mehr  als  zweien  (vergl.  Nr.  544).  Also  haben  die  Flächen 
unseres  J^^-Systems,  ausser  den  Punkten  Z>,  noch  32  Punkte  gemein, 
einschliesslich  P. 

Daraus  folgt  weiter,  dass  die  F^-Büschel  durch  die  Haupttangenten- 
Ourven  von  Q  ein  doppelt  unendliches  F^- System  U^  bilden,  von  dem 
durch  Bu>ei  beliebige  Punkte  2  gehen. 

Dieses  System  befindet  sich  in  einem  F^- Gebüsche. 

Es  seien  P^*,  F^^  P^*,  P^*  4  unabhängige  Flächen  des  Systems, 

d.  h.  solche,  die  nicht  schon  demselben  Netze  angehören  und  die  also 

ein  Gebüsche  O  bestimmen;   3  bestimmen  ein  Netz  ^  in  6r  und  das 

durch  irgend  einen  (von  den  D  verschiedenen)  Grundpunkt  desselben 

bestimmte   einfach   unendliche  System  U^   gehört  zu  demselben;   ein 

zweites  Tripel  aus  jenen  4  Constituenten  liefert  ein  anderes  Netz  N^  in 

G  mit  einem  zweiten  Systeme  27/;  jeder  aber  von  unsern  erzeugenden 

16* 
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^^-Büscheln  hat  eine  Fläche  in  2^  und  eine  im  allgemeinen  von  ihr 
verschiedene  in  2^,  also  befindet  sich  der  ganze  Büschel  in  G. 

680  Wir  erinnern  uns,  dass  die  Paare  verknüpfter  Gebüsche  2?3,  2^' 

von  r^  durch  die  Gewindenetze,  für  welche  die  Regeischaaren  dieser 
Gebüsche  selbst  die  Basen  sind,  zu  den  quadratischen  Systemen  @/ 
führen,  in  denen  die  consingulären  Complexe  enthalten  sind. 

Wir  wollen  diese  Systeme  jetzt  als  Polarfiguren  der  durch  JT^ 
gehenden  S^^  in  Bezug  auf  das  Hauptsystem  H^*  nachweisen.*) 

Es  sei  r  ein  beliebiges  Gewinde,  77  sein  Polargewebe  in  Bezug 
auf  ein  System  /S/,  in  dem  der  Complex  F*  enthalten  ist;  JT'  das 
Gewinde,  das  sich  auf  77  stützt  oder  zu  ihm  nach  dem  Hauptsystem 
fl^*  polar  ist.  Ist  F  ein  Gebüsche  [i],  so  ist  7^  dasjenige  Polar- 
gewinde von  l  in  Bezug  auf  7"**,  welches  dem  Systeme  S^  zugeordnet 
ist.  Auch  7^  bestimmt  F  eindeutig;  denn  zu  jedem  F'  giebt  es  ein 
zu  ihm  nach  H^  polares  Gewebe  77  und  zu  diesem  ein  Gewinde  F, 
von  dem  es  das  Polargewebe  nach  £>/  ist. 

Durchläuft  F  einen  Büschel,  so  thut  es  auch  F',  und  umgekehrt; 
also  beschreibt  7^  ein  quadratisches  System  4.  Stufe,  iS/*,  wenn  F 
sich  durch  SJ  bewegt.  Zwei  in  Bezug  auf  S^^  conjugirte  Gewinde  F 
und  F^  sind  harmonisch  zu  den  Schnitten  ihres  Yerbindungsbüschels 
mit  S^^j  also  sind  auch  ihre  Polargewebe  harmonisch  zu  den  Tangen- 
tialgeweben  dieser,  und  demnach  wiederum  die  in  Bezug  auf  H^^  po- 
laren Gewinde  jener  zu  den  ebenfalls  nach  H^  polaren  dieser  Gewebe, 
d.  h.  zu  den  Schnitten  des  Verbindungsbüschels  der  ersteren  mit  8^^\ 
wenn  also  F  und  F^  in  Bezug  auf  S^  conjugirt  sind,  so  sind  es  F' 
und  Fl  in  Bezug  auf  S^'^]  oder  aus  einem  Gewinde  F  und  seinem 
Polargewebe  in  Bezug  auf  S^^  ergeben  sich  7^  und  sein  Polargewebe 
in  Bezug  auf  S^'*.  Wenn  wir  zunächst  S^^  entstehen  liessen  durch 
ein  Gewinde  7^,  das  sich  auf  ein  Tangentialgewebe  von  5^  stützt, 
so  sehen  wir  jetzt,  dass  auch  das  Tangentialgewebe  von  S^'^  in  F' 
sich  stützt  auf  dasjenige  Gewinde,  in  dem  jenes  das  System  S^  berührt« 

Es  falle  F'  mit  F  zusammen,  dann  hat  F  in  Bezug  auf  S^*  und 
auf  S^^  das  nämliche  Polargewebe,  also  auch  in  Bezug  auf  alle  Sy- 
steme des  Büschels  beider,  d.  h.  des  8(1^),  und  ist  Fundamental- 
gewinde von  r^;  aber  es  stützt  sich  dann  auch  auf  sein  Polargewebe 
nach  £>/^,  also  ist  es  auch  Fundamentalgewinde  für  7^^,  den  in  S^'^ 
enthaltenen  Complex. 


*)  Vergl.  ffir  das  Folgende  wiederum  Beye,  Journal  f.  Mathematik  Bd.  96 
S.  380. 
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^ .'  Das  r',  welches  einem  Gebüsche  [l]  zugehört,  ist,  wie  oben  schon 
erwähnt  wurde ,  Polargewinde  des  l  in  Bezug  auf  f^,  und  die  Polare 
V  von  l  in  Bezug  auf  jT*  ist  Polare  von  l  in  Bezug  auf  dies  Polar- 
gewinde; denn  l  und  V  sind  Leitgerade  des  Grund-Strahlennetzes  aller 
Polargewinde  von  L 

Wenn  nun  V  die  l  schneidet,  so  muss  das  Polargewinde  I^  ein 
Gebüsche  sein,  dessen  Axe  //  in  dem  Büschel  IV  sich  befindet;  [2/] 
stützt  sich  auf  das  Polargewebe  von  [T]  in  Bezug  auf  8^^  oder  ist  zu 
ihm  nach  H/  polar;  also  ist  das  Gewebe,  das  sich  auf  [l]  stützt  oder 
zu  ihm  nach  H/  polar  ist,  Polargewebe  von  [Z^']  nach  S/*,  oder  [l] 
ist  Polargewinde  von  l^  in  Bezug  auf  F'^;  d.  h.  auch  die  Polare  von 
Z/  in  Bezug  auf  dieses  Polargewinde  ist  unbestimmt  jeder  Strahl  des 
genannten  Büschels.  Scheitel  und  Ebene  desselben,  welche  singulär 
sind  für  T*,  sind  es  auch  für  JT'*;  F'*  ist  consingular  zu  F*. 

Wenn  also  die  durch  JT*  gehenden  Systeme  S^*  in  Bezug  auf  JS^* 
polarisirt  werden,  so  ergeben  sich  Systeme  S^^,  welche  durch  die  con- 
singulären  Complexe  gehen. 

Man  kann  aach  sagen: 

Unter  den  TangeniialgewAen  eines  S^  durch  jT*  gid>t  es  c»',  welche 
einen  Grundstrahl  haben;  diese  Grundsirahlen  erzeugen  den  consingulären 
Complex. 

Wir  wissen  aus  Nr.  619,  dass  die  consingulären  Complexe  in  den 
Systemen  ^^  enthalten  sind. 

Die  jetzt  erhaltenen  Systeme  8^^  sind  mit  den  ®^  identisch. 

Denn  jedes  Gewinde  F  von  8^  gehört  zu  2  Reihen  von  Netzen, 
welche  dem  Systeme  angehören:  ihre  Grund  -  Regeischaaren  bilden 
2  Reihen  in  der  Schnittcongruenz  des  F  mit  dem  consingulären  Com- 
plexe, der  durch  die  Leitschaaren  der  Regeischaaren  des  GebOsche- 
paars  von  F^  entsteht,  dem  8^  zugeordnet  ist;  diese  Netze  befinden 
sich  dann  ganz  in  dem  Tangentialgewebe  von  F  (Nr.  669),  und  da  F' 
sich  auf  dies  Gewebe  stützt,  so  stützt  es  sich  auf  alle  diese  Netze 
und  geht  durch  die  Leitschaaren  der  Grund -Regeischaaren  derselben, 
d.  h.  durch  Regeischaaren,  die  zu  dem  genannten  Gebüschepaare  selbst 
gehören,  befindet  sich  also  in  dem  ®^y  das  diesem  Gebüschepaare  und 
dem  8^  zugeordnet  ist.  Also  jedes  zu  8^^  gehörige  Gewinde  gehört 
auch  zu  @4^,  womit  die  Identität  bewiesen  ist 

Zwei  zusammengehörige  Gewindesysteme  ©4*  und  8^*  —  jenes  ge- 
bildet durch  die  Gewinde,  welche  durch  die  Begelschaaren  eines  Paars 
verknüpfter  Gebüsche  2^,  Z^  von  F^  gehen ^  dieses  durch  die  Gewinde , 
welche  durch  deren  Leitschaaren  gehen  —  sind  zu  einander  in  Bezug  auf 
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cUis  Hauptsystem  polar.  Dies  befindet  sich  sowohl  unter  den  SJ,  als  unter 
den  @4*.*) 

Und  isunschen  den  Gewinden  der  beiden  Systeme  8^  und  @  J,  welche 
zu  einander  gehöreti,  haben  wir  eine  eindeutige  JBeeiekung: 

Jedem  Gewinde  des  einen  Systems  entspricht  im  andern  da^enige, 
welches  sich  auf  das  Tangmtialgewebe  des  ersten  stützt  Oder  ein  Gewinde 
von  ©4*  schneidet  jT*  in  einer  Congruenz,  von  der  ein  Paar  Begdschaar- 
Beihen  im  zugeordneten  Gehüschepaare  2^^  S^  sich  befindet;  das  Gewinde 
durch  die  confoccde  Congruenz^  welche  die  Leitschaaren  enthält,  ist  das 
entsprechende  in  S^^.  Und  ebenso  schneidet  jedes  Gewinde  von  S^^  in  den 
zugeordneten  consingulären  Complex  eine  Congruenz  mit  zwei  Begelschaar- 
Beiheny  deren  Leitschaaren  in  2J^y  2^^  sich  befinden  und  im  entsprechen- 
den Gewinde  von  ©^^  enthalten  sind. 

Entsprechende  Gewinde  sind  stets  in  Involution. 

681  Die  S^*  bilden^  wie  wir  wissen^  einen  Büschel:  Basis  ist  das  System 

fl'3*(r*),  der  Inbegri£F  der  Gebüsche,  welche  die  Strahlen  von  jT*  zu 
Axen  haben. 

Daher  büden  die  ©/  eine  Schaar:  gemeinsame  Tangentialgewebe  von 
allen  sind  die  Gewebe^  welche  sich  auf  die  genannten  Gebüsche  stützen, 
also  die  Gewebe,  welche  die  Strahlen  von  F*  z\a  Grundstrahlen  haben. 

Das  Tangentialgewebe  eines  S^  in  einem  der  Basis  H^(r^)  an- 
gehörigen  Gewinde ,  also  in  einem  Gebüsche,  dessen  Axe  g  zu  F^  ge- 
hört, stützt  sich  auf  dasjenige  Tangentialgewinde  des  F^  in  g^  das 
dem  S^  zugeordnet  ist.  Folglich  wird  ®^  von  dem  Gewebe  {g)  (d.  h. 
mit  dem  Grundstrahle  p),  welches  sich  auf  das  Gebüsche  [9]  stützt, 
in  diesem  Tangentialgewinde  berührt. 

Die  einem  bestimmten  SJ  zugeordneten  00^  Tangentialgewinde  gekoren 
zu  dem  entsprechenden  ®^  und  sind  die  Berührungsgewinde  dessdben  mit 
den  allen  ©4^  gemeinsamen  Tangentialgeweben, 

Ein  gemeinsames  Gewinde  zweier  ©4^  stützt  sich  auf  ein  gemein- 
sames Tangentialgewebe  der  beiden  correspondirenden  S^^.  Wir  nähern 
eins  dieser  ^4^  dem  andern;  die  beiden  Gewinde,  in  denen  sie  von 
diesem  Tangentialgewebe  berührt  werden,  nähern  sich  und  da,  so  lange 
die  Vereinigung  noch  nicht  stattgefunden  hat,  das  eine  dem  einen, 
das  andere  dem  andern  S^*  zugehört,  so  rücken  sie  auf  ein  Gewinde 
der  Basis  H^*(F^)  zu;  also  stützen  sich  die  gemeinsamen  Gewinde 
zweier  unendlich  naher  ©4'  auf  die  Tangentialgewebe  des  einen  8^^ 


*)  Klein,  Mathem.  Annalen  Bd.  2  S.  224;  Beye,  Joamal  f.  Mathem.  Bd.  98 
S.  297. 
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in  einem  Schnittgewinde  mit  dem  unendlich  nahen,  demnach  in  einem 
Gebüsche  [g]  von  Ht^*(r^)  und  sind  die  Tangentialgewinde  des  r*,  die 
dem  ersten  8^^  zugeordnet  sind;  also  ist  der  obige  Ort  3.  Stufe  der 
Tangentialgewinde  Yon  F^,  in  denen  ®J  von  den  gemeinsamen  Tan- 
gentialgeweben  berührt  wird,  der  Schnitt  mit  dem  unendlich  nahen 
@4^;  oder  der  Inbegriff  aller  Tangentialgewinde  des  F^  ist  die  „Enve- 
hppef'  der  ®J. 

Durch  jedes  Gewinde  F  gehen  5  von  den  Systemen  ®J\  denn  die 
5  Paare  Regelschaar-Reihen  in  der  Congruenz  F^F  gehören  zu  ebenso 
vielen  Gebüschepaaren,  und  diesen  sind  die  ®^  zugeordnet 

Folglich  berühren  auch  5  unter  den  8^^  ein  gegebenes  Gewebe. 

Wir  wollen  nun  in  unsere  @4*-Schaar  —  welche  ebenso  wie  der 
^/-Büschel,  die  Reihe  der  consingularen  Complexe  u.  s.  w.  unicursal 
ist  —  eine  Projectivität  legen;  diese  ruft  in  einem  Gewindebüschel  8^ 
eine  Correspondenz  [10, 10]  hervor.  Denn  durch  jedes  Gewinde  F  von 
5|  gehen  5  Systeme  ^^\  die  ihnen  in  dem  einen  Sinne  entsprechenden 
Systeme  liefern  5.2  Gewinde  jT*  in  5^,  und  ebenso  correspondiren 
jedem  F*  10  Gewinde  F,  Indem  die  Projectivität  aber  zwei  vereinigte 
Elemente  hat,  ergeben  sich  2.2  sich  selbst  entsprechende  Gewinde 
dieser  Correspondenz;  die  16  übrigen  Coincidenzen  sind  Gewinde  von 
/8f|,  in  denen  sich  zwei  verschiedene  entsprechende  Systeme  ®^  schnei- 
den. Lassen  wir  nun  unsere  Projectivität  in  eine  solche  übergehen, 
in  der  jedem  Systeme  ®^  das  ihm  (auf  der  einen  Seite)  benachbarte 
correspondirt,  so  erhalten  wir  die  in  8^  befindlichen  Gewinde  der 
Enveloppe  der  S^*  oder  Tangentialgewinde  von  F\ 

Die  Tangentialgewinde  von  F^  bilden  ein  System  4,  Stufe  16.  Grades. 

Unter  den  8^^  haben  wir  6  ausgezeichnete  mit  Doppelgewinde  i^-,  682 
die  81  r^  als  Tangentialgewebe  eines  solchen  Systems  im  weiteren  Sinne 
gelten  alle  Gewebe  durch  Fi,  von  denen  jedes  zwei  des  allgemeinen 
Falls  repräsentirt.  Einem  jeden  8^^  entsprechend  ergiebt  sich  unter 
den  @4^  das  (doppelte)  Gewebe  ®,-  der  sich  auf  Fi  stützenden  Gewinde. 
Aber  im  engeren  Sinne  hcU  8^^.  cx>*  TangenticUgewebCj  jedes  äUen  Gewinden 
eines  der  oo^  von  Fi  ausgehenden  Büschel  von  81^.  zugehörig,  also  auch 
den  beiden  Gebüschen  dieses  Büschels;  und  das  Gewinde  von  3,-,  das  sich 
auf  ein  solches  Tangentiaigewebe  von  5^  ^  stützt,  ist  das  Tangentialgewinde 
von  F^,  das  in  den  Axen  der  beiden  Gebüsche  berührt  (Nr  633).  Zu 
jedem  dieser  Gewinde  gehören,  als  Tangentialgewebe  des  ausgearte- 
ten @4^,  die  Gewebe,  die  sich  auf  die  Gewinde  des  Büschels  in  5^^ 
stützen. 
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683  Wir  fanden  oben^  dass  jedes  Gewebe  5  Systeme  8^  tangirt,  und 

erkennen  sofort;  dass  von  den  ö  Berührungsgewinden  je  zwei  zu  ein- 
ander coDJugirt  sind  in  Bezug  auf  die  beiden  Systeme  ^  die  in  ihnen 
berührt  werden;  also  sind  sie  coDJugirt  in  Bezug  auf  alle  Systeme  von 
B(r^)  und  daher  auch  in  Bezug  auf  £/,  also  gegenseitig  in  Involu- 
tion. Andrerseits  sind  sie  alle  5  in  Involution  zu  dem  Gewinde,  das 
auf  das  gegebene  Gewebe  sich  stützt. 

Ein  beliebiges  Oemnde  I^  und  die  5  Gewinde,  in  denen  Systeme  aus 
dem  Büschd  B  (T^)  von  dem  Gewebe  berührt  werden,  welches  auf  jenes 
sich  stütßt,  bilden  stets  eine  Gruppe  von  6  Gewinden  in  Involution. 

Ist  das  gegebene  Gewinde  ein  Fundamental -Gewinde  A  <l6s  I^, 
so  ergiebt  sich  die  Gruppe  aller  6  Fundamental-Gewinde;  ;,berührt^^ 
werden  die  5  andern  Sl^^  im  weiteren  Sinne ,  indem  das  sich  auf  Ja 
stützende  Gewebe  durch  ihre  Doppelgewinde  geht. 

Die  5  Gewebe,  welche  sich  bezw.  auf  die  5  Berührungsgewinde 
stützen,  gehen  je  durch  jf  und  die  4  andern  Berühr ungsge winde  und 
sind  in  I^  die  Tangentialgewebe  der  5  durch  dies  Gewinde  gehen- 
den ©4*. 

Wenn  von  den  5  Systemen  S^*,  welche  durch  f  gehen,  zwei 
sich  vereinigen,  so  vereinigen  sich  auch  zwei  von  den  berührten  S^^9 
sowie  die  Gewinde,  in  denen  sie  berührt  werden;  da  diese  aber  in  In- 
volution sind,  so  kann  die  Vereinigung  nur  in  einem  Gebüsche  ge- 
schehen (I,  Nr.  108),  und  weil  dies  auch  auf  F'  sich  stützt,  so  liegt 
seine  Axe  in  jT';  als  Gebüsche  eines  der  S^  hat  es  seine  Axe  in  F^, 
und  da  I^  sich  auf  das  Tangentialgewebe  des  Gebüsches  in  Bezug  auf 
das  8J  stützt,  so  ist  es  das  Tangentialgewinde  von  F^  in  dieser  Axe. 

Von  den  durch  ein  Tangentialgewinde  von  F^  gehenden  5  Systemen 
©4^  haben  sich  0tvei  vereinigt  und  zwar  in  dasjenige  ©4*,  dessen  corre- 
spondirendem  S^  das  Tangentialgewinde  zugeordnet  ist. 

unter  den  5  Systemen  ©4*,  die  durch  ein  Gebüsche  [l]  gehen, 
befindet  sich  immer  H^^]  in  jedem  der  4  andern  ist  l  ein  Strahl  des 
in  ihm  enthaltenen  consingulären  Complexes,  und  so  sehen  wir,  wie 
unser  früher  erhaltener  SatZy  dass  durch  jeden  Strahl  4  von  den  consin- 
gulären Complexen  gehen,  sich  als  Specialfall  des  allgemeineren  Satzes 
ergiebt,  dass  durch  jedes  Gewinde  5  Systeme  aus  der  Scha/ir  der  ©4' 
gehen, 

684  Zu  jedem  Strahle  l  haben  wir  einen  Büschel  von  Polargewinden, 

jedes  einem  S^  aus  dem  Büschel  B(F^)  zugeordnet.  Von  den  beiden 
Gebüschen  eines  Büschels,  deren  Axen  l  selbst  und  seine  Polare  V 
nach  F^  sind,  ist  das  erstere  immer  dem  Hauptsysteme  H^  zugeordnet. 
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Nan  haben  wir  weiter  gefunden,  dass  diejenigen  l,  deren  einem 
bestimmten  ^4^  ans  B(r^)  zugeordnete  Polargewinde  Gebüsche  sind, 
einen  der  Nebencomplexe  A^  erzeugen;  die  Axen  solcher  Gebüsche 
können  dann  nur  die  Polaren  V  dieser  l  sein,  und  es  fragt  sich,  was 
für  einen  Gomplex  sie  erzeugen.  Die  Polaren  aber  der  Strahlen  eines 
Complexes  2.  Grades  erzeugen  einen  Gomplex  14.  Grades  (Nr.  576); 
in  unserm  Falle  jedoch,  wo  der  Nebencomplex  jfi  durch  die  Gongruenz 
S  der  singulären  Strahlen  geht,  von  denen  jeder  alle  Strahlen  seines 
4>*Tangentenbüschels  zu  Polaren  hat,  sondert  sich  der  Tangenten- 
complex  12.  Grades  der  4>  ab,  and  es  bleibt  ein  Gomplex  vom  2.  Grade. 

Also  bilden  auch  die  Axen  der  Gebüsche^  die  zu  den  einem  bestimm- 
ten 8^^  des  Büschels  B(jr*)  zugeordneten  Polargewinden  gehären  ^  einen 
Complex  2.  Grades. 

Nennen  wir  diesen  (zum  Nebencomplexe  A^  nach  F^  polaren) 
Gomplex  A'\*) 

Wenn  p  ein  Strahl  des  Polargewindes  von  l  ist,  welches  dem  8^^ 
zugeordnet  ist,  so  heisst  das  (Nr.  675):  das  Gebüsche  [p]  gehört  zu 
dem  Polargewebe  von  [l]  in  Bezug  auf  8^^^  oder  [jp]  und  [l]  sind  in 
Bezug  auf  8^  conjugirt. 

Es  seien  l^,  l^  die  in  einem  gegebenen  Strahlenbüschel  (P,  3r) 
befindlichen  Strahlen  von  A^,  Z/,  ?/  ihre  Polaren,  also  zu  A'*  gehörig; 
dies  sind  die  Leitgeraden  des  Grund -Strahlennetzes  des  Büschels  der 
(dem  8^  zugeordneten)  Polargewinde  der  verschiedenen  Strahlen  von 
(P,  n)  als  die  Axen  der  Gebüsche  in  diesem  Büschel.  Der  Büschel 
(P,  ic)  enthält  aber  auch  zwei  Strahlen  q^^  q^  von  A'^]  sie  sind  die 
Polaren  von  zwei  Strahlen  g^,  q^  Ton  ^^;  letztere  müssen  2^',  Z^'  treffen. 
In  der  That,  [g/]  ist  Polargewinde  von  q^  für  8^]  in  ihm  befinden 
sich  7i,  Z2,  weil  sie  q{  treffen;  also  sind  [ZJ,  [Z^]  dem  [qi\  in  Bezug 
auf  8^  conjugirt,  und  q^  gehört  auch  den  Polargewinden  von  Z^,  l^ 
an,  trifft  deren  Axen  Z/,  Z^';  und  dasselbe  gilt  für  q^. 

Die  Polargewebe  der  Gewinde  eines  Netzes  8^  in  Bezug  auf  8^ 
bilden  selbst  ein  Netz;  d.  h.  sie  gehen  sämmtlich  durch  das  in  Bezug 
auf  8^  zu  iSj  polare  Netz  8^  (Nr.  669).  Nehmen  wir  an,  8^  sei  ein 
Bündel  [P]  oder  ein  Feld  [n]  von  GMischeti  (Nr.  669).  Die  Polar- 
gewinde der  Strahlen  von  P  oder  tc,  d.  h.  die  Oerter  der  Axen  der 
Gebüsche,  die  in  den  Polargeweben  (der  den  Strahlen  als  Axen  zuge- 
hörigen Strahlengebüsche)  enthalten  sind,  gehen  daher  alle  durch  den 
Ort  der  Axen  der  Gebüsche  in  8^,  also  durch  die  Leitschaar  der 
Grund-Regelschaar  von  8^'     Nennen  wir  diese  Leitschaar  die  Polar- 


*)  Hierza  ?ergl.  man  Segre,  Sulla  geometria  della  retta  Nr.  130  ff. 
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Begehchaar  des  Punktes  P  oder  der  Ebene  %  in  Bejmg  auf  S^\  Die 
Polargewinde  also  aller  Strahlen  von  P  oder  ic  gehen  darch  diese 
Polar-Regelschaar. 

Nun  haben  wir  in  P  oder  sr  einen  Kegel ,  bezw.  Kegelschnitt 
von  ^;  für  seine  Strahlen  sind  die  Polargewinde  Gebüsche;  dieselben 
gehen  auch  durch  die  Polar-Regelschaar  und  die  Axen  erzeugen  daher 
die  verbundene  Regelschaar,  die  obige  Grund-Regelschaar;  die  dem- 
nach in  A'*  sich  befindet.  Ihre  Geraden  sind  somit  polar,  in  Bezug 
auf  r*,  zu  den  Geraden  des  P-Kegels,  der  »-Ourve  von  A\ 

Ferner  haben  wir  aus  P,  in  :r  auch  einen  Kegel,  einen  Kegel- 
schnitt von  A'^]  q  sei  ein  Strahl  desselben,  q  der  entsprechende 
Strahl  von  A^.  Es  ist  also  das  Gebüsche  [q]  Polargewinde  yon  q] 
in  ihm  befindet  sich  der  P- Kegel,  bezw.  die  3t-Curve  von  A*  voll- 
stöndig.  Ist  daher  l  ein  Strahl  dieses  Kegels  oder  dieser  Gurve,  so 
sind  die  Gebüsche  [{]  und  [q]  in  Bezug  auf  ^4^  conjugirt,  q  gehört 
auch  zum  Polargewinde  von  l,  das,  weil  l  zu  A^  gehört,  ein  Gebüsche 
ist  mit  der  Axe  V,  der  in  A'^  befindlichen  Polare  von  l.  Jeder  q 
trifft  also  die  Polare  V  eines  jeden  Z;  die  q  und  die  V  bilden  zwei 
verbundene  Begelschaaren.  Die  der  V  ist  aber,  nach  dem  Voran- 
gehenden, die  Regelschaar,  welche  der  Polar-Regelschaar  von  P  oder 
7t  verbunden  ist;  also  erfüllen  die  q  diese  Polar-Regelschaar  selber. 
Sie  ist  in  A^  enthalten,  und  die  Polaren  ihrer  Geraden  erfüllen  den 
P- Kegel,  die  Ä-Curve  von  A'\ 

Somit  haben  toir  mjoei  verbundene  Begelschaaren^  von  denen  die  eine 
zu  A^,  die  andere  zu  A'^  gehärt:  die  erstere  ist  die  Polar-Begdschaar 
von  P  oder  %  in  Bezug  auf  dasjenige  S^,  dem  A^  und  A'^  augeatdn/d 
sindy  die  andere  die  Grund-Begdschaar  des  Netzes,  durch  das  die  Polar- 
gewebe  edler  Gebüsche  des  Bimdds  [P]  oder  des  Feldes  [«]  in  Bezug 
auf  S^  gehen. 

Lassen  wir  P  den  ganzen  Baum  durchlaufen,  so  erhalten  wir  ein 
Begelschaar- Gebüsche  von  A^,  und  A'*  ist  consifiguJär  zu  A^y  weil  er  die 
verbundenen  Regeischaaren  enthält,  und  da,  tvenn  n  den  Baum  durch- 
läuft, derselbe  conslnguläre  Complex  A'^  sich  ergiebt,  so  ist  das  dabei 
entstehende  Begdschaar-Gebüsche  von  A^  zu  dem  vorigen  verJcnüpft.  In 
der  That,  wenn  P  und  ic  incident  sind,  so  haben  sie  einen  Strahlen- 
büschel gemein.  Seinen  Strahlen  entspricht  ein  Büschel  von  Polar- 
gewinden, und  in  dessen  Grund-Strahlennetze  sind  die  Polar- Regel- 
schaaren  von  P  und  n  enthalten;  folglich  tragen  sie  einander.  Dreht 
man  also  x  um  P,  oder  bewegt  P  in  ^,  so  erhält  man  Felder  von 
Regeischaaren  in  AK 

Jedes  der  6  Fundamental-Ge winde  von  F^  transformirt  jT',   ein 
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jedes  von  den  Paaren  verknQpfter  Regelschaar-Gebüsche,  also  jedes 
der  zugeordneten  Systeme  5/,  die  Congruenz  S  der  singularen  Strahlen 
und  jeden  der  Complexe  ^*  und  Ä^  in  sich  selbst.  Daher  sind  die 
Fi  auch  Fundamentäl-Gewinde  für  diese  Complexe  J*,  A"^  (Nr,  618).*) 
Dass  ein  ^^  und  ein  A'^^  welche  zu  einander  gehören^  dieselben 
Fundamental-Gewinde  haben,  folgt  aus  ihrer  eben  erhaltenen  Gon- 
singularität. 

Die  verschiedenen  Complexe  A^  bilden  einen  Büschel;  also  füllen  685 
die  Complexcurven  in  %  diese  Ebene  einfach  aus.  Die  Polaren  der 
Tangenten  einer  jeden  dieser  A^-Complexeiirven  in  x  hüden  eine  BegeV- 
schaar^  und  zwar  offenbar  eine  Regelschaar  der  Congruenz  (3;  2)',  die 
durch  die  Polaren  der  Strahlen  von  %  entsteht  (Nr.  570),  und  wir  er- 
halten eine  Begelschaar-Reihe  in  dieser  Congniene,  von  der  in  jedem  der 
Complexe  A'^  sich  eine  Begdschaar  befindet  Die  verbundenen  Regel- 
schaaren  bilden  eine  Reihe  in  einer  der  confocalen  Congruenzen;  diese 
Regeischaaren  sind  die  Polar -Regeischaaren  der  sr  in  Bezug  auf  die 
einzelnen  S^  von  B(r*). 

Daher  erzeugen  auch  die  Polar- Regeischaaren  einer  Ebene  n  in 
Bezug  auf  die  verschiedenen  durch  F^  gehenden  SJ,  welche  Begelschaaren 
zu  den  verschiedenen  A*  gehören,  eine  Congruenz  (3,  2),  die  confocal  ist 
zu  der  Congruenz  (3,  2)'  der  Polaren  der  Strahlen  von  n.  Sie  ist  die 
früher  behandelte  Congruenz  (ß,  2)"  der  Strahlen,  welche  in  x  fällende 
Polaren  haben ,  oder  der  Polaren  der  x  in  Bezug  auf  die  Complexkegel 
aus  den  Punkten  von  x  (Nr.  570). 

Wir  fanden  ja  auch;  dass  die  Polaren  der  Geraden  einer  Polar- 
Regelschaar  die  Complexcurve  von  A'^  in  %  umhüllen. 

Jede  Gerade  ist  Polare  für  9  Gerade  (Nr.  577),  die  sich  auf  9 
von  den  Complexen  A^  vertheilen. 

Demnach  gehen  durch  jeden  Strahl  9  von  den  Compiexen  A'*. 

Bemerkenswerth   sind   die  Complexe  A^  und  A'^,   die  zu  einem  686 
Doppelgebüsche  2Jz,  i  und  dem  zugeordneten  Systeme  Sl  ^  gehören. 

Es  sei  Fi  das  entsprechende  Fundamental-Gewinde,  ein  Doppel- 
gewinde dieses  Systems  Sl  .. 

Wir  fanden  (Nr.  577):'* 

Die  jT'-Polaren  der  Strahlen  eines  Fundamental-Gewindes  von  F^ 
erzeugen  ebenfalls  dieses  Gewinde  und  zwar  derartig,  dass  jeder  Strahl 
desselben  zu  7  andern  Strahlen  des  Gewindes  als  Polare  gehört. 

Aber  der  Strahl  gehört,  wie  wir  eben  sagten,  noch  zu  zwei  andern 

*)  Segre,  Journal  f.  Mathem.  Bd.  98  S.  302. 
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Strahlen  als  Polare,  und  da  die  Geraden ^  deren  F^-Polaren  ein  Ge- 
winde bilden,  selbst  einen  Complex  3.  Grades  erzeugen  (Nr.  568),  so 
entsteht  durch  diese  beiden  weiteren  Geraden  der  Complex  2.  Grades, 
welcher  mit  Fi  den  zu  Fi  gehörigen  derartigen  cubischen  Complex 
zusammensetzt. 

In  einen  Tangentenbüschel  (8,  6)  von  4>  sendet  Fi  die  zu  C?  ge- 
hörige Doppeltangente,  die  dann  als  solche  noch  zu  einem  zweiten 
Tangentenbüschel  gehört.  Die  singulären  Strahlen  in  diesen  Tangenten- 
büscheln haben  die  Doppeltangente  zur  gemeinsamen  Polare;  da  sie 
nun  nicht  selbst  zu  Fi  gehören,  denn  eben  nur  die  Doppeltangente 
gehört  in  jedem  der  beiden  Büschel  im  allgemeinen  zu  F^,  so  befinden 
sie  sich  in  dem  zweiten  Bestandtheil  des  cubischen  Complexes,  in  dem 
Yom  2.  Grade.  Folglich  geht  dieser  durch  die  Congruenz  S  der  sin- 
gulären Strahlen  und  ist  ein  Nebencomplex  A^  des  I^;  der  zu  ihm 
polare  Complex  A'^  ist  das  Fundamental-Gewinde  jH,  doppelt  ge- 
rechnet, in  dem  ja  eben  jeder  Strahl  von  Fi  für  2  Strahlen  dieses 
A^  Polare  ist. 

So  zeigt  sich,  dass  von  den  beiden  einem  Doppelgebüsche  273, <  z\ir 
gehörigen  Complexen  A^,  A"^  der  zweite  das  ebenfalls  dem  Zs,^  zugeord- 
nete Fundamental'Oemnde  Fi,  doppelt  gerechnet j  ist 

Der  andere  sei  A?.  Von  den  9  Strahlen^  für  toelche  ein  Strahl  von 
Fi  Polare  ist,  liegen  7  auch  in  Fi,  die  beiden  übrigen  in  A?. 

Zwischen  Fi  und  A?  besteht  also  eine  Correspondenz  [1,  2].  Da 
ein  {  von  A?  eindeutig  seine  Polare  V  in  Fg  bestimmt  und  diese  wie- 
derum eindeutig  den  zweiten  Strahl  \  in  A?,  von  dem  sie  Polare  ist, 
und  l  aus  \  ebenso  hervorgeht,  so  ist  die  Beziehung  zvoisdien  den  zu 
demselben  StrcMe  V  von  Fi  gehörigen  Strahlen  l  und  l^  von  Af  ein- 
deutig und  involutorisch.  Lassen  wir  also  V  in  Fi  eine  Regelfläche 
durchlaufen,  so  durchlaufen  l  und  l^  involutorisch  die  entsprechende 
Regelfläche;  jene  sei  ein  Strahlenbüschel  (P,  %)  von  Fi,  so  können 
wir  denselben,  doppelt  gerechnet,  auffassen  als  Coraplexkegel  von  Ai^ 
für  den  Punkt  P  und  die  correspondirende  involutorisch e  Regelfläche 
in  Ai^  ist  die  Polar-Regelschaar  von  P  in  Bezug  auf  iS*  .  Aber  wir 
können  ihn  auch  als  Complexcurve  von  sr  ansehen  und  dieselbe  Regel- 
schaar  wird  Polar-Regelschaar  von  ^r. 

Im  allgemeinen  Falle  bilden  die  Polar-Regelschaaren  der  Punkte 
P  und  der  Ebenen  sr  zwei  verknüpfte  Gebüsche  im  Nebencomplexe 
A^]  hier  sind  diese  Gebüsche  zu  einem  Doppelgebüsche  zusammen- 
gefallen, und  jede  der  Polar-Begehchaaren  ist  zugleich  Polar-Begelschaar 
für  einen  Punkt  P  und  eine  Ebene  sr,  die  dann  als  Nullpunkt  und 
Nullebene  in  Bezug  auf  Fi  zusammengehören. 
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Dass  bei  einem  S^  .  an  Stelle  von  A/^  das  Gewinde  Fi  tritt,  kann 
man  auch  daraus  ableiten ,  dass  Fi,  als  Doppelgewinde  Ton  Sf^^y  zu 
allen  Polargeweben  gehört^  also  in  dem  Basisnetze  5/  der  Polar- 
gewebe der  Gewinde  eines  Netzes  8^^  speciell  eines  Bündels  [P]  oder 
eines  Feldes  [n]  von  Gebüschen  sich  befindet.  Die  verbundenen 
Regeischaaren  der  Grund -Regeischaaren  dieser  Netze  ^2^  die  Polar- 
Regelschaaren  der  P  oder  sr  in  Bezug  auf  SJ'^  erfüllen  den  Ai\  und 
die  Grund-Regelschaaren  selbst  den  ^/^.  Nun  ist  aber  Fi  in  allen 
Netzen  enthalten,  also  ist  er  das  Erzeugniss  aller  ihrer  Grund-Regel- 
schaaren. 

Innerhalb  Fi  haben  wir  eine  Correspandene  [1,  7]  etvischen  den  T 
und  ly*)  und  die  Gruppen  der  7  Strahlen  l,  welche  dieselbe  Polare  V 
haben,  sind  geschlossen,  da  aus  jedem  von  ihnen  die  sechs  übrigen 
in  gleicher  Weise  sich  ergeben;  so  dass  die  Beziehung  zwischen  den 
zu  demselben  V  gehörigen  l  inYolutorisch,  aber  nicht  eindeutig  ist. 
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Systeme  4.  Stufe  Ton  Gewinden. 

Da  jedes  quadratische   System  4.  Stufe  8^  von  Gewinden  durch  687 
einen  Complex  J^  geht,  so  können  wir  aus  einem  durch  einen  Com- 
plex  2.  Grades  gelegten  8^  die  allgemeinen  Eigenschaften  eines  solchen 
Systems  ablesen. 

Ein  8^  hesitgt  0wei  getrennte  Systeme  van  Netzen  von  Gewinden^ 
jedes  aus  oo^  Neteen  bestehend,  deren  Grund-Regelschaaren  die  Leit- 
schaaren  der  Regelsehaaren  des  einen  und  des  andern  der  beiden  ver- 
knüpften Gebüsche  von  F^  sind,  denen  8^^  zugeordnet  ist. 

Zwei  Regeischaaren  des  F^  aus  demselben  Gebüsche  befinden 
sich  in  dem  nämlichen  Gewinde,  also  gilt  dies  auch  für  die  Leit- 
schaaren  (I,  Nr.  98).     Mithin: 

Zum  Netze  von  8^*  aus  demselben  Systeme  haben  ein  Gewinde  gemein. 

Zwei  Regeischaaren  von  F^  aus  verknüpften  Gebüschen  befinden 
sich  im  allgemeinen  nicht  in  demselben  Gewinde  oder  aber,  wenn  sie 
sich  tragen  (zweimal  schneiden),  in  einem  Büschel  von  Gewinden. 


*)  Auf  diese  Gorrespondenz  in  einem  Gewinde  ist  aber  nicht  das  Gorrespon- 
denz-Princip  in  der  Form,  wie  es  in  I,  Nr.  206  ausgesprochen  wurde,  anzuwenden, 
weil  sie  nicht  eine  endliche  Zahl  von  Goincidenzen  hat,  sondern  unendlich  viele, 
alle  Strahlen  von  FT^. 
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Zvoei  Netfse  des  S^*  aus  verschiedenen  Systemen  haben  im  allgemeinen 
kein  Gewinde  gemein^  im  besondern  FaUe  aber  gleid^  einen  ganzen  Büschel. 

Im  Hauptsysteme  H^  sind  die  einen  Netze  die  Bündd^  die  andern 
die  Felder  von  StrcJüengdmchen;  oder  in  der  kürzeren  Ausdrucks  weise, 
bei  der  die  Strahlengebüscbe  durch  ihre  Axen  ersetzt  werden: 

Die  Netze  8^  des  Hauptsysiems  sind  die  Strahlenbündel  und  die 
Strahlenfelder;  zwei  Felder  oder  zwei  Bündel  haben  einen  Strahl  ge- 
mein;  ein  Feld  und  ein  Bündel  im  allgemeinen  keinen,  im  besondern 
Falle  einen  ganzen  Strahlenbüschel. 

Ein  Gewinde -Gebüsche  S^  schneidet  8^  in  einem  quadratischen 
Systeme  2.  Stufe  S^\  denn  ein  in  8^  enthaltener  Büschel  8^  trifft 
diesen  Schnitt  in  den  2  Gewinden^  in  denen  er  8^  schneidet. 

Galt  aber  8^  durch  ein  in  8^  enthaltenes  82,  so  ist  der  fernere 
Schnitt  mit  8^^  ein  zweites  8^,  aber  aus  dem  andern  Systeme;  weil  dem- 
selben 8^  angehörig,  haben  die  beiden  8^  einen  Büschel  gemeinsam; 
oder;  die  Grundgeraden  des  8^  müssen  auf  den  Grund-Regelschaaren 
beider  82  liegen;  folglich  haben  auch  die  beiden  Begelschaaren  von 
r^;  deren  Leitschaaren  diese  sind;  zwei  Gerade  gemein,  tragen  ein- 
ander und  gehören  zu  verknüpften  Gebüschen  des  Complexes. 

Ist  8^  das  Hauptsystem,  so  hat  man: 

Wenn  ein  Gämsche  8^  von  Gewinden  durch  einen  Bündel  (oder  ein 
Feld)  von  Strahlengebüschen  geht,  so  enOiält  es  noch  ein  Feld  (oder  einen 
Bündel)  von  Gebüschen.  Deun  die  Grundgeraden  des  8^  müssen  durch 
den  Scheitel  des  Axen- Bündels  gehen;  also  schneiden  sie  sich  und 
erweitern  sich  zu  einem  vollen  Strahlenbüschel,  der  allen  Gewinden 
von  8^  gemeinsam  ist;  seine  Ebene  trägt  die  Axen  des  Feldes. 

Sagen  wir  von  zwei  solchen  in  demselben  8^  enthaltenen  82  des  8^% 
dass  sie  einander  tragen. 

Jedes  82  von  8^  trägt  cx>*  82  aus  dem  andern  Systeme,  so  yiele 
als  S^  durch  5,  gehen.  Ist  q  die  Regelschaar  Ton  F*,  deren  Leit- 
schaar  die  Basis  jenes  5^  ist,  so  sind  die  Grund-Regelschaaren  der 
von  82  getragenen  Netze  die  Leitschaaren  der  von  q  getragenen 
Hegeischaaren  von  jT*. 

Ändere  /S^,  als  die  be^ochenen,  können  sich  nicht  in  8^*  befinden; 
denn  die  Axen  der  in  SJ  enthaltenen  Strahlengebüsche  bilden  eben 
den  r*,  durch  welchem  SJ  geht;  die  Axen  der  Strahlengebüsche  von 
82  erf allen  die  Leitschaar  der  Grund -Regelschaar;  diese  Leitschaar 
muss  also  zu  F^  gehören. 

Strahlennetze  enthält  ein  allgemeiner  Complex  2.  Grades  nicht; 
wir  werden  dies  als  eine  Eigenschaft  specieller  quadratischer  Complexe 
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erkennen.    Also  giebt  es  in  einem  S^^  keine  linearen  Systeme  von  höherer 
als  2.  Stufe. 

JDass  es  in  S^  <x?  Netee  giebt,  kann  man,  ohne  Heranziehung  des  688 
in  S^*  enthaltenen  Complexes,  in  folgender  Weise  erkennen: 

Es  sei  r  ein  Gewinde  von  S^,  11  sein  Polar-  oder  Tangential- 
gewebe^  der  Schnitt  2.  Grades  3.  Stufe  nS^  besteht  (Nr.  669)  aus 
oo'  Ton  r  ausgehenden  Büscheln,  jedes  Gewinde  I^  desselben  gehört 
einem  solchen  Büschel  an,  wie  auch  umgekehrt  jeder  von  F  ausgehende 
Büschel  von  S^  sich  in  U  und  IIS^  befindet.  Daher  ist  der  Büschel 
riy  in  n  und  in  Il\  dem  Tangentialgewebe  von  P',  enthalten  und 
demnach  in  dem  Schnitte  2.  Grades  2.  Stufe  S^^  =  S^^nn\  Sei  jT' 
ein  diesem  Schnitte,  aber  nicht  dem  Büschel  JTJT  angehoriges  Ge- 
winde, so  sind  rr'y  rr"  in  n  enthalten,  also  das  ganze  Netz  rJT'r"; 
ebenso  ist  es  in  11'  enthalten.  Wie  JTJT',  so  befinden  sich  auch  JT!^', 
rr^'  in  S^\  Alle  von  F  ausgehenden  Büschel  von  11  berühren  SJ 
in  JT,  die  dem  Netze  FF*  F"  angehörigen  schneiden  dann  noch  je  in 
einem  Gewinde  von  FT",  also  fallen  sie  in  S^]  und  somit  gehört 
dies  Netz  ganz  zu  S^^  und  bildet  einen  Theil  von  /S,^.  Ersetzt  man 
F*'  durch  ein  ausserhalb  dieses  Netzes  befindliches  Gewinde  von  Si^, 
so  ergiebt  sich  das  zweite  Netz,  das  natürlich  auch  durch  den  Büschel 
FF'  geht  und  mit  dem  ersten  zusammen  S^^  bildet. 

Nun  sind  JT,  jf,  F"  c»*-,  cx)%  oo*-fach  bestimmbar;  in  jedem  be- 
stimmten Netze  aber  ist  jede  der  3  Gonstituenten  (x>^-fach  bestimmbar. 
Folglich  ist  die  Mannigfaltigkeit,  in  der  wir  nach  der  vorangehenden 
Methode  in  S^*  Netze  herstellen  können,  4  +  3  +  2  —  3-2  =  3. 

FF"  und  nn'  sind  polar  in  Bezug  auf  S^^  und  jener  Büschel 
liegt  in  diesem  Gewebe;  folglich  muss  der  Schnitt  S^*  von  11  11'  mit 
S^  in  zwei  Netze  zerfallen  (Nr.  669). 

Wir  erwähnten  eben,  dass,  wenn  F  zu  S^  gehört,  der  Schnitt  von 
S/  mit  dem  Tangentialgewebe  JI  von  F  aus  cx>^  von  F  ausgehenden 
Büscheln  besteht,  und  umgekehrt,  jeder  Büschel  aas  F  in  S^^  ganz  in 
n  und  IIS^^  sich  befindet.  Da  nun  ein  Büschel  bei  jedem  seiner 
Gewinde  sich  in  dieser  Weise  ergiebt,  so  erhalten  wir: 

S^^  besitzt  (»*+*— ^,  also  oo*  Büschel 

Jedes  Netz  enthält  cx>'  Büschel. 

Wir  haben  uns  zu  überzeugen,  dass  diese  (x>^  Büschel  nur  die  in 
den  Netzen  von  S^^  enthaltenen  sind  und  jeder  Büschel  zu  einer  end- 
lichen Zahl  von  diesen  Netzen  gehört. 

Es  sei  also  S^  ein  Büschel  von  SJ]  die  Tangentialgewebe  aller 
seiner  Gewinde  enthalten  ihn;    sie  bilden  einen  Büschel,  dessen  Basis 
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ein  Gebüsche  8^  ist.  Dies  Gebüsche  schneidet  8^  in  einem  8^^^  za 
welchem  8i  gehört;  und  dies  8^^  zerfallt  in  zwei  Netze,  welche  beide 
durch  8^  (den  obigen  FF')  gehen  und  zu  verschiedenen  Systemen 
gehören. 

Umgekehrt^  jedes  durch  8^  gehende  ganz  zu  8^  gehörige  Netz 
ist  den  Tangentialge weben  aller  Gewinde  yon  8^  gemeinsam.   Also: 

Durch  jeden  Büschel  von  8^^  gehen  2  NeteCy  die  in  diesem  8ysteme 
gane  enthalten  sind  und  0u  verschiedenen  8ystemen  seiner  Netze  gehören. 
Daraus  ergiebt  sich  von  neuem,  dass  8^  cx)^"'  Netze  enthält. 

Enthält  8^  ein  Doppelgewinde  JT^,  so  befindet  sich  dies  in  allen 
Polargeweben,  also  auch  in  8^  und  gehört  daher  dem  8^j  als  dem 
Schnitte  von  8^  mit  8^y  doppelt  an;  da  ein  8^  kein  Doppelgewinde 
haben  kann,  so  gehört  F^  zu  beiden  Netzen,  welche  den  Schnitt  8^ 
zusammensetzen.  Denken  wir  uns  8^  als  Büschel  eines  beliebigen 
Netzes  von  8^j  so  folgt: 

Jedes  Netß  8^,  das  in  einem  8ystem  8^^  mit  Boppelgemnde  ent- 
halten ist,  geht  durch  dieses  Gewinde. 

Wir  wissen  (Nr.  649,  650),  dass  die  Büschel  von  8J  sich  auch 
so  ergeben.  Wenn  g,  g'  zwei  Strahlen  des  F^  sind,  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  die  beiden  Begelschaaren  p,  q  des  Complexes,  die  sich  in 
ihnen  schneiden,  zu  den  verknöpften  Gebüschen  2^,,  E^  gehören,  denen 
8^  zugeordnet  ist,  so  befindet  sich  der  Büschel  durch  das  Strahlen- 
netz [^,  g\  in  8^.  Sind  A,  H  die  Leitschaaren  von  ^,  (^',  so  gehören 
die  Netze  (A),  (A')  ebenfalls  zu  8^  und  gehen  durch  diesen  Büschel. 

Weil  es  im  Ganzen  oc^  Netze  in  8^  giebt,  so  müssen  durch 
jedes  Gewinde  F  von  8^  oo^+*— *^  also  c»*  Netze  gehen,  die  dann 
natürlich  alle  im  Tangentialgewebe  von  F  sich  befinden.  jEs  besteht 
daher  der  8chnitt  van  8^^  mit  dem  Tangentialgewebe  von  F  aus  zwei  ein- 
facli  unendlichen  8ystemen  von  Netzen^  so  jedoch,  dass  jedes  Gewinde  des 
8chnitts  (und  der  es  mit  F  verbindende  Büschel)  sowohl  in  einem  Netze 
des  einen,  als  in  einem  Netze  des  andern  Systems  sich  befindet  und  also 
die  Gewinde  der  Netze  des  einen  Systems   schon  den  Schnitt  ausfüllen. 

Die  verschiedenen  von  F  ausgehenden  Büschel  eines  Netzes  des 
einen  Systems  sind  ihm  gemeinsam  mit  den  verschiedenen  Netzen 
des   andern. 

Die  Leitschaaren  der  Begelschaaren  zweier  verknüpfter  Gebüsche 
von  F^  bilden  zwei  verknüpfte  Gebüsche  eines  consingulären  Com- 
plexes;  ein  Gewinde  F  des  zugeordneten  Systems  8^  enthält  aus 
jedem  dieser  Gebüsche  eine  Reihe,  und  die  Netze  durch  die  Begel- 
schaaren dieser  beiden  Reihen  sind  die  durch  F  gehenden. 

Im  Hauptsysteme  gehört  jedes  Strahlengebüsche  zu  oo^  Bündeln 
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und   zu  <x>^  Feldern  von  Strahlengebüschen  ^   oder   seine  Axe  zu  cx)^ 
Bündeln  und  zu  oo^  Feldern  von  Geraden. 

Der  Grad  n  eines  Systems  2.  Stufe  /S,"  ^^  ^a*  ^^^  ^^^  Anzahl  der  689 
Gewinde,  die  es  mit  einem  S^  gemein  hat  oder  mit  dem  S^^f  in  dem 
dieses  das  S^^  schneidet;  zerfallt  dieser  Schnitt  in  zwei  Netze  S^f  so 
yertheilen  sich  die  gemeinsamen  Gewinde  auf  dieselben.  Es  habe  8^^ 
also  l  Gewinde  in  dem  Netze  S^  aus  dem  einen  Systeme ,  in^=>n  —  l 
in  dem  Netze  S^  aus  dem  andern. 

Zu  zwei  Regelschaaren  des  F^  aus  demselben  Gebfische  giebt  es 
immer  oo^  Begelschaaren ,  welche  beide  zweimal  schneiden;  daraus 
folgt,  dass  es  zu  zwei  Netzen  von  S^  aus  demselben  Systeme  oo^  aus 
dem  andern  giebt,  welche  mit  beiden  durch  ein  8^  verbunden  werden 
können.  Daraus  wiederum  ergiebt  sich,  dass  die  Zahl  l  fftr  alle  8^ 
und  die  Zahl  m  ffir  alle  8^  die  nämliche  ist 

Projiciren  wir  nun  unser  System  8^  oder,  mit  genauerer  Bezeich- 
nung, 8j^^  aus  einem  festen  Gewinde  F^  von  8^  auf  ein  Gewebe  ©^ 
durch  Büschel.  Da  sind  diese  Büschel  zu  unterscheiden  in  solche, 
welche  in  8^  fallen,  und  solche,  die  es  nicht  thun.  Jene  liegen  alle 
in  dem  Tangentialgewebe  11^  von  JTq,  und  die  Schnitte  mit  ©^  fallen 
in  den  Schnitt  des  Gebüsches  ©g^S^TJQ  mit  8^^  welcher  ein  ©j* 
ist.  Jedes  der  cx>^  Netze  8^  durch  F^  schneidet  ©^  in  einem  Büschel 
und  ebenso  jedes  der  Netze  8^  durch  Fq,  Wir  erhalten  so  ©^^  erfüllt 
mit  zwei  Systemen  von  Büscheln,  ebenso  wie  eine  Fläche  2.  Grades 
mit  zwei  Geradenschaaren  erfüllt  ist.  Jedes  Gewinde  von  ©2^  rührt 
von  einem  ganz  zu  8^^  gehörigen  Büschel  her,  weil  es  sich  in  dem 
Schnitte  von  77^  mit  8^  befindet;  durch  diesen  Büschel  geht  ein  8^ 
und  ein  8^  von  den  durch  F^  gehenden;  d.  h.  durch  jedes  Gewinde 
von  ©2^  geht  aus  jedem  der  beiden  Systeme  ein  Büschel,  und  jeder 
Büschel  des  einen  Systems  von  ©^^  schneidet  jeden  des  andern.  Die 
l  Gewinde,  welche  8^^  mit  jedem  durch  F^  gehenden  8^  von  8^  ge- 
mein hat,  projiciren  sich  in  l  Gewinde  eines  Büschels  der  ersten  Art 
von  ©2',  und  ebenso  erhält  jeder  der  zweiten  Art  m  Projectionen,  so 
dass  wir  durch  diese  Projectionen  in  ©2^  ein  ©j'+'"  erhalten,  das  analog 
ist  zu  einer  Raumcurve  n^'  Ordnung  auf  einer  Fläche  2.  Grades,  die 
den  einen  Geraden  ^mal,  den  andern  9it-mal  begegnet. 

Jedes  Netz  in  ©4  ist  Schnitt  eines  durch  F^  gehenden  /S3,  und 
dessen  n  Schnittgewinde  mit  8^  bringen  auf  das  Netz  n  Projectionen 
von  Gewinden  des  8^,  Folglich  ist  die  Projection  des  8^  auf  ©^  so 
beschaffen,  dass  sie  mit  jedem  Netze  dieses  Gewebes  n  Gewinde  ge- 
mein hat;  sie  ist  selbst  n^  Grades  2.  Stufe:  ©2",  aber  in  einem  Ge- 

Sturm,  LiniengAomeirie.    III.  16 


242  I^e  liDearen  Systeme  niedrigerer  Stafe 

webe  gelegen  (^ehenf^,  was  bei  S^*  nicht  der  Fall  ist  In  dem  €/+" 
schneidet  sie  das  System  @2^. 

Es  sei  nnn  S^*'  oder  genauer  iS,' +"*'  ein  zweites  in  S^^  gelegenes 
System  2^  Stufe;  seine  Projection  auf  ©^  ist  ein  ©,*',  welches  dem 
©j*  in  einem  @j''+"'  begegnet. 

Nach  dem  Terallgemeinerten  Bezout' sehen  Satze  haben  die  in 
demselben  Gewebe  befindlichen  Systeme  2.  Stufe  und  n^  bezw.  n*^ 
Grades  nn  Gewinde  gemein;  zu  diesen  geboren  aber  die  Gewinde,  in 
denen  sich  die  beiden  in  dem  quadratischen  Systeme  2.  Stufe  ©^^  be- 
findlichen Systeme  1.  Stufe  @i'"*""*,  ©/+■•'  begegnen,  ©j*  befindet 
sich  in  dem  Gebüsche  ©3,  und  weil  dies  sich  coUinear  in  den  Punkt- 
raum Ton  3  Dimensionen  abbilden  lasst,  so  entnehmen  wir  aus  dem 
bekannten  Chasl es' sehen  Satze  über  die  Zahl  der  Begegnungspunkte 
zweier  auf  derselben  Fläche  2.  Grades  gelegenen  Baumcurren,  dass 
ihre  Zahl  Im'  -\-  mt  ist.  Diese  den  Projectionen  ©,•  und  ©,•'  ge- 
meinsamen Gewinde  kommen  tou  Büscheln  durch  Fq  her,  die  ganz  in 
5/  fallen  und  zwei  Terschiedene  Gewinde  von  Sj*  und  /S,**'  projiciren. 
Es  bleiben  also  (Z  +  m)  (f  +  fn)  —  Im  —  mt  =  Zf  +  m*»',  welche 
▼on  gemeinsamen  Gewinden  des  S^*  und  des  S^*'  herrühren,  nämlich  je 
dem  zweiten  Schnitte  des  projicirenden  und  nicht  in  S^*  fallenden  Bü- 
schels mit  8^\     Also: 

Ztoei  in  einem  quadratischen  Systeme  4.  Stufe  S^^  erdhaUene  Stfsteme 
2.  StufCj  tcelche  den  einen  Netzen  van  S^*  in  Z,  beew.  V,  den  andern  in  m^ 
he0w.  ni  Gewinden  'begegnen^  haben  IV  +  ^^  Gewinde  gemein.*) 

In  dem  Hauptsysteme  H^^  in  dem  wir  wiederum  die  Gebüsche 
durch  ihre  Axen  ersetzen  wollen,  sind  die  8^  die  Bündel  und  die  S^' 
die  Felder^  und  ein  S^^"^"*  ist  eine  Strahlencongruenz  P^  Ordnung  und 
m^  Klasse  (eigentlich  der  Inbegriff  der  Strahleogebüsche,  welche  die 
Strahlen  dieser  Congruenz  zu  Axen  haben).  Zwei  Con^ruenzen  S^^"^^, 
S/"^^'  haben  ZZ^ -f"  ^^'  Strahlen  gemeinsam:  Halphen's  Satz 
(I,  Nr.  34). 


*)  Man  beachte  den  Unterschied  zwischen  den  quadratischen  Bäomen  4.  und 
2.  Stofe;  es  besteht  der  allgemeine  Satz:  In  jedem  quadratischen  Baume  gerader 

Stufe  2jp  giebt  es  zwei  verschiedene  Systeme  von  je  cx>  *  linearen  B&umen 

p^^  Stufe:  S  y  S  \   Es  schneiden  sich  zwei  aus  Terscbiedenen  Systemen  in  einem 

Punkte  und  zwei  aus  denselben  nicht,  wenn  p  ungerade  ist,  hingegen  umgekehrt, 

wenn  p  gerade  ist.    Zwei  in  ä^    befindliche  Ä"^"*,  S^'^^\  welche  den  S^  in  l, 

bezw.   r,   den   8 '   in  m,   bezw.  m    Punkten  begegnen,   haben  Im'  -^  mV   oder 

IV  -\-  mm'  Punkte  gemein,  je  nachdem  p  ungerade  oder  gerade  ist.  Segre, 
Studio  suUe  quadriche  etc.  Nr.  80,  40,  41.  Für  diesen  ganzen  Abschnitt  ist  mir 
Segre *8  Abhandlung  sehr  nützlich  gewesen. 
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Ein  System  S^^  mit  einem  Doppelgewinde  Fq  —  deren  der  Büschel  690 
B{^r^)  ja  6  enthält  —  bedarf  aber  noch  genauerer  Betrachtung. 

Wir  wissen  (Nr.  688),  dass  jedes  in  ihm  enthaltene  Netz  S^  durch 
das  Doppeigewinde  geht.  Damit  haben  jede  zwei  Netze  des  Systems 
ein  Gewinde  gemeinsam;  die  unterscheidende  Eigenschaft  zwischen  den 
S^  und  den  S^  hat  mifg^ört,  die  beiden  Systeme  von  Neteen  sind  zu- 
sammengefallen ^  ähnlich  wie  auf  der  Fläche  2.  Grades  mit  Doppelpunkt 
die  beiden  Geradenschaaren.  Dies  entspricht  bei  den  6  derartigen 
Systemen  S^^.  in  B(r^  dem  Zusammenfallen  der  zugeordneten  Ge- 
büsche von  Kegelschaaren  des  r\  Haben  zwei  Netze  ausser  Fq  noch 
ein  zweites  Gewinde  gemein,  so  schneiden  sie  sich  in  dem  Büschel, 
welcher  es  mit  F^  verbindet. 

Jeder  Büschel,  der  Fq  mit  einem  beliebigen  Gewinde  von  S^  ver- 
bindet, hat  3  Gewinde  mit  dem  Systeme  gemeinsam  und  gehört  ihm 
ganz  an;  und  so  zerlegt  sich  das  System  S^^  in  oo^  vom  Doppelgewinde 
Fq  ausstrahlende  Büschel  (Kegel  2.  Grades  4.  Stufe).  Da  jeder  mit 
einem  S^  ein  Gewinde  gemein  hat,  so  können  wir  sie  auffassen  als 
die  Büsche],  welche  aus  F^  die  Gewinde  des  Schnitts  ©^^  von  S^^  mit 
8^  projiciren;  und  jeder  in  @3*  befindliche  Büschel  führt  zu  einem 
Netze  von  S^*. 

Während  in  einem  allgemeinen  S^  durch  einen  Büschel  nur  zwei 
Netze  gehen,  aus  jedem  der  beiden  Systeme  der  S^  und  der  S^'  eins, 
gehen  jetzt  durch  einen  Büschd  S^  unseres  S^\  der  das  Doppelgewinde  Fq 
enthält,  c»^  Netze.  Das  hängt  damit  zusammen,  dass  alle  Gewinde 
eines  solchen  Büschels  ein  und  dasselbe  Tangentialgewebe  haben 
(Nr.  673). 

Dies  Gewebe  tritt  hier  an  die  Stelle  der  Basis  S^  des  Büschels 
der  verschiedenen  Tangentialgewebe  der  Gewinde  eines  Büschels  in 
einem  beliebigen  S^^  (oder  eines  nicht  durch  Fq  gehenden  Büschels 
des  jetzigen  S^  (Nr.  688),  und  an  Stelle  des  Schnitts  Sj*  von  S^  mi^ 
S^*  tritt  der  Schnitt  S^*  dieses  Tangentialgewebes  mit  SJ.  Wie  wir 
dort  vermittelst  eines  in  S^*,  aber  nicht  in  5^  befindlichen  Gewindes 
F  erkannten,  dass  das  ganze  Netz  S^F  dem  S^^  angehört  und  dieses 
also  in  zwei  Netze  zerfällt,  so  führt  jetzt  ein  F  in  S^^,  aber  ausser- 
halb Si  zu  einem  ganz  in  S^*  enthaltenen  Netze,  sodann  wiederum  ein 
dem  S^^f  aber  nicht  diesem  Netze  angehoriges  F  zu  einem  zweiten 
Netze;  und  wir  zerlegen  auf  diese  Weise  nach  imd  nach  S^^  in  oo^ 
durch  8^  gehende  Netze. 

Umgekehrt,  jedes  in  8^  befindliche  Netz,  zu  dem  ein  bestimmtes 
Gewinde  dieses  Systems  gehört,  ist  ganz  in  dessen  Tangentialgewebe 
enthalten  (Nr.  669),  also  müssen  alle  durch  den  Büschel  5^  gehenden 
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Netze  von  8^^  in  dem  gemeinsamen  Tangentialgewebe  aller  Gewinde 
von  5|  enthalten  sein. 

Da  nun  auch  jedes  Netz  von  S^^  oo^  BQschel  enthält,  welche  durch 
das  Doppelgewinde  Fq  gehen,  so  haben  wir: 

In  einem  quadratischen  Systeme  4.  Stufe  S^  von  Gewinden  mit 
einem  Dqppdgewinde  Fq  gehen  durch  dasselbe  oo^  Büschd  und  cx>'  Nei^, 
welche  so  eu  einander  liegen,  detss  jeder  von  den  Büscheln  und  jedes  von 
den  Netzen  mit  <x>^  von  den  Neteen,  hegw.  von  den  Büschel/n  incident  ist. 

In  dieser  Weise  müssen  also  auch  die  cx>'  Gewinde  und  die  oo' 
Büschel  des  Schnitts  @3^  von  S^^  mit  einem  ^4;  welche  durch  unsere 
in  Fq  zusammenlaufenden  Büschel  und  Netze  von  /S/  projicirt  werden, 
gelagert  sein. 

Ein  Bild  davon  giebt  das  S^*  der  Strahlengebüsche,  welche  die 
Strahlen  eines  Gewindes  F  zu  Axen  haben,  der  Schnitt  des  Haupt- 
Systems  H^^  mit  dem  Gewebe  S^^  das  sich  auf  F  stützt.  Es  hat  00' 
Gewinde  und  00^  Büschel,  entsprechend  den  cx)^  Strahlen  und  den  cx)' 
Strahlenbüscheln  von  JT;  jedes  Gewinde  gehört  zu  (x>^  Büscheln,  jeder 
Büschel  enthält  00^  Gewinde. 

Ändere  als  die  durch  das  Doppelgewinde  Fq  gehenden  Netze  enthäU 
S^*  nicht,  wohl  aber  weitere  Büschd;  denn  jedes  von  den  Netzen  enir 
hält  ja  00^  nicht  durch  F^  gehende  Büschel;  aber  jeder  solche  Büschel 
befindet  sich  nur  in  einem  Netze,  das  ausserdem  ja  noch  durch  F^ 
bestimmt  ist.  Und  wir  haben  00^  Büschel  in  S^;  also  sind  die  Man- 
nigfaUigJceiten  3  und  5  der  Netze  und  der  Büschel  in  S^^  mit  Doppel- 
gewinde  dieselben  wie  im  allgemeinen  Falle,  jedoch  die  gegenseitige  La- 
gerung ist  eine  andere. 

QQl  Bei  den  6  derartigen  Systemen  Sl^i  im  Büschel  B(F')  ist  dies 

ersichtlich;  denn  die  Doppelgebüsche  2^,^  enthalten  cx>^  Regeischaaren 
Q,  die  zugeordneten  Systeme  Zs,,-  cx>^  Dupel  d.  Die  Leitschaaren  X 
jener  erfüllen  Fi,  und  dies  gehört  daher  zu  allen  Netzen  des  S^  ^.  Die 
Dupel  d  des  £b^i,  gebildet  durch  irgend  2  Gerade  einer  Begelschaar 
von  Us^i,  fähren  zu  Strahlennetzen,  die  sie  zu  Leit^eraden  haben,  und  die 
durch  dieselben  gehenden  Gewindebüschel  sind  die  Büschel  von  5^  ^  Sie 
geben  nur  dann  durch  Fi,  wenn  die  beiden  Geraden  von  d  in  Bezug 
auf  dieses  Gewinde  polar  sind.  Da  X  in  Fi  sich  befindet,  so  trägt  g 
eine  Involution  solcher  polaren  Geraden,  also  gehen  in  jedem  Netz 
(A)  von  S*.  cx)^  Büschel  durch  Ft.  umgekehrt  wissen  wir,  dass 
durch  zwei  in  Bezug  auf  Fi  polare  Geraden  00^  Regeischaaren  q  von 
^z,i  gehen  (Nr.  633);  die  00*  entsprechenden  Netze  (X)  von  SJ!.  gehen 
durch  den  Büschel,  der  das  auf  jene  Geraden  sich  stüzende  Strahlen- 
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netz  zur  Basis  hat  und,  wegen  der  Polarität  der  beiden   Leitgeraden, 
Fi  enthält. 

Die  (X)'  Begelschcuiren  l  in  Fi  bilden  in  dem  sechsfach  unendlichen 
Inbegriffe  sämmtlicher  Begelschaaren  dieses  Gewindes  ein  eigenthümliches 
System  @3,t(^)*  In  ein  beliebiges  Sirahlennetz  von  Fi  sendet  dieses  System 
Iceine  Regelsckaar y  da  die  Leitgeraden  des  Netzes  dann  auf  der  Regel 
schaar  q,  von  der  l  die  Leitschaar  ist^  also  in  F^  liegen  müssten, 
was  ftir  ein  beliebiges  Strahlennetz  von  Fi  nicht  gili  Nur  die  oo' 
Strahlennetze  von  Fi,  deren  eine  Leitgerade  und  dann  (Nr.  541)  auch 
die  andere  eu  F*  gehört,  enOiälten  Begelschaaren  von  ©3,f(A)  und  dann 
gleich  <x>^,  und  umgekehrt  durch  jede  der  k  gehen  (x>^  von  diesen  Netzen, 
offenbar  alle  Strahlennetze  von  Fi,  die  durch  X  gehen. 

Ein  Feld  [AJ  entsteht  durch  die  (x?  Regeischaaren  X,  die  in  den 
oo^  Netzen  durch  Xq  sich  befinden. 

Während  die  Gewindenetze  {X),  deren  Grund-Regel  seh  aaren  X  den 
Regeischaaren  q  des  Doppelgebüsches  Z's,,-  verbunden  sind^  das  quadra- 
tische System  Sf  ^  erzeugen,  entsteht,  wie  wir  wissen,  durch  die  Netze 
((»)  selbst  ein  lineares  System  und  zwar  das  Gewebe  @,-,  das  sich 
auf  Fi  stützt  und  deshalb  durch  die  übrigen  Fundamental-Gewinde 
geht,  das  gemeinsame  Polargewebe  von  Fi  in  Bezug  auf  alle  (von  5|  ^ 
verschiedenen)  Systeme  S^  von  B(F^. 

Der  Schnitt  eines  S^  mit  einem  Gewd>e  S^  enthält  im  allgemeinen 
Jcein  Netz  oder  im  besonderen  gleich  2  Reihen  von  oo^  Netzen.  In  der 
That,  da  S^^  stets  zu  einem  bestimmten  6(1^^)  gehört,  so  sind  die 
Leitschaaren  der  Grund-Regelschaaren  der  Netze  von  S^*  die  Regel- 
schaaren  der  beiden  verknüpften  Gebüsche  27,,  27,',  denen  8^^  zu- 
geordnet ist,  die  Leitschaaren  hingegen  der  Grund-Regelschaaren  der 
Netze  von  S^  sind  die  Begelschaaren  des  Gewindes  F,  auf  das  S^  sich 
stützt.  Nun  sendet  die  Schnittcongruenz  F^F  nicht  in  jedes  beliebige 
Grebüschepaar  von  F^  Regelschaaren^  sondern  nur  in  5  und  in  diese 
je  2  Reihen. 

Wenn  8^^  ein  Doppelgewinde  F^  hat,  so  sind  die  Gewebe,  die 
dasselbe  nicht  enthalten,  in  der  allgemeinen  Lage;  da  ja  dann  alle 
Netze  von  8^^  durch  Fq  gehen,  so  kann  keins  in  ein  solches  Gewebe 
fallen.  Geht  aber  S^  durch  Fq,  so  erhält  man  die  zwei  Reihen  von  ge- 
meinsamen Netzen  auch  in  folgender  Weise:  Wir  schneiden  S^*  dann 
noch  mit  einem  beliebigen  Gewebe  S/;  der  Schnitt  von  S^\  S4,  5/ 
ist  ein  8^^  in  dem  8^,  in  welchem  sich  8^  und  5/  begegnen;  dieses 
8^^  hat,  nach  der  Analogie  der  Fläche  2.  Grades,  2  Reihen  von 
Büscheln;  die  Projection  aus  Fq  führt  dann  zu  2  Reihen  von  Netzen, 
welche  8^  und  8^  gemeinsam  sind;   denn  jeder  Büschel,  der  Fq  mit 
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einem  Gewinde  des  Schnitts  S^^S^   verbindet,  hat  3  Gewinde  mit  S^^ 
gemein  und  gehört  ihm  ganz  an. 

Das  System  S^^  {mit  Fi  als  Doppelgewinde)  wnd  das  Gewd)e  @ij 
das  nicht  durch  F,-  gehty  haben  also  kein  Netz  gemein;  das  bedeutet,  dass 
keine  Regelschaar  von  2^,<  Leitschaar  einer  andern  Regelschaar  des- 
selben Gebüsches  ist;  aber  das  folgt  schon  daraus,  dass  zwei  ver- 
bundene Regeischaaren  nicht  demselben  Gewinde  angehören. 

Wohl  aber  hat  S^ .  mit  ®*,  das  durch  Fi  geht^  2  Reihen  von  Netzen 
gemeinsam.  Als  Grund -Regeischaaren  von  Netzen  des  Sl^.  befinden 
sie  sich  in  dem  Systeme  @8,t(^)  von  I^-,  d.  h.  sind  Leitschaaren  von 
Regeischaaren  von  Zs,^. 

Jedoch  ihre  Zugehörigkeit  zu  @k  beweist  noch  nicht,  dass  sie  zu 
Ui^t  gehören;  denn  ®k  hat  insgesammt  cx>^  Netze/  Und  sie  können 
es  auch  nicht;  denn  befände  sich  eine  von  diesen  Reihen  von  Regel- 
schaaren  in  27$,  jt,  so  wäre  sie  eine  Reihe  aus  F^Fi]  die  Leitschaaren 
würden  dann  zu  27s,,-  und  zu  Fjt,  also  zu  JT^A  gehören,  und  diese 
beiden  Gongruenzen  wären  confocal;  was  einem  früheren  Ergebnisse 
widerspricht  (Nr.  639).  Unsere  beiden  Regelschaar-Reihen  werden 
vielmehr  durch  die  Leitschaaren  derjenigen  Regeischaaren  von  F^Ft 
gebildet,  welche  in  S^^i  sich  befinden  (Nr.  638). 

Die  beiden  Systeme  4.  Stufe  der  Regeischaaren  von  F^  und  ihrer 
Leitschaaren  sind,  da  ihre  Stufensumme  unter  der  Mannigfaltigkeit  9 
aller  Regeischaaren  bleibt,  windschief  gegen  einander.  F^  enthält 
keine  Begelschaar  und  zugleich  ihre  Leitschaar.  Das  ist  schon  beim 
Gomplexe  1.  Grades  F  der  FaU,  obwohl  er  <xfi  Regeischaaren  enthält; 
die  Leitschaaren  derselben  sind  die  Grund-Regelschaaren  der  Netze  in 
dem  Gewebe,  das  sich  auf  F  stützt;  gehörte  eine  von  ihnen  auch  zu 
F,  so  würde  dies  zu  dem  Netze  und  dem  Gewebe  gehören,  also  zu  sich 
selbst  in  Involution  sein.  Dies  tritt  nur  bei  einem  Strahlengebüsche 
ein;  und  da  sind  ja  sogar  oo^'  Regeischaaren  vorhanden,  die  sich  mit 
den  Leitschaaren  vereinigt  haben;  weil  das  Gebüsche  so  viele  Eegel 
2.  Grades  und  Kegelschnitte  enthält. 
692  Die  in  Nr.  680  erhaltene  eindeutige  Beziehung  der  Gewinde  zuwier 

zu  einander  gehöriger  Systeme  ©^^  und  S^^  artet  aus,  wenn  dies  Paar 
aus  einem  doppelten  &i  und  einem  S^.  besteht 

Die  Gongruenz  C^,  welche  durch  ein  beliebiges  Gewinde  von  @i 
in  F^  eingeschnitten  wird  und  2  Regelschaar-Reihen  in  Za,^  sendet, 
hat  die  confocale  Gongruenz,  die  durch  deren  Leitschaaren  entsteht^ 
in  Fij  und  dies  Gewinde  ist  ständig  das  entsprechende  in  S^  ^.  Es 
sei  nun  aber  F  ein  beliebiges  Gewinde  dieses  Systems;  dann  gehört 
der  Büschel  FFi  demselben  ganz  an  und  durch  ihn  gehen  oo^  Netze 


in  einem  quadratischen  System  4.  Stafe  TOn  Gewinden  247 

von  S^.]  oder  in  seinem  Grand -Strahlennetze  haben  wir  <x)^  ßegel- 
schaaren  X  aus  dem  Systeme  ®s,i{X)  von  Fi,  d.  h.^  welche  Leitschaaren 
von  Regeischaaren  q  von  2Js,i  sind.  Diese  q  haben  die  Leitgeraden 
des  Netzes  gemein;  ihre  Congraenz  hat  dieselben  zu  Doppelstrahlen, 
und  die  Reihe  der  q  vertritt  in  ihr  sogar  2  Paare  verknüpfter  Reihen 
(11^  Nr.  407);  die  A  bilden  keine  confocale  Congruenz,  liegen  sie  doch 
alle  in  einem  Strahlennetze. 

Die  einschneidenden  Gewinde  aus  &i  sind  die  27s,,-  zugeordneten 
Tangentialgewinde,  von  denen  jedes  zu  zwei  Geraden  von  F^  gehört^ 
die  zu  einander  polar  sind  in  Bezug  auf  Fi  und  die  Doppelstrahlen 
der  eingeschnittenen  Gongruenz  2.  Grades  werden  (Nr.  633).  Daher 
ist  die  Correspondene  zwischen  den  Elementen  von  ®i  und  S^  ^  so,  dass 
einem  beliebigen  Gewinde  von  @i  stets  das  Doppelgewi^ide  Fi,  einem  Ge- 
winde aber  von  &/,  das  ein  Tangentialgewinde  ist^  alle  Gewinde  eines 
durch  F{  gehenden  Büschels  von  S^.  entsprechen. 

Den  beiden  verknüpften  Begelschaar- Reihen  in  Zs^o  die  durch  ein 
beliebiges  Gewinde  von  @,-  ausgesondert  werden^  entsprechen  zwei  verknüpfte 
Leitschaar-Reihen  in  Fi  oder  genauer  m  ©8,;(A),  die  eine  ordentliche  Gon- 
gruenz 2,  Grades  erzeugen. 

Ein  zu  @i  gehöriges  Tangential- Gewinde  sondert  hingegen  eine  einzige 
(quaternäre)  Reihe  auSj  deren  Leitschaaren  keine  Gongruenz  2.  Grades^ 
sondern  ein  Strahlennetz  in  Fi  büden,  dessen  Leitgerade  die  gemeinsamen 
Geraden  aller  Regeischaaren  jener  Reihe  und  die  Doppelstrahlen  ihrer 
Gongruenz  sind. 


Weitere  Betrachtung  der  Bfischel  quadratischer  Systeme  3.  und  2.  Stufe 
von  Gewinden  durch  eine  Congrnenz  2.  Grades,   bezw.  eine  Regel- 
fläche 4.  Grades. 

Wir  haben  in  Nr.  659,  660  den  Baschel  B(C')  der  quadratischen  693 
Systeme  3.  Stufe  S^  gefunden,  welcher  durch  eine  quadratische  Gon- 
gruenz O  oder  H^{0)  geht  und  in  dem  Gewebe  S^  von  Gewinden 
enthalten  ist,  das  zu  dem  eigenen  Gewinde  F  von  C^  in  Involution  ist. 
In  Bezug  auf  ein  solches  System  S^^  kann  man  d€tö  Polargebüsche  eines 
in  S^  befindlichen  Gewindes  F  construiren^  d.  h.  in  allen  oo*  von  F  aus- 
gehenden und  in  S^  enthaltenen  Gewindebüscheln  —  und  nur  in  S^ 
enthaltene  Büschel  schneiden  S^^  zweimal  —  das  dem  F  zugeordnete 
vierte  harmonische  Gewinde  in  Bezug  auf  die  beiden  Schnittgewinde 
mit  S^^  construiren:  ihr  Inbegriff  ist  das  Polargebüsche.    Die  zu  Nr.  665 
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analoge  Betrachtong  im  eiozelnen  yorznoehmen^  ist  wohl  unnöthig*); 
wir  beschränken  uns  auch  hier^  wie  bei  einem  S^  (Nr.  675) ^  auf  Ge- 
büsche als  Polgewinde  uud  die  Strahlengebüsche  in  den  Polargebüschen 
und  ersetzen  diese  Strahlengebüsche  durch  ihre  Axen.  Da  wir  durch- 
weg in  8^  bleiben,  so  liegen  alle  fraglichen  Axen  in  F. 

So  erhält  man,  zugeordnet  einem  bestimmten  8^  von  B(C')  oder  dem 
correspondirenden  Dupelsysteme  ©^  von  C*  (Nr.  661),  m  jedem  Strahle 
l  von  r  ein  Polar-Strahlennete,  das  durch  die  Axen  der  Strdhlengebüsche 
entsteht,  die  sich  in  dem  Polargebüsche  des  [2]  in  Bezug  auf  8^^  befinden, 
und  allen  diesen  Polar- Strahlennetzen  gemeinsam  eine  Regelschaar.  Diese 
Polar- Strahlennetze  und  diese  Regelschaar  ergeben  sich,  ähnlich  wie 
in  Nr.  675,  identisch  mit  den  Polar-Strahlennetzen  und  der  Polar- 
Regelschaar,  die  in  Nr.  586  definirt  sind. 

Diese  Ergebnisse  kann  man  einfach  aus  den  auf  JT*  bezüglichen 
durch  Schnitt  mit  84^  oder  F  erhalten,  aber  nicht  die  folgenden,  da 
der  Schnitt  eines  Strahlengebüsches  mit  einem  Gewinde  im  allgemeinen 
nicht  ein  singuläres  Strahlennetz  ist. 

Wir  suchten  früher  den  Ort  der  Geraden  l  auf,  deren  Polargewinde 
in  Bezug  auf  ein  gegebenes  £1^',  das  durch  F^  geht,  ein  Gebüsche  ist: 
wir  fanden  einen  der  Nebencomplexe  jP  und  als  Ort  der  Axen  V  dieser 
Gebüsche  —  der  Polaren  der  l  in  Bezug  auf  F*  —  einen  zweiten 
Gomplex  2.  Grades  A'\ 

Wir  suchen  nunmehr  den  Ort  der  Geraden  l  (in  F),  deren  einem 
bestimmten  8^*  durch  O  zugeordnetes  Polar-Strahlennetz  singulär  ist; 
wir  erinnern  uns  (Nr.  586),  dass  die  Leitgeraden  sämmtlicher  Polar- 
Strahlennetze  eines  Strahles  l  von  F  die  Leitschaar  der  Polar -Regel- 
schaar involutorisch  durchlaufen;  l  ist  der  eine,  die  Polare  V  von  l  in 
Bezug  auf  O  der  andere  Doppelstrahl  dieser  Involution,  uud  dieser 
wird  Leitgerade  eines  singulären  Polar -Strahlennetzes  (das  mit  der 
Leitgeraden  {  ist  dem  Systeme  H^^S^^  ^  H^^^F)  zugeordnet,  das  zu 
B(C«)  gebort). 

Wenn  2  in  F  einen  Strahlenbüschel  durchläuft,  so  beschreibt  das 
Polargewinde  in  Bezug  auf  das  S^  eines  durch  O  gehenden  F^,  in 
dem  sich  8^^  befindet,  auch  einen  Büschel,  sein  Schnitt  mit  F,  das 
Polar-Strahlennetz  in  Bezug  auf  C^,  also  ebenfalls  einen  Büschel,  dessen 
Basis  eine  Regelschaar  von  F  ist;  die  Leitgeraden  dieses  Strahlen- 
netzes durchlaufen  die  Leitschaar  involutorisch,  und  zweimal  wird  es 
singulär. 

*)  Und  noch  weniger  ist  es  nothwendig,  innerhalb  eines  Gebüsches  S^  die 
Polarität  in  Bezog  anf  ein  quadratisches  System  2.  Stufe  S^*  zu  untersuchen,  da 
wir  ja  S^  in  den  Punktraum  abbilden  können. 
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Die  Strahlen  l  von  Fy  deren  in  JBemig  auf  ein  bestimmtes  S^  durch 
C?  genommene  Fotar-Strahlenneifie  singulär  sind,  ereeugen  eine  {in  F  be- 
findliche) Congrueng  2.  Grades  L^.  Wir  nennen  sie  Nebencongruenz 
der  C». 

Die  Leitgeraden  dieser  Strahlennetze  sind  je  die  Polaren  V  der 
Strahlen  l  in  Bezug  auf  0\  und  nach  Nr.  589  würden  sie  eine  Con- 
graenz 10.  Grades  erzeugen.  Aber  zur  Congruene  L'  gehört  die  Regel- 
fläche 8.  Grades  der  singulären  Strahlen,  und  jeder  von  ihnen  hat  oo^ 
Polaren,  den  ganzen  Tangentenbüschel  der  Brennfläche  9'  in  dem 
Punkte,  in  welchem  er  sie  vierpunktig  berQhrt;  alle  Polar -Strahlen- 
netze eines  singulären  Strahls  sind  singulär  (Nr.  587).  Diese  Tan- 
gentenbüschel oder  Schmiegungsstrahlen- Büschel  der  singulären  Be- 
rührungscurve  von  C^  erzeugen  eine  Congraenz  8.  Grades  (Nr.  550), 
die  sich  von  der  des  10.  Grades  ablost.  Es  bleibt  demnach  eine  Con- 
gruenz  2.  Grades  V^  als  Erzeugniss  der  Leitgeraden  der  singulären 
Strahlennetze,  welche  dem  Systeme  S^^  zugeordnete  Polar-Strahlennetze,  in 
Bezug  auf  O,  der  Strahlen  von  U  sind. 

Diese  Congraenz  L'^  befindet  sich  auch  in  F,  da  sie  ja  durch 
Polaren  (von  Strahlen  von  F)  in  Bezug  auf  C^  gebildet  wird. 

Jedem  Systeme  S^^,  das  durch  O  geht,  oder  jedem  Dupelsysteme  @, 
von  O  ist  daher  ein  solches  Congruenzen-Paar  L%  L'^  zugeordnet. 

Jedoch  sind,  wenn  F^  ein  beliebiger  durch  O  gehender  Complex  694 
2.  Grades  ist,  diese  Cangruenzen  nicht  Schnittet  mit  F,  der  Com/plexe 
A^,  Ä^,  welche  dem  S^^  durch  F^  zugeordnet  sind,  in  welchem  Äj*  ent- 
halten  isL  Das  ist  aber  der  Fäll,  wenn  F,  dcLS  eigene  Gewinde  von  O, 
für  F^  Fundamental'Gewinde  ist.  Dann  ist  zunächst  die  Polare  V  eines 
Strahls  l  van  F  in  Bezug  auf  F^  auch  Polare  von  l  in  Bezug  auf  O. 
Denn  V  liegt  in  diesem  Falle,  wie  wir  wissen  (Nr.  541),  auch  in  F; 
folglich  geht  F  durch  die  Leitgeraden  l,  V  des  Polar- Strahlennetzes 
von  l  in  Bezug  auf  F*,  und  diese  Geraden  sind  in  der  Leitschaar  der 
Polar-Regelschaar  von  l  in  Bezug  auf  C*  —  dem  Schnitte  jenes  Polar- 
Strahlennetzes  mit  F  —  als  Gerade  von  F  die  beiden  Doppelstrahlen 
der  Involution  in  Bezug  auf  F  polarer  Strahlen.  Diese  Paare  polarer 
Geraden  sind  die  Leitgeraden  der  verschiedenen  Polar -Strahlennetze 
von  l  in  Bezug  auf  C;  und  der  von  l  verschiedene  Doppelstrahl  V  ist 
die  Polare  von  l  nach  C*. 

Wenn  nun  l,  wie  oben,  einen  Strahlenbüschel  {L,  A)  in  J  durch- 
läuft, so  sind  alle  Polargewinde  in  Bezug  auf  JT^  zu  JT  in  Involution 
(Nr.  541);  betrachten  wir  wiederum  nur  die  Polargewinde  dieser  Strah- 
len, die  dem  durch  S^  gehenden  S^  von  J^  zugeordnet  sind  und  einen 
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Büschel  bilden,  so  mOssen  die  Axen  Z/,  l^  der  Gebüsche  dieses  Bü- 
schels wegen  der  Involution  in  F  gelegen  sein;  Z^,  l^  mögen  die  Strah- 
len Yon  {L,  i)  sein^  denen  die  Gebüsche  als  Polargewinde  zugehoren^ 
so  befinden  sich  diese  in  dem  A^  und  jene  in  dem  A'^^  welche  dem 
8^  zugeordnet  sind. 

Das  Polar- Strahlennetz  von  \  in  Bezug  auf  O^  welches  dem  S^ 
zugeordnet  ist,  wird  durch  F  aus  dem  Polargewinde  von  l^  in  Bezug 
auf  r^y  das  dem  8^  zugeordnet  ist,  d.  h.  dem  Gebüsche  [{/]  ausge- 
schnitten; und  da  dessen  Axe  in  F  Hegt,  so  ist  das  Strahlennetz  ein 
singuläres  mit  dieser  Axe  als  Leitgeraden;  und  ähnliches  gilt  für  l^,  l^\ 
Demnach  befinden  sich  Zj,  Zg  in  U,  Z/,  Z^'  in  L^^;  und  die  obige  Behaup- 
tung,  dass  L^,  L'^  in  A*,  Ä^  enthalten  siud^  ist  bewiesen. 

Nun  ist  aber  F,  weil  fundamental  für  F',  auch  fundamental  für 
A^  und  -4'*,  und  daher  sind  U  und  L'*,  die  Schnitte  dieser  beiden  con- 
singulären  Gomplexe  (Nr.  684)  mit  einem  gemeinsamen  Fundamental- 
Gewinde,  selbst  consingulär  (Nr.  641).*) 

Wenn  es  sich  um  das  System  H^^^F)  im  Büschel  B{0)  handelt, 
so  ist  für  jeden  durchgehenden  Complex  das  Hauptsystem  Hj^^  das- 
jenige, welches  jenes  in  sich  aufnimmt.  Benutzen  wir  wiederum  einen 
Complex,  für  den  F  fundamental  ist,  so  ist,  weil  die  H^^  zugeordneten 
Aj  Ä^  sich  mit  F*  vereinigen,  ersichtlich,  dass  auch  L*  und  L*  in  C* 
fallen. 

695  Der  Büschel  B(C2)  der  8^,  die  durch  C*  gehen,    ist  Schnitt  des 

auf  das  eigene  Gewinde  F  von  O  sich  stützenden  Gewebes  8^  mit 
dem  Büschel  B(F*)  der  S^*,  in  welchen  ein  durch  C*  gehender  F^  ent- 
halten ist. 

Dieser  Büschel  kann  sich,  wie  sich  aus  der  selbständigen  Herstellung 
in  Nr.  660  ergiebt,  nicht  ändern,  wennF^  sich  ändert  Machen  wir  uns  dies 
direkt  klar.  Es  sei  F^  ein  zweiter  durch  Q  gehender  Complex  2.  Grades. 
Durch  jedes  Gewinde  V  geht  ein  System  8^  aus  dem  Büschel  B(F*)  und 
eins  aus  dem  Büschel  B(Fi*);  wenn  F'  zu  8^  gehört,  so  bedeutet  dies, 
dass  V  zu  einem  8^  aus  dem  Büschel,  der  durch  jenen,  und  zu  einem  aus 
dem  Büschel,  der  durch  diesen  in  8^  eingeschnitten  wird.  Zwei  Syste- 
men ^3^  in  einem  8^  ist  ein  8^  2.  Stufe  gemeinsam,  in  unserm  Falle 
J?/(C^),  der  Inbegriff  der  Strahlengebüsche,  deren  Axen  die  C*  erfüllen, 
unsere  beiden  8^  haben  ausserdem  noch  V  gemeinsam;  folglich  sind 
sie  identisch.  In  der  That,  ein  Netz  8^  von  Gewinden,  das  zu  ^4  ge- 
hört, V  und  irgend  ein  Gewinde  F"  aus  einem  der  beiden  8^  enthält, 

*)  Vergl.  für  diese  ßetracbtung  der  L'  and  L''  Segre,  Sulla  geometria  della 
retta  Nr.  147. 
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schneidet  beide  S^^  in  quadratischen  Systemen  1.  Stufe,  von  denen  das 
eine  F"  enthält  und  welche  r"  und  die  4  Gewinde  gemeinsam  haben, 
in  denen  das  Netz  S^  dem  H2'^{0)  begegnet.  Die  Abbildung  des  Netzes 
in  ein  Punktfeld;  bei  der  diese  Systeme  1.  Stufe  in  Kegelschnitte  Qber- 
gehen,  lehrt ,  dass  sie  zusammenfallen;  d.  h.  F"  gehört  auch  zum  an- 
dern S^^. 

Also: 

Die  Büschel  B(jr^),  weiche  den  verschiedenen  durdi  die  quadratische 
CkmgnienB  C*  gehenden  Complexen  2.  Grades  F*  zugehören,  sdmeiden  in 
das  lineare  System  4.  Stufe  S^,  welches  sich  auf  das  Gemnde  F  von  O 
stützt,  einen  und  denselben  Büschel  B(0)  von  S^^  ein,  zu  dein  auch  das 
System  H^*(F)  gehört ,  der  Inbegriff  der  Strahlengebüsche,  deren  Aocen  das 
Gewinde  F  bilden,  als  Schnitt  von  E^,  das  ja  in  allen  6(1^)  ent- 
halten ist 

Ebenso  ist  (Nr.  663)  eine  Regelfläche  4.  Grades  q^  mit  zwei  dop- 
pelten Leitgeraden  u,  v  oder  vielmehr  das  System  Hj^  ((>*)  der  Strahlen- 
gebüsche,  für  welche  die  Strahlen  von  q*^  Axen  sind,  Basis  eines  Büschels 
von  8^^  in  einem  S^.  Dieses  System  S^  ist  das  Gebüsche  von  Ge- 
winden, welches  u,  v  zu  Grundgeraden  hat;  zu  ihm  gehört  das  System 
2.  Stufe  2.  Grades  von  Strahlengebüschen,  deren  Axen  das  Netz  [u,v] 
erzengen. 

Der  Büschel  von  S^^,  den  wir  6(9*)  genannt  haben,  wird  in  S^ 
durch  den  Büschel  B(r^)  von  SJ  irgend  eines  durch  die  Regelfläche 
gehenden  Complexes  F^  oder  durch  den  Büschel  B(0)  von  A3*  irgend 
einer  durch  sie  gehenden  Gongruenz  C*  eingeschnitten. 

Dass  dieser  B{q^)  sich  mit  F^  oder  C*  nicht  ändert,  bedarf  kaum 
eines  Beweises,  weil  wir  uns  innerhalb  eines  8^  bewegen  und  dieses 
ja  auf  den  Punktraum  abbilden  können,  wodurch  die  5,^  von  B  (q^) 
und  Hi^(fi^)  in  die  Flächen  eines  Büschels  2.  Ordnung  und  die  Grund- 
curve  4.  Ordnung  übergehen. 

Jede  quadratische  Gongruenz  C*  enthält  00^  Regelflächen  q\  weil  696 
jede  Gerade  eine  ausscheidet  (die  sich  dann  stets  noch  bei  einer  zwei- 
ten Geraden  ergiebt);  da  nun  die  Mannigfaltigkeit  der  q^  16,  die  der 
C*  18  ist,  so  folgt  daraus,  dass  durch  jede  Begelfläche  p*  00^  Congruenzen 
O  gehen  (18  +  4  — 16),  in  jedem  der  00^  Geivinde,  die  durch  das  Strah- 
lennetz  von  q^  gehen,  oc^,  von  denen  jede  in  dies  Gewinde  durch  cx)^ 
Complexe  F^  eingeschnitten  wird. 

Ebenso  enthält  jeder  F^  00^  Regelflächen  q^,  seine  Mannigfaltig- 
keit ist  19;  daher  gehen  durch  jede  q^  00*^  Complexe  F^  (19  •+•  8  — 16). 

Durch  jede  von  den  oc^  Congruenzen  C^,  welche  durch  q^  möglich 
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sind,  lassen  sich  zwar  wiederum  oo^  Oomplexe  F^  legen  (Nr.  625); 
aber  in  einem  bestimmten  I^,  der  durch  p^  geführt  ist,  giebt  es  ja 
cx>^  durch  q^  gehende  C;  sie  werden  durch  die  Gewinde  des  BQschels 
eingeschnitten,  dessen  Basis  das  die  gl^  enthaltende  und  sie  in  F*  ein- 
schneidende Strahlennetz  [u,  v]  ist.  und  so  zeigt  sich,  dass  durch  q^ 
nicht  cx>®+*,  sondern  nur  00^+*""*  quadratische  Complexe  gehen. 

697  Von  den  oc^  Complexen  r*,   die  durch  eine  gegebene  quadraiische 

Congruenz  O  gehen^  fällt,  wie  wir  schon  in  Nr.  644  zu  erwähnen  Ge- 
legenheit hatten,  bei  je  00*  eins  der  Fundamental-Getmnde  in  das  durch 
O  gehende  F, 

Wir  wollen  dies  a.  a.  0.  mit  27  bezeichnete  System  nun  consbruiren. 
Wir  erhalten  es,  indem  wir  die  einzelnen  Systeme  ä,*  durch  C?  aus  F 
durch  Büschel  projiciren.  Jedestnäl  entsteht  ein  System  S^\  u^lches  F 
zum  doppelten  Gewinde  hat 

In  der  That,  ein  beliebiger  Büschel  S^  giebt  mit  F  verbunden  ein 
Netz  S^j  welches  dem  S^  in  einem  Büschel  begegnet,  der  das  ^3^  in 
2  Gewinden  schneidet;  wie  das  aus  der  Definition  des  2.  Grades  von 
S^^  unmittelbar  hervorgeht.  Folglich  wird  auch  S^  von  dem  Inbegriffe 
aller  projicirenden  Büschel  zweimal  getroffen,  so  dass  das  durch  sie 
gebildete  System  4.  Stufe  vom  2.  Grade  ist.  Aber  von  den  00^  Bü- 
scheln durch  F  enthalten  nur  die  oo'  projicirenden  Büschel  andere 
Gewinde  dieses  Systems  als  F  (und  zwar  geboren  alle  ihre  Gewinde 
ihm  an);  die  übrigen  Büschel  treffen  nur  in  F,  was  die  Zweifachheit 
dieses  Gewindes  beweist.*) 

Wie  das  projicirte  S^  durch  C  geht^  so  auch  das  8^\  d.  h.  der 
quadratische  Complez  F^,  durch  den  letzteres  geht,  enthält  0\  und 
da  S^  ein  durch  F^  gehendes  System  mit  F  als  Doppelgewinde  ist,  so 
ist  F  eins  von  den  dem  F^  zugehörigen  Fundamental -Gewinden;  und 
wir  haben  die  oben  erwähnten  00^  durch  Q}  gehenden  Complexe  F*. 

Wir  wissen  (Nr.  644),  die  5  andern  Fundamental-Gewihde  F,,  ... 
F5  eines  solchen  Gomplexes  ändern  sich  nicht,  wenn  F^  das  einfach 
unendliche  System  S  durchläuft:  sie  enthalten  die  confocalen  Gon- 
gruenzen  von  C?\  wir  nannten  sie  die  Fundamental-Gewinde  von  O, 

F  wird  von  ihnen  in  den  Fundamental-Strahlennetzen  dieser  Con- 
gruenz  geschnitten.  Die  Gewinde  F^,  ...  F^  befinden  sich  in  dem 
Gewebe  iS^;  und  folglich  haben  die  Systeme  S^  von  B(C*),  welche  aus 

*)  In  ähnlicher  Weise  beweist  man  allgremeiner,  dass  ein  S^'  aus  einem  Ge- 
toinde  F  in  ein  Sf,^  projieirt  wird,  für  welches  F  doppelt  ist. 
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S^  durch  die  5  Systeme  S^*  Yon  B(r^)  ausgeschnitten  werden,  denen 
diese  Gewinde  doppelt  angehören,  sie  ebenfalls  zn  Doppelgewinden. 

Andere  Doppe^ewinde  als  diese  können  bei  Systemen  S^^  unseres 
Büschels  nicht  vorkommen;  denn  ein  solches  Doppelgewinde  würde  in 
Bezug  auf  alle  S^*  des  Büschels  das  nämliche  Polargebüsche  haben^ 
welches  durch  jene  5  gehen  müsste;  aber  die  F^  ...  befinden  sich 
nicht  in  einem  Gebüsche  (wie  die  6  Fundamental -Gewinde  eines  F^ 
nicht  in  einem  Gewebe). 

So  haben  wir  in  dem  Büschel  B(C^)  von  S^^  5  Systeme  mit  einem 
Doppelgewinde,  je  einem  der  Fundamental-Gewinde  von  C^. 

Diese  Doppelgewinde  haben  wir  in  Nr.  662  schon  auf  andere 
Weise  erkannt. 

Aehnliche   Fragen   entstehen   bei   der   Begelfläche   q*'    und   ihrem  698 
Strahlennetze  [u,  v],    Ist  C^  eine  durch  sie  gehende  quadratische  Con- 
gruenz,  so  geht  ihr  Gewinde  F  von  selbst  durch  [u^  v]. 

Unter  den  oo^  durch  q^  gehenden  quadratischen  CoDgruenzen  C^ 
wird  es  solche  geben,  bei  denen  auch  noch  das  Gewinde  F',  in  dem 
eine  confocale  Congruenz  C*  enthalten  ist,  durch  [u,  v]  geht.  Die 
4  Gewinde  F^,  . . .  F^  der  übrigen  confocalen  Congruenzen  schneiden 
dann  in  [u,  v]  Regeischaaren  ein,  in  Bezug  auf  deren  Trägerflächen 
polarisirt  q^  in  sich  selbst  übergeht;  denn  F,  F',  F^  transformiren  C^ 
(Nr.  541,  555)  und  F'  in  sich  selbst;  also  führt  auch  das  Polarsystem 
der  Regelschaar,  die  ihnen  gemeinsam  ist,  oder  in  der  [u,  v]  von  F| 
geschnitten  wird,  die  Regelfläche  OF'  ^  qI^  in  sich  über. 

Folglich  sind  die  4  Regeischaaren  die  zu  ^^  gehörigen  Funda- 
mental-Regelschaaren  Xq  (Nr.  596). 

Jede  von  den  durch  q^  gehenden  quadratischen  Congruenzen,  welche 
die  Eigenschaft  hat,  dass  auch  noch  das  Gewinde  einer  der  confoccden 
Congruenzen  —  eins  der  Fundamentcd-Getoinde  der  Congruenz  —  durch 
[u,  v]  geht,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  [u,  v]  eins  der  5  Fundamental- 
Sirahlennetze  für  sie  ist,  sendet  ihre  4  andern  Fundamentdt-Gewinde  durch 
die  4  FundamentalrBegelschaaren  von  (>^  Und  ebenso  senden  alle  durch 
9*  gehenden  Complexe  F*,  von  deren  6  Fundamental-  Gewinden  2  durch 
\u,v]  gehen,  die  4  übrigen  Fundamental -Gewinde  durch  diese  Begel- 
schaaren. 

Wir  können  die  cx>^  Systeme  8^^  von  B(fi*)  aus  irgend  einem  Ge- 
winde F'  des  Büschels  durch  [u,  v]  projiciren  und  erhalten  cx>^  Systeme 
8^^,  die  alle  dies  Gewinde  zum  doppelten  haben.  Da  die  8^*  alle  in 
einem  £13  sich  befinden,  so  werden  diese  8^^  sämmtlich  von  dem 
84,  ^  F'S^  in  sich  aufgenommen. 
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Ein  5g'  aber  „enthält^^  eine  Congruenz  2.  Grades;  d.  h.  die  in  ihm 
befindlichen  Strahlengebüsche  erzeugen  durch  ihre  Azen  eine  solche 
Congruenz;  denn  ein  Bündel  oder  ein  Feld  von  Strahlengebüschen  (ein 
Netz  aus  H^)  hat  mit  S^  2  Gewinde  gemeinsam. 

Somit  haben  wir  durch  q^  oo^  quadratische  Congruenzen  O  von 
der  Art,  dass  ein  bestimmtes  Gewinde  F'  von  [u,  v\  für  ein  S^  des 
Büschels  B(C')  Doppelgewinde  ist.  Das  durch  eine  solche  Congruenz 
O  gehende  Gewinde  F  enthält  ebenfalls  [«i,  v].  Also  ist  jenes  Gewinde 
jT"  eins  von  den  5  Fundamental-Gewinden  oder  eins  von  den  5,  welche 
in  r  die  Fundamental-Strahlennetze  einschneiden;  d.  h.  {u^  v\  ist  dies 
Fundamental-Strahlennetz;  eine  von  den  confocalen  Congruenzen  bat 
daher  ihr  Gewinde  im  Büschel  [u,  v]  und  die  Gewinde  der  4  andern 
schneiden  in  [Uj  v]  die  Fundamental-Regelschaaren  ein. 

Verändern  wir  F  im  Büschel  [m,  v],  so  erhalten  wir  oo*  Con- 
gruenzen 2.  Grades  durch  q\  für  welche  [w,  v]  Fundamental-Strahlen- 
netz ist 

Bewegt  sich  die  Congruenz  durch  diese  doppelt  unendliche  Mannig- 
faltigkeitf  so  bleiben  die  4  übrigen  Fundamental-Gewinde  fest:  sie  sind 
die  einzigen  Gewinde  ^  welche  je  das  Netz  durch  die  betreffende  Fun- 
damental-Regelschaar  mit  dem  Gebüsche  {u,v)  gemein  hat,  das  sich 
auf  den  Büschel  durch  [u,  v]  stützt. 

Nachdem  durch  q^  eine  quadratische  Congruenz  O  gelegt  ist^  von 
der  auch  die  eine  confocale  Congruenz  in  einem  Gewinde  F'  von  [u,  v] 
sich  befindet,  projiciren  wir  eins  der  S^^y  die  durch  diese  Congruenz 
gehen,  aus  dem  eigenen  Gewinde  F  derselben  durch  ein  SJy  welches 
also  das  F  zum  Doppelgewinde  hat;  wir  haben  dann  einen  durch  O 
gehenden  Complex  2.  Grades,  für  den  F  Fundamental-Gewinde  ist; 
O  ist  sein  Schnitt  mit  ihm.  Also  sind  die  confocalen  Congruenzen  in 
den  andern  Fundamental-Gewinden  enthalten;  folglich  ist  F'  eins  von 
ihnen  ^  und  wir  haben  so  einen  durch  q^  gehenden  Complex  F^  er- 
halten, von  dem  zwei  Fundamental-Gewinde  in  den  Büschel  durch  [u,v] 
fallen.  Die  4  übrigen  müssen  durch  die  Fundamental -Regelschaapn 
von  Q*  gehen.  Verändert  man  noch  F  im  Büschel  [u,  v],  so  ergd>en 
sich  durch  p*  oo'  Complexe  jT*,  u>elche  [w,  v]  zum  Schnitte  von  zwei  Fun- 
damental-Gewinden  haben. 

Bewegen  wir  JT*  durch  die  dreifach  unendliche  Mannigfaltigkeit ^  ßr 
welche  zwei  Fundamental-Gewinde  durch  [Uy  v]  gehen,  so  bleiben  die  4 
übrigen  Fundamental-Gewinde  fesL 

So  sehen  wir,  dass  jeder  Begelfläche  4.  Grades  q*  mit  den  doppelten 
Leitgeraden  u,  v  vier  Gewinde  zugeordnet  sind,  ihre  Fundamental-Gewinde, 
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diejenigen  y  welche  das  Gebüsche  (u,  v)  von  Gewinden  mit  den  4  NetBen 
gemein  hat,  die  durch  die  4  Fundamentäl-Begelschaaren  von  q*'  gehen. 

Alle  oo^  Congruenzen  2,  Grades  durch  q\  für  welche  eine  der  con- 
focalen  Congrueneen  ihr  Gewinde  durch  [u,  v]  sendet  oder,  kürzer ,  eins 
der  Fundamental' Gewinde  durch  [w,  t?]  geht^  haben  ihre  weiteren  con fo- 
calen Congruenzen  in  diesen  Gewinden  oder  haben  sie  zu  ihren  weiteren 
Fundamental-Gewinden. 

Alle  oo*  Complexe  2.  Grades  durch  (>*,  für  welche  zwei  Fundamental- 
Gewinde  durch  [u,  v]  gehen,  haben  sie  zu  ihren  weiteren  Fundamental- 
Gewinden.*) 

Bei  der  Abbildung  von  5,  in  den  Punktraum ,  bei  der  die  82^ 
Flächen  2.  Grades  werden,  die  durch  das  Bild  von  -Er/((>*)  gehen,  bilden 
sich  diese  auch  zu  S^  ^  (u,  v)  gehörigen  Gewinde  in  die  Ecken  des 
gemeinsamen  Polartetraeders  ab. 

Diese  Gewinde  sind  Doppelgewinde  von  4  Systemen  8^^  des  Büschels 
B(0)  irgend  einer  von  jenen  od^  Congruenzen  oder  von  4  Systemen  S^ 
des  Büschels  B(r*)  irgend  eines  von  diesen  00^  Complexen  und  toerden, 
weil  in  S^  befindlich,   Doppelgewinde  des  Büschels  B(q^),   in  dem  der 
erst  genannte  Büschel  das  System  S^  schneidet. 

Diese  4  Systeme  S^^  mit  Doppelgewinde  im  Büschel  8(9^)  kennen 
wir  schon  aus  Nr.  663. 

Die  S^^  von  B{q^)  können  wir  aus  einem  Büschel  S^  (durch  Netze, 
die  von  81  nach  den  einzelnen  Gewinden  eines  8^^  gehen)  projiciren 
und  erhalten  dadurch  cx)^  Systeme  8^*,  weiche  alle  Gewinde  des  81  zu 
Doppelgewinden  haben  und,  nach  Segre's  Bezeicbnimg,  zweifach  spe- 
cialisirt  sind.     Solcher  S4*  durch  9*  haben  wir  00^+^. 

Eine  Congruenz  C^  ist  Schnitt  eines  Gewindes   mit  einem  Com-  699 
plexe  r^y  eine  Regelfläche  p^  Schnitt  eines  Strahlennetzes  mit  einem 
r^  oder  eines  Gewindes  mit  einer  C;   gehen  wir  noch  einen  Schritt 
weiter. 

4  Strahlen  einer  Begdschaar  X  ■—  ein  Quadrupel  Q^  —  können  wir 
ansehen  als  Schnitt  der  X  mit  einem  I^  oder  als  Schnitt  eines  Strah- 
lennetzes mit  einer  C^  oder  endlich  als  Schnitt  eines  Gewindes  mit 
einer  p*. 

In  dem  Netze  8^  von  Gewinden,  welches  die  der  k  verbundene 
Begelschaar  q  zur  Basis  hat,  befindet  sich  dann  ein  Büschel  von  8^, 
welche  alle  durch  die  4  Gebüsche  gehen,  deren  Axen  die  4  Strahlen 


*)  Fdr  ein  Gewinde  ist  es  eine  vierfache  Bedingung^   durch  ein  gegebenes 
l^etz  za  gehen;  daher  haben  wir  die  Mannigfaltigkeiten:  6  —  4b"2,  11— 2. 4 «»3. 
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von  Q^  sind:  Hq^{Q*).  Er  wird  in  S^  durch  den  Büschel  B(^*)  ein- 
geschnitten^ der  zu  irgend  einer  durch  Q^  gehenden  q^  gehört.  Man 
wähle  nun  die  q*"  so,  dass  eins  von  den  4  Fundamental -Gewinden 
durch  X  geht;  dazu  projicire  man  aus  einem  Gewinde  F*  des  Netzes 
(A)  irgend  eins  der  S^^,  wodurch  sich  ein  5j*  ergiebt  mit  jT"  als  Doppel- 
gewinde. Die  Regelfläche  q\  durch  welche  dies  S^*  geht  oder  welche 
durch  die  Axen  der  in  ihm  befindlichen  Gebüsche  gebildet  wird,  ent- 
hält Q^  und  hat  F'  zu  einem  Fundamental-Gewinde.  Die  3  andern 
Fundamental-Gewinde  bleiben  fest,  wenn  p^  die  mögliche  dreifach  un- 
endliche Mannigfaltigkeit  durchläuft;  sie  können  die  dem  Quadrupd 
Q*'  gugeordneten  Fundamenlal-Gemnde  genannt  werden  und  sind  zugleich 
die  weiteren  Fundamental-Gewinde  für  alle  durch  Q*'  gehenden  O,  von 
denen  zwei  Fundamental-Gewinde  durch  A  gehen,  und  für  alle  durch 
Q*'  gehenden  Complexe  F^,  von  denen  drei  Fundamental-Gewinde  durch 
A  gehen.  Wir  werden  nachher  zeigen,  dass  es  oo^  solche  C^  und  (xfi 
solche  JT*  giebt. 

Diese  3  Gewinde  schneiden  in  die  Begelschaar  A  3  Strahlendupel 
ein^  die  3  Fundamental-Dupel  zum  gegebenen  Quadrupel  ^:  ersicht- 
lich die  3  Paare  Doppelelemente  der  Involutionen,  zu  denen  die  Zer- 
fallung von  Q^  in  Paare  fQhrt  und  welche  das  Quadrupel  in  sich  selbst 
transformiren. 

Diese  3  Dupel,  doppelt  gerechnet^  und  Q^  sind  4  Quadrupel  einer 
Involution  4.  Grades  auf  A,  derjenigen,  die  auf  A  durch  einen  der  obigen 
oo^  Complexe  und  die  zu  ihm  consingulären  nach  Nr.  646  entsteht, 
die  ja  in  der  sechsfach  unendlichen  Mannigfaltigkeit  sich  befinden. 

Durch  diese  3  Dupel  und  die  Zugehörigkeit  zu  8^  ^  (p)  (oder 
die  Involution  zu  (A))  sind  die  3  Gewinde  bestimmt. 

Die  3  Systeme  8^^  aus  dem  Büschel  B(p^)  einer  durch  Q*'  gehen- 
den q\  welche  diese  Fundamental-Gewinde  zu  doppelten  haben,  liefern, 
da  dieselben  sich  in  8^  befinden,  für  den  eingeschnittenen  Büschel  der 
8j^  drei  Mitglieder  mit  Doppelelementen,  welche  deshalb  je  in  zwei 
in  dem  Doppelelemente  sich  schneidende  Büschel  zer&llen. 

Wird  8^  in  ein  Punktfeld  abgebildet,  so  haben  wir  4  Punkte,  den 
Kegelschnitt -Büschel  durch  sie  und  die  Ecken  des  Polardreiecks,  die 
den  Fundamental-Gewinden  entsprechen. 

Das  Hindurchgehen  durch  eine  Gerade  ist  eine  einfache  Bedingung 
für  einen  Gomplex^  also  giebt  es  c»^^— *  Complexe  JT*  durch  Q^.  Da 
jeder  eine  endliche  Zahl  von  Fundamental-Gewinden  hat,  und  das  Hin- 
durchgehen eines  Gewindes  durch  eine  Begelschaar  eine  (5 — 2) -fache 
Bedingung  ist,  weil  sie  durch  oo^  Gewinde  erßillt  wird,  so  giebt  es 
unter  den  cx>*^  Complexen  F*  durch  Q^  oo^*^""''  oder  oc*,  von  denen 


durch  eine  Gongruenz  2.  Grades,  eine  Begelfläche  4.  Grades. 
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drei  Fundamental-Gewinde  durch  A  gehen  (oder,  wie  wir  auch  sagen 
können^  eine  der  Fundamental -Begelschaaren  eine  gegebene  ist,  was 
eine  9  fache  Bedingung  ist). 

Die  cx)^*  Gomplexe  F*  durch  Q^  führen  zu  cx>"  Gongruenzen  O 
durch  dies  Quadrupel;  jedes  durch  X  gehende  Gewinde^)  —  und  deren 
sind  cx>'  —  schneidet  in  jeden  eine  solche  C*  ein,  andererseits  aber 
gehen  durch  eine  C*  oo*  r\  und  es  ergeben  sich  oo^+*""^  C*. 

Die  Mannigfaltigkeit  der  Congruenz  C^  ist  18;  das  Hindurchgehen 
durch  eine  Gerade  ist  für  eine  Gongruenz  eine  doppelte  Bedingung; 
also  könnte  man  glauben,  dass  durch  Q*"  oo^^— *•*  Congruenzen  C*  gehen. 
Da  aber  die  4  Geraden  Ton  Q^  derselben  Regelschaar  X  angehören,  so 
ist  nur  das  Hindurchgehen  durch  drei  je  eine  doppelte,  das  durch  die 
vierte  eine  einfache  Bedingung.  In  der  That,  wenn  C^  durch  jene  ge- 
legt ist,  so  ist  damit  A  in  das  durch  C^  gehende  Gewinde  F  gebracht 
und  hat  von  selbst  nun  mit  C'  noch  eine  vierte  Gerade  gemein  (I, 
Nr.  205);  dass  diese  eine  gegebene  sei,  ist  nur  noch  eine  einfache 
Bedingung. 

Von  diesen  c»^^  Congruenzen  C*  erfüllen  nun  (xfi  die  beiden  drei- 
fachen Bedingungen,  dass  zwei  ihrer  Fundamental-Gewinde  durch  X 
gehen. 

Endlich,  in  jeden  der  oo^^  Complexe  I^  schneidet  jedes  der  oc? 
Strahlennetze  durch  X  eine  Regelfiäche  p^  ein  und  durch  jede  qi*"  gehen 
oo"  r^;  folglich  haben  toir  durch  Q^  cx)iß+8— "  oder  cx>^  Begelflächen 
Q^\  was  sich  auch  so  ergiebt:  Die  Leitgeraden  von  q^  kann  man  auf 
oo'  Weisen  in  g  wählen,  in  dem  dann  bestimmten  Strahlennetze  sind 
noch  4  weitere  Geraden  zur  endgiltigen  Bestimmung  der  Begelfläche 
zu  wählen.  Dies  ist  an  sich  auf  cx>^'^  Weisen  möglich,  in  einer  jeden 
von  den  Regelflächen  aber  wiederum  auf  oo^  Weisen;  so  liefert  also 
jedes  der  Strahlennetze  oo**— *  in  ihm  befindliche  durch  ö*  gehende 
Begelflächen  q\  und  alle  oo*  deren  oo*+*. 


Der  Büschel  von  Complexen  2.  Grades. 

In  jedem  quadratischen  Systeme  4.  Stufe  S^^  von  Gewinden  ist  ein  700 
Complex  2.  Grades  enthalten.     Wenn  jenes  durch  einen  Büschel  sich  he- 
f/cegtj  beschreibt  auch  dieser  einen  Büschel. 

Dazu  haben  wir  zu  beweisen,  dass  die  in  der  Basis  S^*"  des  erste- 


*)  Jedes  Gewinde  durch  Q*  geht  durch  l, 

Sturm,  Liniengeometrie.    HI. 
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ren  Büschels  befindlichen  Strahlengebüsche  durch  ihre  Axen  eine  Con- 
gruenz  4.  Grades  erzeugen.  Alle  Gebüsche  aber^  deren  Aixen  einen 
Bündel  oder  ein  Feld  erfüllen,  bilden,  wie  wir  wissen,  ein  Netz.  Dieses 
Netz  hat  mit  S^*  4  Gewinde  gemein;  d.  h.  von  den  Strahlengebüschen 
des  ^3^  senden  4  ihre  Axen  in  einen  gegebenen  Bündel  und  4  in  ein 
gegebenes  Feld. 

Einen  Büschel  von  quadratischen  Complexen  kann  man  aus  zweien 
als  seinen  Constituenten  auch  in  folgender  Weise  vervollständigen:  Durch 
einen  Strahl  g  und  einen  festen  Strahl  g^  der  Durchschnitts-Congruenz 
I^^jTs^  lege  man  eine  Begelschaar  q]  sie  schneidet  F^^  und  jTgS  a-usser 
in  g^,  noch  in  je  3  Strahlen;  in  der  durch  diese  beiden  Tripel  con- 
stituirten  cubischen  Involution  in  g  seien  jf,  g"  die  beiden  Geraden, 
welche  g  zu  einem  Tripel  yeryoUständigen.  Diese  Strahlen  g\  g"  in 
allen  cx>^  Regeischaaren  durch  g  und  g^  erzeugen  einen  Gomplex;  die 
durch  einen  zweiten  Strahl  der  Schnittcongruenz  gehenden  p  lehren, 
dass  er  dieselbe  ganz  enthält,  weil  dann  zwei  und  alle  Tripel  der  In- 
volution diesen  Strahl  gemeinsam  haben.  Aber  es  ist  noch  darzuthun, 
dass  der  entstandene  Complex  vom  2.  Grade  ist.  Wenn  (0,  o)  ein 
Strahlenbüschel  und  l  und  \  die  Strahlen  des  Netzes  [^q,  g\  sind, 
welche  mit  0  und  oii  incidiren,  so  gehören  alle  Begelschaaren  durch 
g^y  g  und  je  einen  Strahl  von  (0,  ©)  zum  Netze  [Z,  ZJ. 

Mit  der  Congruenz  T^T^  hat  dieses  Netz  8  Strahlen  gemein- 
sam: g^y  g^j  ...  5^7,  mit  F^,  F^  zwei  Begelfiachen  4.  Grades  p/,  q^^j 
welche  Z,  l^  zu  doppelten  Leitgeraden  und  jene  8  Strahlen  zu  Erzeu- 
genden haben.  Legt  man  durch  einen  von  diesen  Strahlen,  etwa  g^y 
eine  Ebene,  so  haben  die  beiden  ausgeschnittenen  Gurven  3.  Ordnung 
die  beiden  Punkte  g^  (l,  Ij)  und  die  7  Spuren  von  g^,  •  •  •  9?  gemein, 
so  dass  dies  9  associirte  Punkte  sind  und  jede  weitere  Begelfiäche 
4.  Grades,   welche  die  l,  l^  zu  doppelten  Leitgeraden  hat  und  durch 

7  von  den  8  Strahlen  geht,  von  selber  den  achten  enthält.  Die  Punkte, 
in  denen  also  7  von  ihnen  die  l,  Z„  und  diejenigen,  in  denen  die  aus 
einem  beliebigen  Punkte  kommende  Treffge^ade  sie  schneidet,   geben 

8  Paare  entsprechender  Punkte  einer  Correspondenz  [2,  2]  zwischen 
den  Punktreihen  auf  l  imd  2^,  legen  sie  dadurch  eindeutig  fest  und 
infolge  dessen  auch  eine  weitere  Begelfiäche  g*  des  Büschels  (p^^,  q^^). 

Jede  von  diesen  Flächen  schneidet  eine  der  oo^  Regeischaaren  p, 
welche  durch  g,  g^  gehen  und  l,  l^  zu  Leitgeraden  haben,  noch  in  3  Er- 
zeugenden; denn  die  durch  einen  weiteren  gemeinsamen  Punkt  gehende 
Erzeugende  von  q^  liegt  auch  auf  g.  Daher  schneidet  der  Büschel 
der  g^  die  g  in  der  festen  Geraden  ^^  und  je  drei  Strahlen,  die  eine 
Involution   bilden,   weil  durch  eine  Gerade  von  g  nur  eine  g^   geht. 


Der  Büschel  von  Complexen  2.  Grades.  259 

Die  Yon  q^\  Q2*  herrührenden  Tripel  sind  die  obigen,  in  denen  q  die 
r^^,  jT,^  schneidet;  also  ist  die  Inyolution  dieselbe  wie  vorhin,  und 
das  Tripel  gg'g"  liegt  auf  der  durch  g  gehenden  q\  Daher  erzeugen 
alle  00^  Strahlendupel  gY'y  welche  von  den  q  herrühren,  die  durch 
gQy  g  und  einen  Strahl  von  (0,  o)  bestimmt  sind,  diese  Begelfiäche;  die 
2  Erzeugenden  derselben,  die  in  to  fallen  und  deshalb  zu  (0,  (o)  ge- 
hören, sind  die  diesem  Büschel  angehorigen  Strahlen  des  erzeugten 
Complezes,  und  derselbe  ist  vom  2.  Grade. 

Die  willkürliche  Wahl  von  g^  in  F^^F^  hat  auf  das  Ergebniss 
keinen  Einfluss;  denn  ergäben  sich  bei  g^^j  g^  zwei  verschiedene  durch 
g  gehende  Complexe,  so  wQrden  sie  ausser  der  Schnittcongruenz  noch 
g  gemeinsam  haben,  was  nicht  möglich  ist. 

Wollten  wir  mit  den  (quadratischen)  Involutionen  in  den  00^ 
Strahlenbüscheln  arbeiten,  welche  durch  g  gehen,  so  würden  wir  nur 
die  g  treffenden  Strahlen  des  Oomplexes  erhalten. 

Der  Büschel  der  Complexkegel  aus  einem  Punkte,  die  Schaar  der 
Gomplexcurven  in  einer  Ebene  lehrt,  dass  von  den  singülären  Flächen 
der  Complexe  eines  F^-Büschels  3  durch  einen  Punkt  gehen,  3  eine  Ebene 
berühren. 

Insbesondere  gilt  das  also  auch  fSr  den  Büschel  der  Nebencom- 
plexe  eines  gegebenen  Gomplexes  2.  Grades. 

Die  Polaren  einer  Geraden  l  in  Bezug  auf  die  verschiedenen  Com-  701 
pUxe  eines  F^-Büschels  bilden  eine  Begelschaar,  die  durch  l  selbst  geht 
In  der  That,   in  zwei  Ebenen  durch  {  erhalten  wir  zwei  projective 
Schaaren  von  Gomplex- Kegelschnitten,  und  also  auch  zwei  projective 
Punktreihen  m,  ni  der  Pole  von  l\  diese  erzeugen  die  Kegelschaar. 

Die  Leitschaar  wird  durch  die  zu  m,  m'  analogen  Geraden  in 
sämmtlichen  Ebenen  durch  l  gebildet. 

Bie  Leitschaar  dieser  Begelschaar  besteht  aus  den  Geraden,  welche 
der  l  conjugirt  sind  in  Bezug  auf  die  Schaaren  der  Complexcurven  in 
den  verschiedenen  Ebenen  durch  l  oder  in  Bezug  auf  die  Büschel  der 
Complexkegel  aus  den  verschiedenen  Punkten  von  l. 

Wenn  l  singülärer  StroM  s  für  einen  Gomplex  F^  des  Büschels  ist 
mit  8  und  6  cds  zugehörigem  singülären  Punkte  und  zugehöriger  singülären 
Ebene;  so  sondert  sich  von  der  Polaren-Begelschaar  des  s  der  Strahlenbüschel 
(8f  6)  ab;  der  zweite  StrahlefAüschel,  welcher  die  Polaren  von  s  in  Bezug  auf 
die  übrigen  Complexe  des  Büschels  enthält,  sei  (T,  r).  In  der  Ebene  € 
ist  Sj  als  Doppellinie  eines  Complex-Punktepaars,  eine  Diagonale  des 
Vierseits  der  Grundtangenten  der  Schaar  der  Gomplexcurven,  die  Ge- 
genecke im  Diagonaldreiecke  ist  Pol  von  s  nach  allen  diesen  Gurven 
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und  daher  auf  allen  Polaren  Ton  s  gelegen ,  »e  ist  also  T*  Ebenso 
ist  $  eine  Diagonalkante  des  Vierkants  der  gemeinsamen  Strahlen  des 
Büschels  der  Complexkegel  ans  S,  ihre  Gegenebene  im  Diagonal- 
dreikant ist  r. 

Die  Leitschaar  der  Regelschaar  [{Sy  ö),  (T,  r)]  besteht  also  aus 
{Ty  6\  (ß,  t).  Da  für  die  Eegelschnitt-Schaar  in  6  die  Gerade  s  und 
der  Punkt  T  gemeinsam  Polare  und  Pol  sind^  so  hat  jene  <x>^  con- 
jugirte  Strahlen  in  Bezug  auf  diese  Schaar;  diese  bilden  allein  den 
ersteren  Büschel  (T,  6).  Der  Büschel  (T,  ö),  dessen  Scheitd  der  ge- 
meinsame Pol  von  s  in  Beeng  auf  die  Schaar  der  Complexcurven  in  6 
ist,  wird  also  durch  die  Geraden  gebildet,  die  eu  s  in  Bezug  auf  die 
Schaar  conjugirt  sind;  der  andere  Büschel  (8y  x)  entsteht  durch  die  eu 
s  conjugirten  Geraden  in  Bezug  auf  die  Schaaren  in  den  anderen  Ebenen 
durch  s;  weil  in  jeder  Complexcurve  von  F^  die  ^  in  5  berührt^  so 
gehen  alle  diese  Geraden  durch  S. 

Umgekehrt  wird  der  Büschel  {S,  r)  allein  durch  die  Geraden  ge- 
bildet, die  gu  s  in  Bezug  auf  den  Kegelbüschel  aus  S  conßugirt  sind,  für 
den  t  gemeinsame  PolarAene  von  s  ist;  während  die  conjugirten  Strahlen 
von  s  in  Bezug  auf  die  Büschel  der  Complexkegel  aus  den  übrigen 
Funkten  von  s,  in  denen  je  der  zu  F*  gehörige  Kegel  6  längs  s  be- 
rührt, den  andern  Büschel  (T,  6)  erfüllen. 

Wenn  l  einen  Strahlenbüschel  (0,  o)  durchläuft,  ergiebt  sich  durch 
die  Trägerflächen  der  Begelschaaren  der  Polaren  ein  System,  von  dem 
3  durch  einen  Punkt  gehen,  3  eine  Ebene  berühren.  Denn  geht  eine 
solche  Fläche  durch  P,  so  müssen  P  und  der  Strahl  von  (0,  o)  Pol 
und  Polare  einer  Gomplexcurve  sein.  Die  Polaren  von  P  in  Bezug 
auf  die  Complexcurven  in  jeder  Ebene  durch  PO  umhüllen  einen 
Kegelschnitt  und  2  gehen  durch  0;  PO  ist  selbst  einmal  Polare;  denn 
sie  wird  in  0  von  einer  Complexcurve  des  sie  enthaltenden  Complexes 
tangirt;  folglich  erzeugen  die  durch  0  gehenden  von  diesen  Polaren 
einen  Kegel  3.  Ordnung  und  3  liegen  in  (0,  cd). 

702  Gehört  l  zur  Grundcongruenz  des  JT^-Büschels,   so  fällt  im  all- 

gemeinen die  Polare  mit  ihr  zusammen  und  die  Regelschaar  kommt 
nur  dadurch  zu  Stande,  dass  l  für  2  Complexe  des  Büschels  singu- 
lärer  Strahl  ist^  wo  dann  die  Polare  sich  zu  einem  Strahlenbüschel 
erweitert. 

• 

Also  ist  jeder  Strähl  der  Grundcongruenz  eines  F^-Büschels  für 
2  Complexe  desselben  singulärer  Strahl. 

Es  seien  r**,  F"*  diese  Complexe ,  S',  S"  die  beiden  singulären 
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Punkte;  ^^  ^'  die  singulären  Ebenen,  die  zu  l  gehören;   so  besteht 
die  Regelschaar  aus  {ß'y  ff)  und  {S'\  ö"). 

Für  die  EegelschnitIrSchaar  einer  beliebigen  Ebene  S  durch  l  ist 
diese  Gerade,  als  gemeinsame  Tangente,  zu  sich  selbst  conjugirt;  für 
die  Schaar  in  0^  ist  l  Doppellinie  des  zu  F''  gehörigen  Punktepaars 
und  wird  in  S"  von  der  zu  F"^  gehörigen  Gomplexcurye  berührt 
Folglich  fallen  2  von  den  Grundtangenten  der  Schaar  in  l  zusammen 
und  diese  berührt  alle  Gurven  in  8"\  dieser  Punkt  wird  Pol  von  { 
und  die  Strahlen  durch  ihn  conjugirt  zu  l  für  alle  Gurven  der  Schaar. 
Man  ersieht,  wie  die  Leitschaar  in  die  Büschel  (S",  ff)y  (S',  fl")  zer- 
fallt. Die  duale  Betrachtung  der  Eegelbüschel  aus  den  Punkten  von 
l  muss  zu  demselben  Resultate  führen. 

Auf  einem  Strahle  l  der  Grundcongruenz  haben  wir  zwei  con- 
jective  Punktreihen,  in  denen  zwei  Punkte  sich  entsprechen,  in  welchen 
l  von  den  je  zu  demselben  Gomplexe  des  Büschels  gehörigen  Garven 
in  zwei  festen  Ebenen  durch  l  berührt  wird;  die  sich  selbst  entsprechen- 
den Punkte  sind  8'^  8"^  und  dual  ergeben  sich  0^,  </^ 

So   ergiebt  sich   nun   auch,   wenn  es  sich  um  den  Büschel  der 

Nebencomplexe  eines   gegebenen   jP   handelt,    dass  jeder  8tr<M  der 

Grwndcongruene  S  singulä/rer  Strahl  für  F'  ist  und  noch  für  einen 
Nebencamplex. 

Dass  nicht  etwa  die  Nebencomplexe-  mit  jP  alle  singulären  Strahlen 
gemeinsam  haben,  erkennt  man  durch  Betrachtung  der  Eegelschnitt- 
Schaar  in  einer  beliebigen  Ebene:  die  4  singulären  Strahlen  von  F* 
sind  Grundtangenten  der  Schaar,  und  die  Diagonalen  ihres  Yierseits 
—  die  Doppellinien  der  3  Punktepaare  der  Schaar  —  singulare 
Strahlen  für  3  Nebencomplexe. 

Jeder  Nebencomplex  hat  cx>^  singtdäre  Strahlen  mit  F^  gemeinsam^ 
welche  die  Begelfläche  16.  Grades  bilden,  in  der  die  Congruem  4.  Grades 
seiner  singulären  Strahlen  mit  dem  Gomplexe  JP  sich  durchschneidet. 

Jeder  Strahl  der  S  gehört  zu  einer  von  diesen.  Regelflächen. 

Indem   wir   aber  zu  einem  beliebigen  T^- Büschel   zurückkehren,  703 
wollen  wir  den  Gomplez  der  singulären  Strahlen  aller  Gomplexe  des- 
selben untersuchen. 

Wenn  (0,  cd)  ein  gegebener  Strahlenbüschel  ist,  so  gehört  jeder 
Strahl  X  desselben  einem  Gomplexe  des  Büschels  an;  dessen  Gomplex- 
curve  in  o  berühre  den  o;  in  X,  dann  ist  die  Gurve  der  Punkte  X 
3.  Ordnung  und  hat  0  zum  Doppelpunkte,  weil  es  im  Büschel  2  Gom- 
plexe giebt,   deren  aus  0  kommende  Gomplexkegel  die  Ebene  cd  be- 
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rühren;  so  dass  die  zu  ihnen  gehörigen  CD-Curyen  je  die  betreffende 
Berührungskante  in  0  tangiren. 

Es  sei  u  eine  durch  0  gehende^  aber  nicht  in  cd  liegende  Gerade; 
die  Kanten  der  Gomplezkegel  ans  Oj  in  denen  sie  von  durch  u  gehen- 
den Ebenen  berührt  werden,  erzeugen  einen  Kegel  3.  Ordnung,  so 
dass  3  von  ihnen  dem  Büschel  {0,  o)  angehören.  Daraus  folgt  wie- 
derum, dass  die  Curve  der  Berührungspunkte  X^  von  Strahlen  x  des 
Büschels  (0,  o)  mit  Complexcurren  unsrer  Gomplexe  in  Ebenen  durch 
u  von  der  4.  Ordnung  ist  mit  0  als  dreifachem  Punkte. 

Die  Strahlen  von  0  nach  den  6  Schnitten;  welche  beiden  Curven 
ausser  0  gemeinsam  sind,  werden  von  den  Complexcurven  der  sie  ent- 
haltenden Complexe  in  der  Ebene  o  und  in  der  durch  u  je  in  dem- 
selben Punkte  berührt  und  sind  deshalb  singulär. 

Die  singulären  Strahlen  der  Complexe  eines  I^ -Büschels  erzeugen 
einen  Complex  6.  GradeSf  für  welchen  die  Grundcongruenz  doppelt  ist 

In  ihr  und  der  Congruenz  (4,  4)  seiner  singulären  Strahlen  wird 
jeder  Complex  des  Büschels  von  diesem  Complexe  geschnitten. 

Für  das  am  Schlüsse  von  Nr.  701  erwähnte  Flächensystem  haben 
wir  nun:  ft«>^  =  3,  ^  =  6;  nach  den  Charakteristiken-Formeln  von 
I;  Nr.  20  ist  dann  ^  =  jr  «=  0,  i/  =  6.  Dass  keine  Kegel  und  Kegel- 
schnitte vorhanden  sind,  war  zu  erwarten. 
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704  Durch  zwei  feste  Strahlen  u,  v  von  JH  gehen  cx)'  Gewinde,   oo* 

Strahlennetze  (Grund- Strahlennetze  von  Büscheln),  oo^  Regeischaaren 
(Grund-Regelschaaren  von  Bündeln):  ein  Gebüsche  G.  Jedes  Gewinde 
enthält  oo^  Strahlennetze  und  cx>^  Regeischaaren,  mit  jedem  Strahlen- 
netz sind  oo^  Gewinde  und  cx>^  Regeischaaren  incident,  durch  jede 
Regelschaar  gehen  oo^  Gewinde  und  oo^  Strahlennetze,  immer  aus 
dem  Gebüsche  G. 

Durch  diese  Begdsdiaaren  §,  von  denen  jede  den  F^  noch  in  zioei 
iceiteren  Strahlen  Xy  x  schneidet,  entsteht  im  Complexe  eine  involutorische 
eindeutige  Beziehung;  wir  wollen  entsprechende  Strahlen  derselben  as- 
sociirt  nennen  und  ebenso  durch  associirte  Strahlen  x,  x  erzeugte  ent- 
sprechende Gebilde. 

Wenn  x  m  T^  eine  Regelschaar  q  durchläuft,  so  beschreibt  (II, 
Nr.  409)  die  Regelschaar  {javx)  eine  Congruenz  2.  Grades,  für  welche 
u,  t;  Doppelstrahlen  sind.    Dieselbe  schneidet  T^  in  einer  Regelfläche 
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vom  Grade  2(2  +  2)  =  8,  welche  in  q  und  eine  Regelflache  6.  Grades 
zerfallt,  die  noch  u^  v  zu  Doppelstrahlen  hat  und  durch  den  associirten 
Strahl  X   erzeugt  wird.    Also: 

Einer  Begdschaar  {von  I^)  ist  eine  Begdflädie  6.  Grades  associirt, 
für  welche  Uy  v  Doppelstrahlen  sind. 

Wenn  aber  q  durch  u  (oder  v)  geht,  so  erzeugt  die  Regelschaar 
(uvx)  nur  ein  Strahlennetz  (I,  Nr.  92). 

Einer  Begelschaar,  welche  durch  die  eine  von  den  beiden  Geraden 
u,  V  geht,  ist  eine  Begelschaar  durch  die  andere  associirt j  welche  mit  jener 
durch  ein  StraMennetz  verbunden  ist 

Daher  gehören  solche  associirten  Regelscbaaren  stets  zu  ver- 
knüpften Gebüschen  IJg,  Z^. 

Beschreibt  x  einen  Gomplexkegel,  der  durch  u  geht,  so  umhüllt 
x'  die  Oomplexcurve  in  der  Ebene,  welche  v  mit  der  Spitze  des  Kegels 
verbindet,  und  umgekehrt,  wenn  x  eine  den  u  tangirende  Oomplexcurve 
umhüllt;  so  durchläuft  x'  den  Complexkegel  aus  dem  Schnitt  von  t; 
mit  der  Ebene  derselben. 

Die  Regeischaaren  |,  welche  t«,  v  mit  den  Strahlen  eines  Strahlen- 
büschels verbinden,  erzeugen  ein  Strahlennetz,  dessen  Leitgerade  mit 
ti,  v  und  dem  Scheitel,  bezw.  der  Ebene  des  Büschels  incidiren. 

Einem  Strahlenbüschel  ist  daher  eine  durch  u,  v  gehende  cubische 
Regelfläche  associirt. 

Bewegt  sich  die  Regelschaar  i  innerhalb  eines  Strahlennetzes  von 
Gf  so  bilden  die  associirten  Strahlen  o;,  x'  eine  Involution  in  der  durch 
das  Netz  ausgeschnittenen  Regelfläche  4.  Grades  (Nr.  590),  zu  deren 
verbundener  Involution  das  Dupel  u,  t;  gehört. 

Bleibt  I  innerhalb  eines  Gewindes  von  G,  so  beschränkt  sich  die 
involutorische  Beziehung  auf  die  ausgeschnittene  Congruenz  2.  Grades. 

Es  giebt  cx>^  Strahlen,  die  sich  je  mit  ihrem  associirten  vereinigen.  705 
Um  zu  denselben  zu  gelangen,  construiren  wir  den  Complex  der 
Strahlen  y,  welche  in  den  Regeischaaren  |  von  G^  zu  u  harmonisch 
sind  je  in  Bezug  auf  die  beiden  weiteren  Schnitte  x,  x'  mit  I^.  Die 
Regeischaaren  von  u,  v  nach  den  Strahlen  eines  Büschels  (0,  oi)  er- 
zeugen, wie  eben  erwähnt,  ein  Strahlennetz.  Die  Schnitte  von  u,  x,  x 
mit  der  durch  0  gehenden  Leitgeraden  des  Netzes  und  aller  dieser 
Regeischaaren  seien  27,  X,  X\  Die  Punkte  X,  X'  bilden  eine  invo- 
lutorische Gorrespondenz  [2];  denn  durch  jeden  Punkt  dieser  Geraden 
gehen  2  Erzeugende  der  Regelfläche  4.  Grades,  in  der  F^  von  dem 
Strahlennetze  geschnitten  wird;  jeder  ist  nur  eine  associirt;  also  ent- 
sprechen jedem  X  zwei  X'  und  umgekehrt    Es  giebt  daher  2  Paare 
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XX\  die  zu  TJ  und  0  harmonisch  sind;  zweimal  also  fallt  der  Strahl 
y  in  den  Büschel  (0,  (o). 

Die  vierten  harmonischen  Strahlen  in  den  durch  die  Strahlen  u,  v 
von  r^  gehenden  Begelschaareny  toelche  dem  u  in  Be^ug  auf  die  beiden 
weiteren  Schnittstrahien  x,  x  mit  F^  zugeordnet  sind,  bilden  einen  Com- 

plex  2.  Grades,  welcher  F^^  heisse.    Der  zu  v  gehörige  sei  I^-. 

Fällt  ein  Strahl  von  JT-,  in  F*,  so  vereinigt  er  sich  mit  einem 
der  X,  x'  und  also  auch  mit  dem  andern. 

Die  CongrueM  (4,  4),   in  der  F^  von   f-^  oder  rj-  geschnitten 

wird,  ist  der  Inbegriff  der  Strahlen,  die  in  unserer  Beisiehung  suh  seihst 
assodirt  sind;  sie  ist  also  vollständiger  Durchschnitt  zweier  quadra- 
tischer Complexe. 

Folglich  hat  sie  mit  einer  in  F^  befindlichen  Begelfläche  vf^ 
Grades  2n  Strahlen  gemeinsam. 

Eme  Begdftäche  n^  Grades  von  F*  begegnet  ihrer  associirten  in 
2n  suh  selbst  associirten  Geraden. 

Vollständig  zu  jener  Congruem  gehören  die  beiden  durch  u  und  v 
gehenden  Begdschaaren  a,  ß  von  F\ 

706  Das  Gebüsche  G  ^  (u,  v)  werde  correlativ  auf  den  Punktraum  S^ 

bezogen,  so  also,  dass  den  Regeischaaren,  Strahlennetzen,  Gewinden 
von  G  die  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  von  2?^  homolog  sind.  Lässt 
man  dann  einem  Punkte  von  2\  die  beiden  associirten  Strahlen  x,  af 
von  F^  entsprechen,  in  denen  die  correspondirende  Regelschaar  i  von 
G  schneidet,  so  hat  man  eine  gweieindeutige  Abbildung  des  Complexes 
in  den  Punktraum.^) 

Die  Funkte  A^,  JBj,  die  in  der  Correlation  den  Regeischaaren 
a,  /}  correspondiren,  ent^echen  in  dieser  Abbildung  je  allen  Strahlen 
von  a  beeu).  ß. 

Ein  Strahlenbüschel  von  F^  hat  mit  einem  Gewinde  von  G  einen 
Strahl  gemein,  die  ihm  in  der  Abbildung  entsprechende  Linie  also 
mit  der  dem  Gewinde  entsprechenden  Ebene  einen  Punkt. 

Das  BUd  eines  Strahlenbüschels  von  F'  ist  eine  Gerade. 

In  dieselbe  Gerade  bildet  sich  aber  auch  die  cubische  Regelfläche 
ab,  welche  dem  Strahlenbüschel  associirt  ist;  und  so  ähnlich  in  andern 
Fällen.    Die  Gerade  entspricht,  in  der  Correlation,  dem  Strahlennetze 


*)  Infolge  eines  DrackfehleTs  steht  in  meiner  Mittheilnng  in  den  Sitzongs- 
berichten  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1894  S.  704:  eindeutig. 
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Yon  Gj  welches  durch  die  Begelscbaaren  entsteht^  die  Yon  u,  v  nach 
den  Strahlen  des  BQschels  gehen. 

Durch  die  beiden  Strahlen,  welche  einem  Punkte  von  2]^  corre- 
spondiren,  gehen  2.4  Strahlenbüschel  yon  F';  das  Gewinde,  welches 
einer  Ebene  Yon  S^  in  der  Oorrelation  entspricht,  schneidet  I^  in 
einer  Congruenz  2.  Grades  mit  16  Strahlenbüscheln. 

Die  Geraden^  in  welche  sich  die  Strahlenbüschel  von  I^  abbilden^ 
erzeugen  eine  Congruenz  (8,  16). 

Bas  Büd  einer  Begelschaar  von  JH  ist  ein  Kegelschnitt;  denn  sie 
hat  mit  einem  beliebigen  Gewinde  von  G  2  Strahlen  gemeinsam.  Den 
Punkten  P^,  öi  von  2^  correspondiren  die  Strahlendupel  pp%  qq'] 
durch  p,  q;  p\  q;  p,  q;  p\  q  gehen  je  2  Begelschaaren,  also  durch 
Pj,  Qi  ^6  8  correspondirenden  Kegelschnitte. 

Einer  dwrch  u  gehenden  Begelschaar  und  der  durch  v  gehenden  asso- 
ciirten  entspricht  eine  Gerade, 

Diese  Geraden  erzeugen  eine  Congruenzy  da  es  in  I^  nur  oo^  durch 
u  (oder  v)  gehende  Begelschaaren  giebt. 

Yon  P^  kommen  4  von  ihnen,  weil  durch  u  und  p  und  durch  u 
und  p'  je  2  Begelschaaren  gehen.  Die  Congruenz,  in  der  ein  Gewinde 
von  G  den  I^  schneidet,  sendet  aus  jeder  ihrer  10  Begelschaar- 
Beihen  1  Begelschaar  durch  u]  also  fallen  in  die  entsprechende  Ebene 
10  Gerade.    Die  Congruenz  ist  daher  (4,  10). 

Die  Begdfläche  4.  Grades,  in  welcher  F*  von  einem  Strahlen/netze 
geschnitten  wird,  bildet  sich  in  eine  Baumcurve  4.  Ordnung  1,  Art  ab; 
denn  sie  hat  mit  einem  durch  u,  v  gehenden  Gewinde  4  Strahlen  ge- 
mein, die  Abbildung  ist  eindeutig  und  die  Curve  vom  Geschlechte  1. 

Geht  die  Begelfläche  durch  eine  der  Geraden  u,  v,  so  ist  das  Bild 
nur  noch  3.  Ordnung,  und  zwar  eine  ebene  Curve;  denn  nun  liegt  die 
Begelfläche  in  einem  Gewinde  von  G,  Geht  sie  sogar  durch  beide  Ge- 
raden^ so  gehört  das  einschneidende  Strahlennetz  zum  Gebüsche  G, 
und  die  Fläche  enthält  zu  jeder  ihrer  Geraden  auch  die  associirte; 
ihr  BUd  ist  eine  —  doppelte  ■—  Gerade,  diejenige,  welche,  in  der  Oor- 
relation zwischen  G  und  S^,  dem  die  Begelfläche  einschneidenden 
Strahlennetze  entspricht. 

Die  quadratische  Congruenz,  welche  in  I^  durch  ein  beliebiges  Ge-  707 
winde  F  eingeschnitten  wird,  bildet  sich  ab  in  eine  Fläche  4,  Ordnung 
mit  den  Doppelpunkten  Ä^,  B^]  denn  sie  trifft  ein  beliebiges  Strahlen- 
netz von  G^  in  4  Strahlen  und  hat  mit  a,  ß  je  2  Strahlen  gemeinsam. 

In  der  Congruenz  haben  wir  5  Paare  verknüpfter  Begelschaar- 
Beihen  und  16  Strahlenbüschel;  die  Bildfläche  enthält  daher  5  Paare 
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yerknüpfter  Eegelschnitt-Beihen  und  16  Gerade.  Sie  ist  demmfölge 
eine  Fläche  4.  Ordnung  mit  einem  doppelten  Kegelschnitte^  den  wir  gleich 
nachweisen  werden.  Aus  der  Theorie  dieser  Fläche  ist  bekannt,  dass 
die  Ebenen  der  Kegelschnitte  einer  Reihe  und,  da  jede  noch  einen 
Kegelschnitt  der  y erknüpften  Reihe  enthält ,  auch  die  dieser  Reihe 
einen  Kegel  2.  Grades  umhüllen,  einen  der  5  Kumm'er' sehen  Kegel 
der  Fläche.     Daraus  ergiebt  sich  für  F*  der  folgende  Satz: 

Die  Oewinde,  welche  die  Begelschaaren  einer  Reihe  von  JT*  —  die 
ja  immer  innerhalb  eines  Gewindes  sich  befinden  —  mit  2  festen 
Strahlen  von  F^  verbinden  und  von  denen  jedes  auch  eine  Begehchaar 
a/us  der  verknüpften  Reihe  enthält,  haben  eine  RegdseJiaar  gemein  und 
bilden  in  dem  Gewindebündel,  dem  sie  infolge  dessen  angehören^  ein  System 
2.  Grades,  d.  h.  jeder  Büschel  des  Bündels  enthält  2  von  ihnen. 

Das  Strahlennetz  der  Regeischaaren  yon  G  nach  den  Strahlen 
yon  (0,  (d)  hat  mit  der  Congruenz  T^F  4  Strahlen  gemeinsam;  also 
bilden  die  Regeischaaren  yon  G  nach  den  Strahlen  yon  F^F  einen 
Gomplex  4.  Grades,  und  die  Congruenz  6.  Grades,  welche  er  mit  F' 
noch  gemeinsam  hat,  ist  zu  FF^  associirt.  Diese  Congruenz  durch- 
schneidet sich  mit  F  oder  FF^  in  einer  Regelfläche  12.  Grades,  welche 
in  zwei  Theile  zerfallt  Der  eine  wird  durch  die  in  F^F  enthaltenen 
sich  -selbst  associirten  Strahlen  gebildet:  er  ist  die  Regelfläche  8.  Gra- 
des, in  der  die  Congruenz  4.  Grades  der  sich  selbst  associirten  Strahlen 
und  F  sich  durchschneiden;  den  andern,  yom  4.  Grade,  erzeugen  die 
Paare  associirter  Strahlen,  welche  beide  in  F^F  sich  befinden. 

Diese  Paare  geben  die  Doppelcurve  der  Bildfläche  4.  Ordnung  der 
Congruenz  F^F,  welche  2.  Ordnung  ist,  weil  ein  Gewinde  von  G  die 
Regelfläche  in  4  zwei  solche  Paare  bildenden  Strahlen  schneidet. 

Jede  zwei  Strahlen  yon  a  oder  /}  sind  einander  associirt;  da  F 
jeder  dieser  Regeischaaren  zweimal  begegnet,  so  erhellt,  dass  A^,  B^ 
zur  eben  erhaltenen  Doppelcurye  gehören.  * 

Die  Paare  associirter  Strahlen  unserer  Regelfläche  4.  Grades  bilden 
auf  ihr  eine  sich  selbst  verbundene  Involution  (Nr.  590);  in  der  That, 
die  beiden  Regeischaaren  yon  6r,  welche  zwei  Paare  xx,  yy  ein- 
schneiden, befinden  sich  in  demselben  Strahlennetze  yon  G^  und  des- 
halb  liegen  x,  x,  y,  y'  in  der  ßegelachaar,  in  dem  dieses  sich  mit  T 
begegnet. 

Genau  dieselbe  Fläche  4.  Ordnung  als  Bild  yon  F^F  ergiebt  sich, 
wenn  wir  F^F  als  io  dem  Gewinde  F  befindlich  nach  der  in  I,  Nr.  199S. 
besprochenen  zweieindeutigen  Abbildung  abbilden;  wofern  nur  die  näm- 
liche Correlation  zwischen  dem  Gewinde-Gebüsche  G  und  dem  Punkt- 
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räume  2,  angenommen  wird.*)  Bei  dieser  frQheren  Abbildung  war 
der  Inbegriff  der  sieh  selbst  associirten  Strahlen  der  Schnitt  von  F 
mit  einem  andern  Gewinde  A  (I,  Nr.  201);  die  Begelfläche  4.  Grades 
ist  r*,  r  und  ji  gemeinsam. 

Weil  diejenige  Regelfläche  4.  Grades  in  F^,  welche  einer  Geraden 
in  2]^  entspricht^  als  Schnitt  eines  Strahlennetzes  von  Of  stets  durch 
Uy  V  geht^  so  enthält  jede  Gerade  von  2J|  einen  u  und  einen  v  ent- 
sprechenden Punkt. 

Den  jyHauptstrahlenf*  Uy  v  unserer  (JeUsigen)  Abbildung  entsprechen 
2y  Ebenen  Ej",  Ei». 

Infolge  dessen  redncirt  sich  das  Biid  einer  durch  u  oder  v  gehen- 
den Congruenz  F^F  auf  eine  cubische  Fläche  und  das  einer  solchen, 
die  durch  beide  Hauptstrahlen  geht  und  daher  lauter  Paare  associirter 
Strahlen  enthält,  auf  eine  doppelte  Ebene,  die  Ebene,  die  dem  zu  Q 
gehörigen  F  entspricht 

Jedem  Funkte  von  E^"  muss  noch  ein  eweiter  StraM  von  F*  cor-  708 
reqpondiren;     diese   Strählen   bilden   den  Schnitt  mit   dem   Tangential- 
gewinde  T»,«;  das  zu  u  gehört  und  durch  v  geht:  für  jede  Begelschaar 
Yon  Gy   die  sich  in  diesem  Gewinde  befindet,   hat  sich  der  eine  der 
beiden  weiteren  Schnitte  mit  u  vereinigt 

Von  den  beiden  durch  u  gehenden  Regelschaar-Reihen  des  Schnitts 
F^^M,9  enthält  die  eine  a,  die  andere  /),  und  jede  dieser  Regeischaaren 
wird  von  allen  der  andern  Reihe,  ausser  in  u,  nochmals  geschnitten. 
Daher  bildet  sich  die  erste  Reihe  in  den  Büschel  (JB^,  E^"),  die  andere 
in  (-4i,  Ej")  ab;   -4^,  B^  liegen  auf  E^E^.     Aebnliches  gilt  für  T^,«. 

Der  Schnitt  eines  andern  Tangentiälgewindes  von  u  bildet  sich  in 
eine  Fläche  2.  Grades  und  seine  beiden  durch  u  gehenden  Begelschaar- 
Beihen  in  deren  Geradenschaaren  (ü>\  denn  die  Regelfläche  4.  Grades 
in  r^,  deren  Bild  eine  Gerade  in  S^  ist,  berührt  das  Tangential- 
gewinde  io  u  und  hat  nur  noch  2  Schnittstrahlen. 

Jeder  durch  u  gehenden  [Regelschaar  von  F^  ist  eine  durch  v 
gehende  associirt;  sie  gehören,  weil  in  einem  Strahlennetze  von  G 
befindlich,  zu  verknüpften  Gebüschen  U^,  Z!^\  also  zu  den  beiden 
Tangentialgewinden  von  u  und  v,  welche  diesem  Gebüschepaare  zu- 
geordnet sind.     Sie  haben  die  nämliche  Bildgerade. 

Die  Schnütcongruenzen  zweier  einander   (oder  demselben  Gebüsche- 


*)  Die  a.  a.  0.  benatzte  GoUineation  zwischen  dem  Gebüsche  2  der  Träger- 
fl&cben  der  Begelschaaren  von  G  and  dem  Fanktraame  27^  ist  Gorrelation  zwischen 
Q  und  Z^ . 
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paare)  eugeordneten  Tangentialgewinde  von  u  und  v  haben  dieselbe  Büd- 
fläche  2.  Grades  JF;*. 

Die  Tangentialgewinde  T;;,  v«  T7,  „  führen  zum  Ebenenpaare  (Ej",  E/), 
wo  z.  B.  bei  lz,9  die  Ebene  E^'  nur  aus  v  sich  ergiebt. 

Sei  nun  q  eine  beliebige  Regelschaar  aus  27,^  so  hat  das  von 
ihr  getragene  Feld  [q\  mit  der  durch  u  und  mit  der  durch  t;  gehenden 
Begelschaar-Beihe  aus  S^  je  eine  Regelschaar  gemein,  die  also  q 
zweimal  schneidet.  Der  Bild-Eegelschnitt  muss  deshalb  die  beiden 
Geraden  von  F-^y  in  welche  diese  Reihen  sich  abbilden,  zweimal  treffen; 
daher  liegen  sie  in  seiner  Ebene  und  gehören  zu  verschiedenen  Schaaren 
von  JFj^ 

Die  Bilder  der  Begelschaaren  atis  sswei  verhnüpften  Gebüschen  U^,  S^ 
von  r*  befinden  sich  in  den  Tangentialebenen  der  zugehörigen  Fläche 
2,  Grades  F^y  in  jeder  die  Bilder  von  zwei  Reihen  von  Regeischaaren 
'  aus  S^y  Z^'f  die  in  dem  der  Ebene  entsprechenden  Gewinde  von  G 
enthalten  sind:  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  aus  jeder  der 
beiden  Eegelschnitt-Reihen  2  Kegelschnitte. 

Man  erkennt  leicht,  dass  das  vollständige  Bild  der  ß  enthaltenden 
Reihe  von  JT^T^,»  und  zugleich  der  a  enthaltenden  von  JT^T;;«  das 
Büschelpaar  {Ä^^  E^"),  (B^,  Ei")  ist  und  ebenso  die  a,  bezw.  ß  ent- 
haltenden Reihen  der  beiden  Gongruenzen  sich  in  {B^,  Ei"),  (Jj,  E/) 
abbilden. 

Die  Geraden  unserer  Flächen  F^  erzeugen  die  Congruenss  (4,  10) 
von  Nr.  706;  also  gehen  durch  jeden  Punkt  2  von  ihnen  \md  5  berühren 
eine  gegebene  Ebene. 

Eine  von  den  Flächen  Fj^  trägt  in  ihren  Berührungsebenen  die 
Bilder  der  Kegel  und  Kegelschnitte  von  JT^;  diese  Ebenen  entsprechen, 
in  der  Gorrelation,  den  Strahlengebüschen  von  Gy  deren  Axen  das 
Strahlennetz  [u,  v]  erfüllen.  Alle  Gomplexkegel  aus  den  Punkten,  alle 
Gomplexcurven  in  den  Ebenen  eines  Strahls  von  [u,  t;]  haben  ihre 
Bilder  in  derselben  Berührungsebene  dieser  Fläche. 

709  Die  Involution,  auf  einer  Regelfläche  4.  Grades,  der  den  Punkten 

einer  Geraden  von  I]^  entsprechenden  Strahlenpaare  in  J^  hat  4  Doppel- 
strahlen (Nr.  590). 

Folglich  erzeugen  die  Punkte  in  JS^y  denen  sswei  zusammengefallene 
associirte  Strahlen  in  F^  entsprecheny  eine  Fläche  4.  Ordnung  q)^:  das 
Büd  der  Congruenz  4.  Grades  der  sich  selbst  assodirten  Sirahlen  (Nr.  705) 

Ein  Strahlenbüschel  von  F^  und  die  ihm  associirte  cubische 
Regelfläche  haben  nur  2  Strahlen  gemeinsam,  also  enthält  der  Büschel 
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nur  2  sich  selbst  assocürte  Strahlen;  seine  Bildgerade  schneidet  9)/ 
in  zweimal  2  vereinigten  Punkten. 

Dasselbe  gilt  für  die  gemeinsame  Bildgerade  einer  durch  u  gehen- 
den Regelschaar  yon  I^  und  der  dorch  v  gehenden  associirteD;  weil 
sie  sich  auch  zweimal  schneiden. 

Die  Geraden  van  Z^^  in  die  sich  die  Strahknbiischel,  hegw,  die  durch 
u  oder  v  gehenden  Begdschaaren  abbilden^  und  welche  in  dem  ersten  FaUe 
eine  Congrueng  (8,  16),  in  dem  andern  eine  (4,  10)  hüden^  sind  Doppel- 
tangenten  von  9/. 

Eine  Regelschaar  yon  F^  hat  mit  der  associirten  Reg^lfläche 
6.  Grades  4  Strahlen  gemein,  die  sich  selbst  associirt  sind  (Nr.  705). 
Daraus  folgt: 

Die  KegdschniUCy  in  welche  sich  die  Begdschaaren  von  F^  abbilden, 
berühren  die  Fläche  <p^  viermal.  So  ergiebt  sich  ihre  vierfache  Un- 
endlichkeit. 

Wo  ein  solcher  Kegelschnitt  die  (p^  trifft,  berührt  er  sie.  Ist 
also  F^  die  Fläche  4.  Ordnung  mit  Doppel-Eegelschnitt,  in  welche 
eine  Gongruenz  F^F  sich  abbildet,  so  gehen  durch  jeden  Punkt,  den 
sie  mit  <py^  gemeinsam  hat,  auf  ihr  10  diese  Fläche  berührende  Kegel- 
schnitte; also  berühren  sich  beide  Flächen. 

Die  Fläche  q>^  wird  von  aUen  Flächen  4,  Ordnung,  in  welche  sich 
die  Schniücongrueneen  von  F*  mit  Gewinden  abbilden ,  längs  der  vollen 
gemeinsamen  Curve  berührt. 

Die  Ebenen  E^^,  E^^  sind  (conisch  berührende)  Doppel-Tangential- 
ebenen von  9i*. 

Das  beweisen  z.  B.  in  E^**  schon  die  Strahlen  der  Büschel  von 
A^  und  jB|,  welche  zn  der  eben  erwähnten  zweiten  Gongruenz  von 
Doppeltaugenten  gehören;  sie  sind  freilich  nicht  eigentliche  Doppel- 
tangenten, da,  wie  sich  gleich  herausstellen  wird,  die  Punkte  A^,  B^ 
Doppelpunkte  der  9/  sind.  Die  Berührungscurve  geht  durch  A^  und  B^ . 

Wie  die  F^,  so  sind  auch  die  F-^  der  Fläche  9/  umgeschrid)en^ 
darunter  auch  (E^**,  E/). 

Wir  legen  durch  a  ein  Strahlennetz,  die  zweite  von  ihm  aus  F^ 
ausgeschnittene  Regelschaar  sei  a\  alle  Paare  associirter  Strahlen, 
die  von  den  Regeischaaren  des  G  in  diesem  Netze  herrühren,  liegen 
auf  a\  Folglich  ist  die  Gerade  o^,  welche  diesem  Strahlennetze  in 
der  Gorrelation  correspondirt,  doppelt  genommen,  das  Bild  von  a\ 

Alle  Regeischaaren  aus  dem  Felde  von  F^,  das  von  u  getragen 
wird,  bilden  sich  in  doppelte  Geraden  ab;  sie  gehen,  wegen  der  Schnitte 
der  Regeischaaren  mit  a,  durch  A^.  Die  Paare  der  Strahlen  von  a\ 
welche  je  demselben  Punkt  von  a^  entsprechen,  bilden  eine  Involution; 
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ihre  Doppelstrahlen  lehren,  dass  aj  die  Fläche  9)^^,  ausser  in  ^|,  nur 
noch  zweimal  trifft. 

Die  Punkte  A^,  B^  gehören  der  Fläche  ^>^  doppeiU  an. 

Fällt  a^  in  E^**,  so  berührt  jede  der  dann  in  Tu, «  fallenden  Begel- 
schaaren  von  G  den  F*  in  u,  dieser  Strahl  ist  einer  der  beiden  asso- 
ciirten  Strahlen,  die  Involution  auf  a'  ist  parabolisch;  die  beiden 
weiteren  Schnitte  von  a|  haben  sich  vereinigt,   wie  wir  schon  wissen. 

Es  sei  U('')  einer  von  den  4  Strahlenbüscheln  des  F*,  welche 
durch  u  geben,  t«?^  sein  von  v  getroffener  Strahl,  so  besteht  für  alle 
Strahlen  x  von  U^')  die  Begelschaar  (uvx)  aus  U^'*^  und  dem  Büschel 
fd*'^v]  also  allen  diesen  Strahlen  entspricht  der  Punkt,  der  in  der  Gor- 
relation dieser  Regelschaar  correspondirt. 

Wir  haben  daher  4  in  E^"  gelegene  Punkte  Uj^^  und  4  in  E^'  ge- 
legene Vj}%  denen  je  alle  Strahlen  eines  der  Büschel  Vi^^,  bezw.  85^*^  van 
F^  entsprichty  welche  u  oder  v  enthalten. 

Da  jede  Congruenz  F^F  mit  einem  W^  oder  fß^^  einen  Strahl 
gemein  hat,  so  liyen  diese  8  Punkte  auf  allen  Flächen  F^.  Dadurch 
ergiebt  sich  die  fünffach  unendliche  Mannigfaltigheit  dieser  Flächen,  ent- 
sprechend der  der  F;  denn  an  sich  hat  die  Fläche  4.  Ordnung  mit 
Doppel-Kegelschnitt  die  Mannigfaltigkeit  21*);  unsere  Flächen  aber 
sind  den  2.4  +  8  =  16  Bedingungen  unterworfen,  die  Punkte  Ayy  B^ 
zu  doppelten,  die  üj^*"^,  V^^^  zu  einfachen  Punkten  zu  haben. 

Einer  Geraden  u^^^  durch  TJ^^'^  entspricht  ein  Strahlennetz  in  Q 
durch  das  Büschelpaar  (U^*^,  «;<')«;),  welches  den  F*,  ausser  in  U^,  noch 
in  einer  cubischen  Regelfläche  schneidet.  Auf  dieser  bilden  die  asso- 
ciirten  Strahlen,  wegen  ihres  Geschlechts  0,  eine  gemeine  Involution 
mit  2  Doppelstrahlen;  d.  h.  u^^^  trifft  9)/,  ausser  in  U^^j  noch  zweimal. 

Auf  der  Fläche  q>^  sind  die  8  Punkte  Ui^%  V^^  Doppelpunkte. 

Wegen  der  10  Doppelpunkte  und  der  2  Doppel-Berührungsebenen 
ist  die  Doppdlangenten-Gongruenz  dieser  Fläche  eine  (12,  26)  (II,  Nr.  326) , 
sie  wird  daher  durch  die  oben  gefundenen  Congruenisen  (8,  16),  (4,  10) 
erschöpft. 

Jedes  Tangential -Strahlennetz  von  F\  gehörig  zum  Strahle  x, 
schneidet  in  den  4  Strahlenbüscheln,  welche  durch  x  gehen;  die  Fläche 
4.  Ordnung  F^\  in  die  sich  die  Schnittcongruenz  mit  einem  der  Tan- 
gentialgewinde  von  x  abbildet,  geht  daher  durch  die  4  Bildgeraden 
dieser  Strahlenbüschel,  die  in  den  Bildpunkt  von  x  zusammenlaufen, 
und  hat  diesen  Punkt  zum  Doppelpunkte,  ebenso  wie  die  Congruenz 
den  Strahl  x  zum  Doppelstrahle  hat. 


0  Math.  Annalen  Bd.  21  S.  611  (oder  Nr.  787). 
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In  Beeug  auf  den  in  Nr.  705  gefundenen  Complex  2.  Grades  rj  ^  710 

fugen  wir  noch  hinzu  ^  dass  t;  für  ihn  ein  DappeUstraJU  ist,  wahrend  er 
in  u  den  geg^>€fnen  Complex  F*  tangirt. 

Dieser  Complex  entsteht  durch  die  Strahlen  y  in  den  Regel- 
schaaren  durch  u,  v,  welche  dem  u  in  Bezug  auf  die  beiden  weiteren 
Schnittstrahlen  x,  x'  mit  I^  harmonisch  zugeordnet  sind.  Jeder  Strahl 
w  von  [u,  v]  führt  zu  einer  Begelschaar,  die  in  zwei  Büschel  utv,  vw 
zerfallt  mit  den  Scheiteln  TTy  F;  die  beiden  Strahlen  Xj  x'  sind  die 
Schnittstrahlen  derselben  mit  I^  ausser  w,  bezw.  i;.  Eine  Gerade^  in 
der  Ebene  des  ersten  durch  V  gezogen^  trifft  u,  x^  x\  ist  also  Leit- 
gerade und  y  ergiebt  sich  als  vierter  harmonischer  Strahl  zu  u  in 
Bezug  auf  x  und  w.  Hält  man  die  Ebene  durch  w  fest  und  lässt  TJ 
sich  bewegen,  so  bleibt  V  fest,  x  umhüllt  die  Complexcurve  von  JT*, 
welche  u  berührt;  y  umhüllt  ebenfalls  einen  Kegelschnitt,  der  u  in 
demselben  Punkte  tangirt;  denn  durch  jeden  Punkt  von  u  geht,  ausser 
u,  nur  ein  Xj  ein  w^  also  auch  ein  y\  vereinigt  sich  x  mit  u,  so  thut 
es  auch  y,  wobei  dann,  wie  immer,  der  Punkt  uy  mit  ux  identisch  ist. 

In  diesem  Kegelschnitte  haben  wir  die  Complexcurve  von  T-^  in 
der  betrachteten  Ebene. 

Wegen    des  gemeinsamen  Berührungspunktes  haben  beide  Com- 

plexe  jT*  und  T^  ^  dieselbe   Projectivitat  zwischen  der  Punktreihe  auf 

u  und  dem  Ebenenbüschel  um  u,  also  dasselbe  Tangential-Strahlen- 
netz,  das  ja  durch  diese  Projectivitat  vollständig  bestimmt  ist,  und 
dieselben  Tangentialgewinde;  sie  berühren  sich  in  u. 

In  einer  beliebigen  Ebene  durch  v  sei  x  eine  der  beiden  aus  dem 
Spurpunkte  JJ  von  u  kommenden  Tangenten  der  Complexcurve  von 
r^  und  Fl  ihr  Schnittpunkt  mit  v.  Für  die  zerfallende  Regelschaar 
{uXy  vx)  vereinigen  sich  x  und  x'  beide  in  o;;  jede  Gerade  in  der 
Ebene  durch  U  kann  als  Gerade  der  Leitschaar  angesehen  werden, 
da  sie  u,  x,  v  trifft;  auf  ihr  fallen  die  Schnitte  mit  u,  x,  x  in  U  zu- 
sammen; also  ist  der  vierte  harmonische  Strahl  y  unbestimmt  jeder 
beliebige  Strahl  durch  V^^vx\  ist  Fj  der  Schnitt  von  v  mit  der 
zweiten  Tangente  aus  {7,  so  sehen  wir,  dass  die  Complexcurve  von 

r-     in  der  betrachteten  Ebene  durch  v  aus   dem  auf  dieser  Geraden 

gelegenen  Punktepaare  F^  F^  besteht^  und  so  in  jeder  Ebene  durch  v 
aus  einem  solchen  Punktepaare.  Das  bedeutet  aber,  dass  v  Doppel- 
strahl dieses  Complexes  ist;  denn  in  jedem  durch  t;  gehenden  Strahlen- 
büschel vereinigen  sich  dann  die  beiden  Strahlen  des  Complexes  in  t; 
(vergl.  Nr.  766). 

Für  den  Schnitt  des  F-     mit  T*,  also  für  die  Congruen»  (4,  4) 
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der  sich  selbst  assodirten  Strählen  führt  das  eine  wie  das  andere  dazu^ 
dass  u,  V  Doppdstrählen  desselben  sind. 

711  Diese  eweieindeutige  Ahbildung  geht  in  eine  eindeutige*)  über,  wenn 

wir  die  beiden  StraJden  u,  v  aus  einem  dem  Ckmplexe  I^  angehärigen 
Strahlenbüschel  (0,  o)  nehmen.  Alle  Gewinde ,  Strahlennetze,  Begd- 
schaaren  des  Odnisches  G  haben  dann  diesen  Büschd  (0,  <d)  gemein; 
also  zerfällt  jede  Begelschaar  von  G  in  (0,  o>)  und  einen  zweiten  ihn 
schneidenden  Strahlenbüschel,  und  jeder  Strahl  g  von  T^  bestimmt 
einen  solchen  Büschel  mit  dem  Scheitel  C  ^  gm  und  der  Ebene 
y^gO.  Der  Punkt  von  2]^,  der  in  der  Gorrelation  zwischen  diesem 
Punktraume  und  dem  Gebüsche  G  der  Regelschaar  [(0,  aji),  {G,  y)'\ 
entspricht,  ist  das  Bild  von  ^;  und  umgekehrt  hat  jeder  den  {0,  a) 
schneidende  Strahlenbüschel,  ausser  dem  Strahle  von  (0,  o),  nur  einen 
Strahl  mü  F^  gemeinsam.  Die  Beziehung  ist  also  in  der  That  in 
beiderlei  Sinne  eindeutig.**) 

Die  Ebenen  von  S^  sind  die  Büder  der  durch  {0,  m)  gehenden 
quadratischen  Congruenisen  von  F*,  wdche  durch  die  Gewinde  von  G  ein- 
geschnitten werden  und  die  wir,  zur  Unterscheidung  von  den  ducch  be- 
liebige Gewinde  eingeschnittenen  Gongruenzen  Q},  mit  Ö  bezeichnen 
wollen. 

Einer  Geraden  von  E^  correspondirt  die  cubische  Regelfläche,  in  der 
das  entsprechende  Strahlennetz  von  G  den  Complex,  ausser  in  {0,  a), 
schneidet;  die  doppelte  Leitgerade  geht  durch  0,  die  einfache  liegt 
in  CD,  und  2  Erzeugende  der  Begelfläche  gehören  also  dem  Büschel 
(P,  cd)  an. 

Weil  eine  solche  Begelfläche  mit  einem  beliebigen  Gewinde  F 
3  Strahlen  gemein  hat,  so  correspondiren  den  quadratischen  Congruenzen 
O  von  r*,  die  nicht  durch  (0,  cd)  gehen,  in  Z^  cubische  Flächen  f^. 

Der  Complex  F^  enthält  <x>^  Strahlenbüschel  {B^,  ß^),  welche  {0,  cd) 
schneiden:  ihre  Scheitel  bilden  die  Schnittcurre  m9,  ihre  Ebenen  um- 
hüllen den  Kegel  0<Z>;  sie  erfüllen  eine  Congruenz  4.  Grades.  Allen 
Strahlen  eines  solchen  Büschels  entspricht  ein  und  derselbe  Punkt.  Die 
einer  beliebigen  Ebene  von  27^  entsprechende  Gongruenz  C*  enthält 
{0,  cd)  und  unter  ihren  15  weiteren  Büscheln  5,  welche  (0,  cd)  schneiden. 

Die  Punkte  in  E^,  welche  den  Strahlenbüscheln  {B^,  ß^)  von  F^ 
correspondiren,  bilden  eine  Baumcu/rve  5.  Ordnung  k{*,  die  Sauptcurve 
in  Z^. 

*)  Vergl.  Caporali,  Soi  complessi  e  snlle  congruenze  di  2^  grado.  Memorie 
dell'  Accademia  dei  Lincei  Ser.  III,  Bd.  2  (1878). 

**}  Blosses  Schneiden  von  Uj  v  würde  dies  noch  nicht  bewirken. 
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Weil  jeder  von  diesen  Büscheln  in  eine  Congruenz  C*  von  I^ 
einen  Strahl  sendet,  so  liegt  k^^  auf  aUen  den  cubisehen  Flächen  f{^ 
einfach. 

Ein  beliebiger  Strahlenbüschel  {By  ß)  in  I^  begegnet  der  Con- 
gruenz C%  welche  einer  Ebene  von  Uj^  entspricht,  oder  dem  sie  ein- 
schneidenden Gewinde  in  einem  Strahle;  also  ist  sein  Bild  eine  Gerade. 
Es  giebt  2  Strahlenbüschel  in  r*,  welche  (0,  coi)  und  {B,  ß)  zugleich 
schneiden  (Nr.  608);  das  sind  (B^,  /5«);  also  triflFl  die  Bildgerade  von 
(By  ß)  die  Baumcurve  k^^  zweimal. 

Ein  heliebiger  Strahlenbüschel  von  F^  hat  eine  Sehne  der  Hauptcurve 
ki^  zum  Bilde. 

Eine  Regelschaar  q  von  F*  begegnet  der  C*  in  2  Strahlen;  folg- 
lich entspricht  ihr  ein  Kegelschnitt  in  Z^\  ein  Strahlenbüschel  (J5®,  /5®), 
welcher  die  Regelschaar  q  schneidet,  befindet  sich  in  dem  Gewinde 
welches  q  mit  (0,  o)  verbindet,  und  der  von  ihm  ausgeschnittenen 
Congruenz  C*,  und  die  zerfallende  Regelschaar  [(0,  ©),  (B®,  /J®)]  ge- 
bort weder  in  dieselbe  Reihe  mit  p,  weil  dann  {B^j  /3^)  diese  nicht 
schneiden  darf,  noch  in  die  verknüpfte,  weil  dann  auch  (0,  m)  die  q 
treffen  müsste,  sondern  in  eine  der  8  übrigen.  Und  da  jeder  Büschel 
von  O  nur  in  einer  und  stets  in  einer  von  zwei  verknüpften  Reihen 
mit  einem  andern  zu  einer  Regelschaar  verbunden  ist,  so  haben  wir 
4  Büschel  {JBf^y  /3^),  welche  q  schneiden;  der  Bild- Kegelschnitt  trifft  k^^ 
viermal. 

Eine  beliebige  Begdschaar  von  F^  bildet  sich  in  einen  die  Haupt- 
curve k^^  viermal  treffenden  KegdschniU  ab. 

Eine  Curve  in  27,  entspricht  einer  Regelfläche  in  F',  von  der  so 
viele  Erzeugenden  einer  Geraden  l  begegnen,  als  die  cubische  Fläche 
f^y  in  welche  die  Congruenz  ([J],  F*)  sich  abbildet,  der  Curve  ausser- 
halb der  k^  begegnet. 

Einer  beliebigen  Geraden  von  E^  entspricht  also  in  JT^,  wie  wir 
schon  wissen,  eine  cubische  Regelfläche;  von  ihr  liegen  2  Erzeugende 
in  (0,  co);  eine  Gerade,  welche  k^  einmal  trifft,  ist  das  Bild  einer 
Regelschaar,  denn  es  löst  sich  ein  (J5^,  ^)  ab,  und  die  Regelschaar 
hat  nur  noch  eine  Gerade  in  (0,  o).  Demnach  bilden  die  den  (0,  co) 
schneidenden  Regeischaaren  sich  nicht  in  Kegelschnitte,  sondern  in 
Gerade  ab,  die  sich  auf  k^  stützen,  und  der  Stützpunkt  ist  das  Bild 
desjenigen  Strahlenbüschels  {Wy  ß^)y  zu  dem  der  gemeinsame  Strahl 
der  Regelschaar  und  des  (0,  o)  gehört.  Es  giebt  cx>'  Regeischaaren 
von  r*,  welche  (0,  ©)  schneiden:  durch  jeden  Strahl  von  (0,  ©)  oo^; 
es  giebt  oo^  Gerade,  welche  sich  auf  ki^  stützen. 

Eine  Sehne  von  k^^   ist  das  Bild  eines  Strahlenbüschels  von  F^; 
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die  Sehnen  von  kj^  und  die  Strahlenbüschel  von  F*  sind  beide  von 
doppelt  unendlicher  Mannigfaltigkeit. 

Einem  hdiehigen  Kegelschnitte  von  E^  entspricht  in  F^  eine  Hegel- 
fläche  6.  Grades;  sie  wird,  durch.  Absonderung  von  4  Strahlenbüschelu, 
eine  Begelschaar,  wenn  der  Kegelschnitt  die  Jc^^  viermal  trifit.  Die 
Mannigfaltigkeit  der  Regeischaaren  in  F*,  der  Kegelschnitte,  welche 
k^^  viermal  treffen,  ist  dieselbe:  4.*) 

Durch  einen  Strahl  von  F^  gehen  4  Strahlenbüschel;  also  kommen 
von  einem  Punkte  an\^  4  Sehnen;  diese  Cutve  ist  daher  diejenige  Raum- 
curve  5.  Ordnung  vom  Geschlecht  2j  deren  Rang  12  ist  und  die  mit 
einer  Baumcurve  4.  Ordnung  1.  Art,  der  sie  8mal  begegnet,  den  vollen 
Schnitt  zweier  cubischen  Flächen  oder  mit  einer  Geraden,  die  ihr  dreimal 
begegnet,  den  vollen  Schnitt  einer  Fläche  3,  Ordnung  mit  einer  von  der 
2.  Ordnung  0,*  bildet.^) 

Die  Regeischaaren  dieser  einzigen  durch  die  Curve  gehenden 
Fläche  2.  Grades  Oj*  sind  auch  wichtig:  die  Geraden  der  einen  Schaar 
sind  dreifache  Secanten  t^,  die  der  andern  zweifache  (^  von  k^^. 

Es  sei  ^  ein  Strahl  von  (0,  o);  durch  ihn  gehen  cx>^  Strahlen- 
büschel, welche  so  beschaffen  sind,  dass  der  zweite  Schnittstrahl  mit 
F'  dem  g^  unendlich  nahe  ist:  jedem  Punkte  X  von  g^  als  Scheitel 
gehört  die  Ebene  £  zu,  welche  den  Complexkegel  (X)  längs  g^  tangirt; 
alle  diese  Büschel  befinden  sich  in  dem  zu  G  gehörigen  singulären 
Strahlennetze,  das  ^  zur  Leitgeraden  hat  und  zu  dem  die  durch  F^ 
bewirkte  Projectivität  der  Punkte  X  und  der  Ebenen  ^  gehört,  so 
dass  in  ihr  auch  0  und  cd  einander  entsprechen.  Daher  hat  der 
Strahl  g^  cx>^  Bildpunkte,  welche  die  Gerade  erfüllen,  die  in  der  Oor- 
relation  diesem  Netze  correspondirt.  Da  aber  ^  zu  drei  Büscheln 
(B^,  ßP)  gehört,  deren  Scheitel  die  Schnitte  mit  coO  ausser  0  sind, 
so  muss  unsere  Gerade  durch  3  Punkte  von  k^^  gehen. 

Die  Trisecanten  tj^  der  Ourve  k^",  welche  die  eine  Schctar  von  0^* 
bilden,  sind  die  Bilder  der  einzelnen  Strahlen  von  (0,  o),  so  dass  jeder 
von  diesen  Strahlen  <x>^  Bildpunkte  hat  Wir  können  deshalb  den  Büschel 
{0,  a)  den  Hauptbüschel  der  Abbildung  nennen« 

Eine  die  kj^  schneidende  Gerade  trifft  eine  Trisecante  t^,  mit  der 
sie  das  volle  Bild  der  (0,  o)  schneidenden  Regelschaar  ist,  von  der 
wir  sie  oben  als  Bild  bezeichnet  haben.  Allen  auf  0,^  gelegenen  oder 
ki^  5mal  treffenden  Kegelschnitten  entspricht  der  Hauptbüschel  (0,  o). 

*)  In  dieser  Weise  erkannte  Gaporali  zuerst  die  vierfache  Unendlichkeit 
der  Begelschaaren  in  F*. 

**)  Vergl.  meine  Synthetischen  Untersuchungen  über  die  Flächen  3.  Ordnung 
Nr.  66. 
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Jede  der  Flächen  f^  schneidet  0^  in  einer  t^^  dem  Bilde  des  p® 
von  (Oy  a>),  durch  den  die  entsprechende  Congruenz  O  geht. 

Die  Geraden  d^  von  O^y  welche  h^  $weimal  treffen,  rufen  auf  dieser 
Gurve  eine  Involution  J,  hervor,  welche  auch  durch  den  Ebenenbüschel 
um  jede  beliebige  ^,  eingeschnitten  wird;  eine  ^^  trifft  in  ihren  Stütz- 
punkten dreimal  2  unendlich  nahe  Tangenten  von  ki\  also  noch 
12  —  3.2  SS  6  andere,  welche  di  sein  müssen.  Diese  Involution  (auf 
nicht  rationalem  Träger)  hcU  also  6  Doppdpufikte. 

Wir  werden  bald  die  Wichtigkeit  der  gepaarten  Punkte  dieser 
Involution  erkennen. 

Untersuchen  wir  aber  erst  die  Bilder  der  ßegelschaar-Beihen  der  712 
Gongruenzen  C  und  C?   von  jr'.    In   der  Ebene   von  2^^y   dem  Bilde 
einer  O,  haben  wir  fünfmal  einen  Kegelschnitt- Büschel  durch  4  von 
den  Schnitten  mit  h^  und  den  Strahlenbüschel  durch  den  fünften. 

Von  den  16  Strahlenbüscheln  der  C*  ist  einer  (0,  o);  von  den 
15  übrigen  bilden  sich  5  in  die  Schnitte  der  Ebene  mit  Tc{',  die  10 
übrigen  in  die  Sehnen  von  Tc^  ab,  die  diese  Punkte  verbinden. 

In  jeder  Fläche  3.  Ordnung,  welche  durch  Jc^^  geht,  haben  wir 
eine  die  Tc^^  dreimal  treffende  Gerade  t^\  die  10  auf  diese  Gerade  sich 
stützenden  u^  treffen  Tc^  einmal  (nämlich  im  zweiten  Schnitte  mit  0^\ 
die  16  übrigen  treffen  sie  zweimal.  Diese  sind  die  Bilder  der  16  Strah- 
lenbüschel der  Q},  deren  Bild  die  cubische  Fläche  ist.  Die  Mannig- 
faltigkeit der  cubischen  Flächen  durch  \^  ist,  weil  diese  Gurve  fttr 
die  Bestimmung  einer  durch  sie  zu  legenden  Fläche  3.  Ordnung  den 
Werth  von  14  Punkten  hat*),  dieselbe:  5,  wie  die  der  Gongruenzen 
C*  in  r^\  und  in  der  That,  wie  die  Fläche  durch  5  beliebige  weitere 
Punkte  eindeutig  bestimmt  ist,  so  die  Congruenz  oder  das  sie  ein- 
schneidende Gewinde  durch  die  5  Strahlen  von  I^,  welche  sich  in  jene 
Punkte  abbilden.  Also  ist  in  der  That  jede  cubische  Fläche  durch 
^^  Bild  einer  Gongruenz  C^  in  I^.  Die  Kegelschnitte  in  den  Ebenen 
durch  die  10  Geraden  u^  einer  solchen  Fläche  sind  die  Bilder  der  Regel- 
schaaren  der  entsprechenden  C^  und  zwar  führen  die  Ebenenbüschel 
um  2  Gerade  u^,  die  sich  schneiden,  zu  verknüpften  Reihen. 

Wie  sind  in  2^  die  Bild-Kegelschnitte  der  Regeischaaren  von  F* 
vertheilt,  die  zu  einem  Gebüsche  2^3  gehören? 

Zwei  Regeischaaren  von  F^  aus  demselben  GebQsche  befinden 
sich  in  dem  nämlichen  Gewinde  und  zwar  in  derselben  Reihe  der  aus- 
geschnittenen Gongruenz;    also  müssen  die  Bild -Kegelschnitte  auf  der 


•)  a.  a.  0.  Nr.  73. 
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Bildfläche  fj^  durch  dieselbe  Gerade  Ui  gehen  und  ihre  Ebenen  müssen 
die  k^^  in  deren  Stützpunkte,  d.  h.  in  demselben  Punkte  treffen. 

Und  umgekehrt,  wenn  die  Ebenen  von  zwei  die  Curve  k^^  viermal 
treffenden  Kegelschnitten  dieser  Curve  zum  fünften  Male  in  demselben 
Punkte  begegnen,  so  sind  sie  Bilder  von  Regeischaaren  des  I^  ans 
dem  nämlichen  Gebüsche;  denn  wir  können  eine  durch  h^^  gehende 
cubische  Fläche  durch  die  Schnittlinie  u^  der  beiden  Ebenen  und  die 
beiden  Kegelschnitte  bringen,  indem  wir  von  den  5  übrigen  Punkten 
3  auf  jene  imd  einen  auf  jeden  von  diesen  legen. 

Jeder  Punkt  P^  von  k^"  fuhrt  zu  einem  Gebüsche:  man  construire 
in  äßen  Ebenen  durch  ihn  die  Kegelschnitte  durch  die  4  weiteren  Schnitte. 
Diese  Curven  sind  die  Bilder  der  Begelschaaren  des  Gdnisches.  Diese 
Kegelschnitt- Büschel  entsprechen  den  Reihen  des  Gebüsches,  die  von 
der  Regelschaar  ausstrahlen,  welche  aus  dem  Hauptbüschel  (0,  a>)  und 
dem  in  den  Scheitel  P^  des  Bündels  sich  abbildenden  Büschel  (B^,  ß^) 
besteht. 

Jeder  Sehne  von  k^^  wird  durch  einen  Punkt  P,  dieser  Curve  eine 
andere  Sehne  zugeordnet,  welche  die  beiden  übrigen  Schnitte  der  Ebene 
von  ihr  nach  P^  verbindet;  zu  jedem  Strahlenbüschel  von  JT*  gehört 
ein  anderer,  mit  dem  zusammen  er  eine  zu  einem  bestimmten  Gebüsche 
gehörige  Regelschaar  bildet. 

Wenn  in  der  oben  bestimmten  Fläche  f^^  ^  die  Trisecante  ist  und 
u/  die  dritte  Gerade  in  der  Ebene  t^Ui,  so  sind  die  Kegelschnitte  in 
den  Ebenen  durch  u/,  die  denen  in  den  Ebenen  durch  u^  zweimal  be- 
gegnen, die  Bilder  der  Regeischaaren  der  verknüpften  Reihe,  also  aus 
dem  verknüpften  Gebüsche;  daher  ist  der  Stützpunkt  P/  der  w/  auf 
k^^  der  Punkt,  der  zu  diesem  Gebüsche  führt;  die  beiden  Punkte  P^, 
P/  sind  Schnitte  einer  Ebene  durch  die  Trisecante  t^  mit  k^^,  also 
gepaarte  Punkte  der  obigen  Involution  J^. 

Zwei  gepaarte  Punkte  unserer  durch  die  Geraden  d^  von  0^  auf  k{* 
entstehenden  Involution  I^  führen  immer  zu  verknüpften  Gdnischen,  die 
6  Doppdptmkte  der  Involution  geben  die  6  sich  selbst  verJcnüpften  Ge- 
büsche. 

Welches  Paar  der  Involution  fuhrt  zu  dem  Gdnischqf>aare  der  Kegel 
und  der  Kegelschnitte  von  F^?  Zu  einem  Gebüsche  von  Regeischaaren 
gehört,  wie  wir  eben  bemerkten,  stets  die  Regelschaar,  welche  aus 
dem  Hauptbüschel  und  demjenigen  Büschel  (P^,  ß^)  besteht,  dem  der 
Scheitel  des  Ebenenbündels  auf  k^^  correspondirt.  Diese  Regelschaar 
wird  Kegel  oder  Kegelschnitt,  wenn  beide  Büschel  den  Scheitel  oder 
die  Ebene  gemeinsam  haben.    Ist  also  (0,  cö)  der  zweite  Büschel  von 
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r*  aus  0,  (0,  cd)  der  etveüe  in  m,  so  setzen  die  BUdputikte  Pj^,  Pj"  dieser 
Büschel  das  gesuchte  Paar  zusammen. 

Eegel  und  Kegelschnitte  kommen  nur  in  Gongruenzen  C*  vor,  die 
durch  Strahlengebüsche  eingeschnitten  werden;  die  Flächen  f^^  welche 
solchen  Congruenzen  entsprechen,  senden  durch  F^^yP^  je  eine  Gerade; 
und  umgekehrt;  jede  cubische  Fläche  durch  h^^  auf  der  eine  Gerade 
durch  einen  dieser  Punkte  geht,  entspricht  einer  derartigen  Congrnenz 
und  enthält  auch  eine  Gerade  durch  den  andern  Punkt. 

Die  Schnittcongruenz  von  F^  mit  einem  der  Fundamental-Gewinde 
hat  ihre  ßegelschaar- Reihen  in  5  von  den  Doppelgebüschen  von  I^ 
(Nr.  638).  Folglich  muss  die  Bildfläche  in  5  von  den  Doppelpunkten 
der  Involution  I^  die  5  Doppelpunkte  der  Geradenpaare  haben,  die  an 
der  auf  ihr  gelegenen  Trisecante  von  hy^  hängen. 

Weil  die  Regelschaar,  in  der  ein  beliebiges  Strahlennetz  und  ein 
Gewinde  von  G  sich  durchschneiden,  mit  T^  4  Strahlen  gemeinsam 
hat,  so  begegnet  sich  die  Regelfläche  4.  Grades,  in  der  jenes  den  F* 
schneidet,  mit  der  C^,  welche  von  diesem  ausgeschnitten  wird,  in 
4  Strahlen. 

Das  Bild  einer  durch  ein  StrdhlenneU  ausgeschnittenen  Eegelfläche 
4.  Grades  q^  ist  eine  Baumcurve  4.  Ordnung  \^,  Und  den  quadratischen 
Congruenzen  C,  welche  durch  die  Gewinde  eines  Büschels  ausgeschnitten 
werden  und  daher  selbst  einen  Büschel  bilden,  entsprechen  cubische 
Flächen  f^y  welche,  ausser  Tc^^  noch  eine  Raumcurve  4**'  Ordnung 
1.  Art  gemeinsam  haben.  Die  8  Punkte,  welche  A;/  mit  Ic^  gemein 
hat,  entsprechen  den  8  Strahlen,  in  denen  das  Strahlennetz  und  die 
Congruenz  4.  Grades  der  Büschel  {B^j  ßf^)  sich  durchschneiden. 

Vier  beliebige  Strahlen  von  F*  bestimmen  ein  Strahlennetz  und 
die  Regelfläche  4.  Grades  qI^  in  P^;  4  beliebige  Punkte  in  U^  bestim- 
men einen  durch  k^^  gehenden  Büschel  cubischer  Flächen  und  die  kj^. 
Andererseits  aber  schneidet  die  Grund-Regelschaar  eines  Gewindeuetzes 
in  F*  4  Strahlen  ein,  die  nicht  von  einander  unabhängig,  sondern 
durch  3  von  ihnen  bestimmt  sind.  Wir  erhalten  in  F^  einen  Bündel 
von  Congruenzen  O  und  Regelflächen  q\  in  U^  einen  Bündel  von  Flä- 
chen fj^  und  Curven  fc/,  welche  alle  durch  4  Punkte  gehen,  von  denen 
drei  den  vierten  bestimmen. 

Weil  von  einem  Punkte  Pj  von  k^^  2  Sehnen  an  Ä/  gehen,  so 
giebt  es  im  Büschel  (A;^^,  k^^)  2  Flächen,  welche  eine  durch  P^  gehende, 
die  kj^  aber  nicht  mehr  treffende  Gerade  enthalten,  in  dem  Büschel 
von  Gewinden,  deren  JP- Congruenzen  sich  in  die  Flächen  des  Büschels 
abbilden,  demnach  2  Gewinde  von  der  Art,  dass  ihre  Schnittcon- 
gruenzen  Regelschaar-Reihen  enthalten,  die  einem  bestimmten  Gebüsche 
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von  r^  angehören;  oder:  die  Gewinde  durch  die  Begdschaa/ren  eines  Ge- 
büsches von  r*  bilden  ein  quadratisches  System  4.  Stufe  ©/  (Nr.  619). 

713  Wir  wollen  auch  mit  Hilfe  dieser  Abbildung  die  Begelschaaren 

Ton  r*  untersuchen^  welche  durch  einen  Strahl  g  des  Complexes  gehen, 
und  zwar  zunächst  die  zu  einem  bestimmten  Gebüsche  gehörigen.  Ist 
Gl  der  Bildpuukt  von  g  und  P^  der  dem  Gebüsche  correspondirende 
Bündelscheitel  auf  Icj^,  so  müssen  die  Bild-Eegelschnitte  in  den  Ebenen 
durch  G^Pi  liegen.  Nun  giebt  es  eine  Fläche  f^^  durch  k^^f  welche  den 
Punkt  Gl  zum  Knotenpunkte  hat  —  das  sind  4  lineare  Bedingungen 
—  und  durch  G^P^  geht;  diese  Fläche  enthält  alle  fraglichen  Kegel- 
schnitte, da  dieselben  durch  den  Knotenpunkt  gehen  und  ihr  noch 
fünfmal  begegnen. 

Die  Regeischaaren  erfüllen  also  die  entsprechende  Congruenz  C^, 
welche  den  Strahl  g  zum  Doppelstrahle  hat;  das  einschneidende  Ge- 
winde ist  eins  der  Tangentialgewinde  von  g,  und  die  andern  Gebüsche 
geben  die  übrigen. 

Die  Congruenzen  O  von  I^,  welche  durch  die  oo*  Tangentialgewinde 
eines  Strahls  g  des  Complexes  eingeschnitten  werden,  büdeh  sich  in  Flächen 
fi^  eines  Büschels  ab,  die  alle  den  BUdpunJct  G^  von  g  gum  Knotenpunkte 
haben. 

Die  4  Sehnen  b{,  . . .  b^^^  aus  ihm  an  kj^  setzen  die  k^*  in  die- 
sem Falle  zusammen;  die  Büschel  von  F^,  die  ihnen  entsprechen,  bilden 
ja  den  Schnitt  mit  dem  Grund- Strahlennetze  des  Büschels  der  Tan- 
gentialgewinde oder  dem  Tangential-Strahlennetze  von  g. 

Jede  von  den  Flächen  fj^  des  Büschels  enthält  natürlich  auch  die 
Bild-Kegelschnitte  der  Regeischaaren  der  verknüpften  Reihe  oder  aus 
dem  verknüpften  Gebüsche;  ihre  Ebenen  gehen  durch  P/6fj,  wenn  P/ 
der  dem  Pj  gepaarte  Punkt  in  der  Involution  Jj  ist.  PiG^  und  Pi'Gy 
sind  die  beiden  weiteren  Geraden  der  Fläche  aus  dem  Knotenpunkte 
Gl  ausser  den  4  Sehnen  b^,  . . . 

Sodann  hat  jede  der  Flächen  noch  15  unäre  Geraden,  welche  in 
den  Verbindihigsebenen  der  6  binären  die  dritten  Geraden  sind  und 
von  denen  zwei  sich  schneiden,  wenn  die  beiden  Ebenen  durch  4  von 
den  binären  Geraden  gehen.  Die  dritte  in  der  Ebene  6ri(Pi,  P^O  ist 
die  Trisecante  von  ft|^,  welche  noch  von  6  andern  unären  und  die  Ä;^^ 
einmal  treffenden  Geraden  der  Fläche  geschnitten  wird.  Es  bleiben 
daher  15  —  1  —  6  «=  8  unäre  Geraden,  welche  Sehnen  von  k^^  sind,  die 
Bilder  derjenigen  Strahlenbüschel  der  betreffenden  FT*^,  welche  nicht 
durch  den  Doppelstrahl  g  gehen. 

In  unserm  Flächenbüschel  von  /j^  giebt  es   eine  Fläche,  welche 
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durch  6r/y  das  Bild  eines  beliebigen  zweiten  Strahls  g  von  T^^  geht^ 
und  auf  ihr  geht  durch  Gt^  aus  jeder  der  beiden  Reihen  in  den  Ebenen 
durch  6r|  (P|;  P/)  ein  Kegelschnitt;  so  zeigt  auch  die  Abbildung,  dass 
iwrch  zwei  Strahlen  g,  g  von  F*  ewei  Begelschaaren  des  Complexes  geh^, 
m  verknüpften  Gebüschen  gehörig. 

Da  die  Anschmiegungskegel  [GJ  der  verschiedenen  f^^  des  Bü- 
schels auch  einen  Büschel  bilden ,  so  wird  &^  dreimal  biplanar.  In 
jeder  der  beiden  „Anschmiegungs- Ebenen^'  (biplanes  nach  Gayley) 
liegen  zwei  von  den  Sehnen  b^\  . . .  und  eine  von  den  trj  (Pj,  Pj'). 
Von  den  15  Verbindungsebenen  fallen  je  3  in  jede  dieser  Ebenen;  also 
6  von  den  15  unären  Geraden  haben  sich  noch  mit  den  binären  ver- 
einigt, so  dass  sie  temär  geworden  sind.  Die  4,  welche  in  die  Sehnen 
b^  ...  fallen y  bildeten  vor  der  Vereinigung  ein  windschiefes  Vierseity 
derartig,  dass  zwei  von  ihnen  sich  schneiden,  welche  sich  mit  Sehnen 
zu  vereinigen  streben,  die  in  verschiedenen  Anschmiegungs -Ebenen 
liegen«  Es  bleiben  15  —  6  =»  3.3  »>  9  unäre  Geraden,  darunter  die 
Trisecante  von  ij*,  welche  von  den  temären  Geraden  G^  (P^,  P/)  und 
4  unären  Geraden  geschnitten  wird.  Die  Kegelschnitte  in  den  Ebenen 
durch  diese  sind  die  Bilder  der  zwei  unären  Paare  verknüpfter  Regel- 
schaar-Beihen  in  der  entsprechenden  r^Fg.  Die  9  —  1  —  4  =»4  übrigen 
unären  Geraden,  welche  k^^  zweimal  treffen,  sind  die  Bilder  der  4 
nicht  durch  g  gehenden  Strahlenbüschel,  welche  diese  Gongruenr  nur 
noch  hat. 

Diese  3  Congruenzen  F^Fg^  für  welche  die  4  Strahlenbüschel  durch 
den  Doppelstrahl  g  temär  sind  und  die  also  nur  noch  d  unäre  Büschel 
haben,  sind  diejenigen,  die  wir  in  Nr.  634  besprochen  haben. 

Das  windschiefe  Yierseit  der  4  unären  Geraden  einer  benachbarten 
Congruenz,  welche  auf  die  Vereinigung  mit  den  Sehnen  &|  hinstreben, 
schneidet  mit  seinen  Ebenen,  von  denen  jede  zwei  Seiten  verbindet, 
welche  in  verschiedenen  Anschmiegungs-Ebenen  gelegenen  b^  benach- 
bart sind,  die  Schnittkante  dieser  Ebenen  (Cayley's  edge)  in  der 
Nachbarschaft  von  G^.  Kurz  vor  der  Vereinigung  mit  den  b^  sind  die 
4  Geraden  unendlich  wenig  verschieden  von  den  Sehnen  der  Jt^^,  die 
von  dem  dem  Gi  auf  der  Kante  benachbarten  Punkte  herkommen,  und 
die  Gerade  von  F^,  die  diesen  Punkt  zum  Bilde  hat,  ist  die  Gerade, 
in  welcher  das  die  betreffende  Congruenz  einschneidende  Tangential- 
gewinde  F*  auch  noch  berührt. 

Das  einem  Doppel-Gebüsche  2s^i  zugeordnete  Tangentialgewinde 
Fg  schneidet  F^  in  einer  Congruenz,  die  noch  einen  zweiten  Doppel- 
strahl hat  (Nr.  633).  Die  Bildfläche  fj^  hat  daher  2  Doppelpunkte; 
ihre  Verbindungsgerade  trifft  k^^  in  einem  Doppelpunkte  von  J^.    Die 
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Ebene  durch  sie  und  die  Trisecante  berührt  längs  ihr;  also  haben  sich 
zwei  Gerade  eines  an  der  Trisecante  hängenden  Paars  vereinigt;  die 
Kegelschnitte  in  den  Ebenen  durch  diese  Gerade  sind  die  Bilder  der 
Regeischaaren  einer  sich  selbst  verknfipften  Reihe  des  Gebüsches 
(Nr.  633). 

Die  Grundcurve  {k^"^  \*)  des  Büschels  der  Flächen  /j^,  welche 
den  Schnittcongruenzen  von  jP  mit  den  Gewinden  eines  Büschels  ent- 
sprechen, hat  8  Doppelpunkte  in  den  Begegnungspunkten  ihrer  beiden 
Bestandtheile.  Jeder  von  denselben  vertritt  2  von  den  32  Knoten- 
punkten, welche  ein  Flächenbüschel  3.  Ordnung  besitzt*);  den  Flächen 
des  Büschels  mit  den  16  übrigen  Knotenpunkten  correspondiren  die 
Schnitte  mit  den  16  Tangentialge winden,  welche  in  dem  gegebenen 
Gewindebüschel  enthalten  sind  (Nr.  681). 

714  Ein  Strahlenbüschel -Paar  von  F*  bildet  sich   in   ein   Paar   sich 

schneidender  Sehnen  von  Tc^  ab;  geht  deren  Ebene  durch  P^^  oder 
Pi%  so  haben  die  Büschel  den  Scheitel,  bezw.  die  Ebene  gemeinsam, 
und  der  Schnitt  der  Sehnen  ist  Bild  eines  singulären  Strahls. 

Von  jedem  Punkte  von  Tc^  kommen  16  Doppel-Tangentialebenen 
an  diese  Curve;  wir  müssen  also  in  jedem  Gebüsche  E^  16  Regel- 
schaaren  haben,  welche  doppelte  StrahlenbGschel  sind.  Wenn  (£,  /)) 
ein  beliebiger  Büschel  von  F^  ist,  so  berührt  ß  die  9  nicht  in  B,  und 
die  Büschel  des  Complexes,  welche  {B,  ß)  schneiden,  sind  alle  von  ihm 
verschieden.  Aber  es  giebt  Büschel  von  F*,  deren  Ebene  im  Scheitel 
die  0  berührt:  eine  der  Haupttangenten  eines  solchen  Tangenten- 
büschels ist  dann  singulärer  Strahl  (Nr.  547);  die  Curve  ß9  hat  in 
B  einen  Doppelpunkt  und  beim  einen  Durchgange  durch  ihn  erhalten 
wir  als  schneidenden  Büschel  den  zweiten  aus  B,  beim  andern  den 
(B,  ß)  selbst. 

Diejenigen  Tangentenbüschel  von  9,  in  denen  die  eine  Haupttangente 
singulärer  Strahl  ist  und  die  ganz  zu  F^  gehören,  repräsentiren  zwei 
vereinigte  sich  schneidende  Strahlenbüschel  des  Complezes  und  bilden 
sich  in  Sehnen  von  k^^  ah,  deren  Endpunkts-Tangenten  sich  schneiden. 
Diese  Sehnen  von  k^  erzeugen  eine  abwickelbare  Fläche  von  der  Ordnung 
24  nach  II,  Nr.  297,  weil  Ä^i^  den  Rang  12  hat;  auf  ihr  ist  die  Curve 
8  fach,  da  jede  ihrer  Tangenten  8  andere  trifft. 

Die  Berühnmgssehnen  in  den  16  Doppel'Berilhrungsd)enen  von  k{*j 


*)  Vergl.  meine  Synthetischen  Untenachungen  über  die  Flächen  3.  Ordnang 
Nr.  75  oder  Gremona's  Grundzüge  einer  allgemeinen  Theorie  der  Oberflächen 
Nr.  126. 
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fvelche  durch  P^^  oder  Pj**  gehen ^  sind  die  Bilder  der  Büschel  (D,  «), 
begw,  (Ey  d). 

Die  CoDgmeoz  4.  Grades  der  singulären  Strahlen  yon  F*  hat^  als 
Schnitt  des  Complexes  mit  oo^  andern  Complezen  2.  Grades^  mit  der 
cobischen  Regelfläche  von  F*,  deren  Bild  eine  gegebene  Gerade  von 
2^1  ist,  6  Strahlen  gemeinsam;  also: 

Die  Bilder  der  singtUären  Strahlen  von  I^  ergeugen  eine  Fläche 
6.  Ordnung;  auf  ihr  ist  h^  doppelt 

Denn  jeder  von  den  Büscheln  {B^^  /3^)  enthält  2  singulare  Strahlen. 
Und  weil  das  auch  für  (0,  o)  gilt,  so  kommen  2  Trisecanten  von  Tc^ 
auf  die  Fläche.  Eine  Sehne  von  Jc^"  schneidet  die  Fläche  noch  in  den 
zwei  Punkten y  in  welche  sich  die  im  entsprechenden  Büschel  befind- 
lichen singulären  Strahlen  abbilden.  In  die  zu  I^  gehörigen  Taugen- 
tenbüschel von  O  fällt  nur  ein  singulärer  Strahl;  folglich  berührt  die 
jetzige  Fläche  6.  Ordnung  die  obige  abtmckelbare  Fläche  24.  Ordnung 
in  einer  Curve,  deren  Punkte  die  Bilder  der  9  dreipunJcOg  berührenden 
singulären  Strahlen  sind;  ihre  Ordnung  ist  -^^(24.6  —  2.8.5) -=5^. 

Von  den  4  Büscheln,  die  durch  einen  singulären  Strahl  s  gehen, 
kommen  2  aus  dem  Punkte  S  von  O,  zu  dem  er  gehört,  und  2  liegen 
in  der  Ebene  tf,  zu  welcher  er  gehört. 

Yon  den  4  Sehnen  der  h^^  welche  durch  den  Bildpunkt  von  s 
gehen,  gehen  die  Ebenen  von  je  zweien  durch  P^^  und  P^^  und  so 
zeigt  sich,  dass  die  Fläche  6.  Ordnung  in  gleicher  Weise  aus  den  Bün- 
deln Pi^  und  P|^  sich  ergiebt,  entsprechend  dem  Umstände,  dass  ein 
singulärer  Strahl  zugleich  Doppellinie  eines  zerfallenden  Complexkegels 
und  einer  zerfallenden  Gomplexcurve  ist.  Aber  wir  haben  den  allge- 
meineren Satz:  Jede  zwei  Gegenebenen  des  Sehnen-Vierkants  der  k^"  aus 
einem  Punkte  G^  gehen  durch  gepaarte  Punkte  von  I^, 

Denn  G^  ist  gemeinsamer  Knotenpunkt  eines  Büschels  von  f^ 
und  die  beiden  weiteren  Geraden  einer  jeden  dieser  f^  aus  G^  —  ausser 
den  4  allen  Flächen  gemeinsamen  Sehnen  —  gehen  nach  gepaarten 
Punkten  von  J|;  die  dritte  Gerade  in  der  Ebene  ist  eine  Trisecante 
t^  von  ^\^  In  jeder  Seitenfläche  des  Sehnen -Vierkants  ist  eine  dritte 
Gerade,  welche  t^  trifft,  und  die  in  Gegenflächen  liegenden  treffen  ein- 
ander; also  schneiden  sie  und  die  Gegenflächen  die  A;/  in  gepaarten 
Punkten  der  Ij. 

Der  durch  ein  Strahlengebüsche  \J\  in  JT^  eingeschnittenen  üon- 
gruenz  C*  entspricht  eine  cubische  Fläche  /i*,  auf  der,  weil  zwei  ver- 
knüpfte Regelschaar-Reihen  von  C^  aus  Kegeln  und  Kegelschnitten  be- 
stehen, zwei  sich  schneidende  von  den  10  die  k^  einmal  treffenden 
Geraden  durch  P,^,  bezw.  Pj*"  gehen. 
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Wenn  l  dem  F^  als  g  angehört^  so  ist  der  Bildpunkt  G^  Doppel- 
punkt der  Fläche;  denn  [g]  gehört  ja  zu  den  Tangentialgewinden  yon 
g]  die  Sehnen  aus  G^  und  die  genannten  beiden  Geraden  liegen  auf 
dem  Anschmiegungskegel  [6rJ.  Ist  ferner  g  sogar  ein  singulärer  Strahli 
so  gehen,  wie  wir  eben  fanden,  zwei  Gegenflachen  des  Sehnen-Vier- 
kants durch  öl  (Pi^,  Pi*");  der  Kegel  [(rj  zerfallt  daher  in  diese  beiden 
Ebenen  und  Gi  ist  biplanar. 

Die  cubische  Fläche,  in  welche  die  Gongruen»  sich  abbildet,  die  von 
dem  0U  einem  singtdären  Strahle  s  von  I^  als  Axe  gehörigen  G-dnische 
ausgeschnitten  mrd,  hat  den  BUdpunJct  von  s  zum  biplanaren  Doppel- 
punkte. 

Wird  8  ein  singulärer  Strahl  2.  Ordnung,  so  wird  das  Bild  des 
zugehörigen  Tangentenbüschels  von  9  die  Kante  des  biplanaren  Punk- 
tes, die  dann  der  cubischen  Fläche  angehört. 

Die  16  Sehnen  von  k^^  auf  einer  fj^  sind  windschief  gegen  die 
auf  der  Fläche  gelegene  Trisecante  der  Curve.  Es  seien  zwei  wind- 
schiefe unter  ihnen  betrachtet;  von  den  5  Geraden  der  f^^  welche  beide 
treffen^  schneiden  3  die  Trisecante,  die  beiden  übrigen  sind  wiederum 
Sehnen. 

So  bestimmen  2  windschiefe  Sehnen  der  k^^  zwei  andere^  die  sie 
schneiden. 

Dem  entspricht  ein  Gyklus  von  4  Strahlenbüscheln  des  JT^,  wie 
wir  ihn  in  Nr.  608  fanden. 

Gaporali  behandelt  a.  a.  0.  noch  die  Frage  nach  den  Strahlen 
von  r^y  die  durch  ihre  entsprechenden  Punkte  in  U^  gehen,  und  findet 
als  Ort  jener  eine  Begelfläche  9.  Grades,  während  diese  eine  Curve 
6.  Ordnung  erzeugen. 


Eintheiliing  der  allgemeinen  Complexe  2.  Grades  in  8  Gattungen  nach 
der  Beschaffenheit  der  durchgehenden  qaadratisehen  Systeme  4.  Stafe 

von  Gewinden.*) 

715  Die  Polartetraeder  eines  räumlichen  Polarsystems  (in  Bezug  auf 

eine  Fläche  2.  Grades)  sind  bekanntlich  durchweg  von  derselben  Art, 
und  wegen  der  drei  Gattungen  von  Polartetraedern  giebt  es  3  Gat- 
tungen von  Polarsystemen  oder  Flächen  2.  Grades.     Wenn   wir  eine 


*)  Diese  Eintheilang  gab  Beye  in  Beiner  Abbandlaog:  Journal  f.  Mathematik 
Bd.  98  S.  284,  welche  mir,  trotz  ihrer  analytischen  Grundlage,  aach  fär  meine  syn- 
thetischen Beweise  yon  grossem  Werthe  gewesen  ist. 
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Kante  eines  Polartetraeders  hyperbolisch  oder  elliptisch  nennen ,  je 
nachdem  die  Involution  conjugirter  Punkte  auf  ihr  hyperbolisch  oder 
elliptisch  ist^  so  haben  wir: 

I.  die  Polarsysteme^  deren  Polartetraeder  lauter  elliptische  Kanten 
haben;  die  Basisfläche  ist  imaginär,  oder  besser:  reell -imaginär,  reell 
wegen  des  reellen  Polarsystems,  imaginär,  weil  sie  keine  reellen  Punkte 
besitzt;  aber  zu  jedem  ihrer  imaginären  Punkte  enthält  sie  auch  den 
conjugirten; 

IL  die  Polarsysteme,  bei  deren  Polartetraedern  3  von  einer  Ecke 
ausgehende  Kanten  hyperbolisch  sind^  denen  3  elliptische  gegenüber 
liegen;  die  Basisfläche  ist  reell,  aber  ohne  reelle  Geraden,  und  jene 
Ecke  liegt  innerhalb,  die  3  andern  ausserhalb  dieser  Fläche; 

in.  die  Polarsysteme,  bei  deren  Polartetraedern  2  Gegenkanten 
elliptisch,  die  übrigen  hyperbolisch  sind;  die  Basisfläche  enthält  reelle 
Geraden  und  jeder  Punkt  liegt  ausserhalb. 

Wir  können  dies  sofort  auf  quadratische  Systeme  2.  Stufe  ^2^  von 
Gewinden  in  einem  Gebüsche  8^*)  übertragen  vermöge  der  coUinearen 
Abbildung  des  8^  in  den  Punktraum.  Bei  der  Bildung  der  Polaren- 
bleiben  wir  ja  vollständig  im  Gebüsche  8^,  sowohl  die  „Pole'^,  als 
auch  die  Polaren  befinden  sich  in  demselben;  und  ähnliches  gilt  fQr 
ein  quadratisches  System  3.  Stufe  8^^  in  einem  8^. 

Wir  haben  also  dreierlei  Polarqmdrt4pel  und  dreierlei  quadratische 
8ysteme  8^^: 

I.  reell-imaginäre; 

IL  reelle  ohne  reeUe  Gewindämschel; 
IIL  reelle  mit  zwei  Schaaren  von  reellen  Gewindebüscheln. 

Die  Polarquadrupel  wollen  mr  J^,  11^,  III ^  nennen,  so  dass  bei 
einem  I^  alle  Dupel  elliptisch  sind,  bei  einem  11^  3,  welche  ein  Tripel 
bilden,  bei  einem  III^  nur  2  gegenüberliegende.  Ebenso  mögen  die  Polar- 
tripel  eines  8^  mit  3  oder  nur  einem  elliptischen  Dupel  durch  J^,  11^ 
bezeichnet  werden,  und  die  elliptischen,  hyperbolischen  Dapel  können 
wir  auch  mit  I^,  11^  bezeichnen. 


*)  Schon  in  Nr.  644  wurde  der  allgemeine  Satz  erwähnt,  dass  jeder  „Raam*^ 
«ton  Grades  yon  »  Dimensionen  in  einem  linearen  Raimie  yon  i-\'U  —  1  Dimen- 
sionen enthalten  ist;  demnach  befindet  sich  ein  System  jS^*,  S^'^,  S^*  von  Gewinden 
stets  bezw.  in  einem  8^^  S^j  S^,  ein  ^S^^'  selbstverständlich  im  Inbegriffe  8^  aller 
Gewinde.  Wenn  wir  es  im  Folgenden  mit  5,*,  S^\  S^^  zu  than  haben,  so  werden 
wir  sie  stets  als  Schnitte  eines  S^*  mit  einem  S^,  8^,  8^  erhalten  und  können  auf 
die  £rkenntniss  der  Richtigkeit  des  allgemeinen  Satzes  yerzichten  und  uns  mit 
dem  an  sich  nicht  nothwendigen  und  daher  nur  scheinbar  beschränkenden  Zusätze 
„in  einem  8^^^  n.  s.  w.  begnügen. 
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716  Steigen   wir  zu   den  Gewindesystemen  8^^  in  einem  jS^^  auf.    Ist 

auch  nur  ein  (einfaches)  Gewinde  eines  solchen  Systems  reell^  so  ent- 
hält es  oo*  reelle  Gewinde;  denn  jeder  yon  den  oo'  reellen  Büscheln 
durch  jenes  Gewinde  innerhalb  8^  schneidet  8^*  —  das  wir  reell  de- 
finirt  annehmen  y  etwa  durch  ein  reelles  Polarsystem  —  in  einem  re- 
ellen Gewinde  zum  zweiten  Male.  Wenn  also  mindestens  ein  Dupel 
eines  Polarquintupels  hyperbolisch  ist,  so  ist  8^^  reell.  Wir  haben 
daher  den  ersten  Fall:  reell-imaginäre  Systeme  8^*  mit  Polarquintupeln, 
deren  sämmtliche  Dupel  elliptisch  sind. 

Es  seien  nun  Ä,  B,  C,  D,  E  die  Gewinde  eines  Polarquintupels 
mit  mindestens  einem  hyperbolischen  Dupel  AB]  seine  5  Quadrupel 
sind  Polarquadrupel  für  den  Schnitt  2.  Grades  2.  Stufe  des  Polar- 
gebüsches je  des  fönften  Gewindes  in  Bezug  auf  ^3^  Die  3  Quadrupel, 
zu  denen  AB  gehört,  können  nur  von  der  Gattung  11^  oder  III^  sein, 
und  in  Bezug  auf  zwei  von  ihnen,  etwa  AB  CD,  ABCE,  haben  wir 
dann  3  Fälle;  beide  sind  J/^,  oder  eins  11^,  das  andere  //J4,  oder 
endlich  beide  sind  III^, 

Im  ersten  Falle  seien,  was  nur  Sache  der  Bezeichnung  ist,  AB, 

AC,  AD  hyperbolisch,  also  CD,  BD,  BC  elliptisch;  bei  ABCE  wissen 
wir  nun  schon  über  AB,  AC,  BC  Bescheid  und  schliessen,  dass  AE 
hyperbolisch,   CE,  BE  elliptisch   sind;   AB  DE,   bei  welchem  AB, 

AD,  AE  hyperbolisch  sind,  ist  ebenfalls  11^  und  DE  ist  auch 
elliptisch. 

Die  4  von  einem  Gewinde  A  ausgehenden  Dupel  sind  also  hyper- 
bolisch, die  6  andern  elliptisch;  somit  ist  BCDE  vollständig  elliptisch 
oder  J4,  während  ACDE  auch  I/4  ist. 

Von  den  5  Quadrupeln  unseres  Quintupels  sind  vier  11^,  eins  J^. 

Von  seinen  Tripeln  sind  vier  /,  und  sechs  /J^,  und  zwar  liegt 
einem  hyperbolischen  Dupel  ein  Tripel  lg,  einem  elliptischen  ein  J/, 
gegenüber. 

Im  zweiten  Falle  seien  die  Dupel  von  AB  CD  wie  vorhin;  dann 
sind  bei  ABCE,  das  nun  III^  ist,  CE,  BE  hyperbolisch  und  AE 
elliptisch;  AB  DE  wird  ebenfalls  III^  und  daher  DE  hyperbolisch; 
ACDE  ist  /I/^,  BCDE  aber  11^.     Also: 

Vier  von  den  Dupeln  sind  elliptisch,  die  übrigen  sind  hyper- 
bolisch, und  zwar  bilden  drei  von  jenen  {BC,  BD,  CD)  ein  Tripel, 
das  vierte  {AE)  liegt  diesem  gegenüber. 

Diesem  ;,isolirten^  elliptischen  Dupel  liegt  also  ein  Tripel  I^,  den 
9  übrigen  Dupeln  liegen  Tripel  11^  gegenüber. 

Von  den  fünf  Quadrupeln  sind  die  zwei,  zu  denen  das  ausgezeich- 
nete Tripel  gehört,  II ^,  die  andern  III^. 
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Der  dritte  Fall,  in  welchem  ABCD,  ABCE  beide  III^  sind, 
führt,  wie  das  vorige  schon  vermuthen  lässt,  zu  demselben  Ergebnisse; 
wir  haben  also  drei  Gattungen  von  Polarquintupeln  eines  Systems  5, 


8 


8 


(;in  einem  Gewebe  S^): 

I^:  aUe  Dupd  sind  eUiptisch; 

11^:  aUe  6  Dupd  eines  Quadrupels  sind  eUiptisch,  die  4  übrigen 
hyperbolisch; 

Ulf,:  die  3  Dupel  eines  Tripels  und  das  diesem  gegenüberliegende 
sind  elliptisch,  die  6  übrigen  hyperbolisch. 

Es  ergiebt  sich  folgende  Bezeichnung  der  drei  Polarquintupel,  in 
der  die  elliptischen  Dupel  gekennzeichnet  sind,  von  selbst: 

(ÄBCDE),  {ÄBCD,E),  {ABC,  DE)-, 

ebenso  bei  den  Polarquadrupeln: 

(ABCD),  (ABC,  D),  {AB,  CD). 

Charäkteristisdier  Unterschied  zwischen  11^  und  III^  ist,  dass  einem 
hyperbolischen  Dupd  bei  11^  ein  Tripel  Jj,  bei  III^  ein  Tripd  11^  gegen- 
überliegt, und  zwischen  I^  und  11^,  dass  einem  elliptischen  Dupd  bei  J^ 
ein  Tripd  Jj,  bei  11^  ein  Tripel  11^  gegenüberliegt. 

Es  seien  ABCDE,  AB'CD'K  zwei  Polarquintupel  des  näm-  717 
liehen  Systems  S^.  Die  beiden  PolargebQsche  von  A  und  A'  schnei- 
den S^,  weil  mit  ihm  in  S^  gelegen,  in  quadratischen  Systemen  2.  Stufe 
S^,  S^^\  einander  schneiden  sie  in  einem  Netze,  welches  mit  S^  ein 
8^  gemein  hat.  Es  sei  C^D^E^  ein  Polartripel  dieses  Systems  1.  Stufe; 
wir  yervollständigen  es  durch  £,,  B^  zu  Polarquadrupeln  von  8^,  8^^, 
so  dass  AB^CiD^Ei  und  ÄB^'C^D^E^  Polarquintupel  von  8^  sind. 

BCDE  und  B^Cy^D^E^,  beide  Polarquadrupel  von  8^,  sind  gleich- 
artig; ebenso  B^C'DTE'  und  B^C^D^E^. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  gegebenen  Polarquintupel  ABCDE, 
ÄSC'D'E'  verschiedenartig  seien,  und  zwar  sei  erstens  jenes  ein  /^ 
oder  11^,  dieses  ein  III^.  Als  A  nehme  man  im  ersteren  Falle  ein  be- 
liebiges von  den  5  Gewinden,  im  zweiten  das  ausgezeichnete  oder 
isolirte,  dem  das  vollständig  elliptische  Quadrupel  gegenüberliegt,  als 
A'  eins  von  den  Gewinden  des  vollständig  elliptischen  Tripels.  Es 
ist  daher  auch  B^C^D^E^  vollständig  elliptisch  und  insbesondere  C^D^E^. 
Hingegen  ist  BC'D^E'  und  demnach  auch  B^C^D^E^  ein  Quadrupel 
III4;,  daher  kann  letzteres  das  vollständig  elliptische  Tripel  B^C^D^ 
nicht  enthalten. 

Folglich  können  Polarquintupel  I^  und  III^  oder  11^  und  III^  nicht 
nd)en  einander  bestehen. 
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Ferner,  das  Polarquintupel  ABCDE  von  Sg*  sei  ein  /j,  das 
Polametz  des  Büschels  AB  in  Bezug  auf  S^  schneidet  dieses  System 
in  einem  S^y  in  Bezug  auf  welches  ODE  ein  Polartripel  ist  Wir 
legen  durch  AB  ein  beliebiges  Netz  S^  innerhalb  S^j  welches  jenes 
Polametz y  das  ja  auch  innerhalb  S^  sich  befindet,  in  einem  Gewinde 
Ci  schneidet-,  dies  werde  durch  D^E^  zu  einem  Polartripel  von  S^ 
vervollständigt,  das  ebenso  wie  CDE  von  der  Gattung  J,  ist.  Mit 
Ay  B  giebt  es  ein  Polarquintupel  von  S^.  Ein  ///g  kann  dies  nach 
dem  eben  erhaltenen  Ergebnisse  nicht  sein,  in  einem  11^  aber  würde 
dem  elliptischen  Dupel  AB  ein  Tripel  11^  gegenüberliegen.  Folglich  ist 
ABC^D^E^  ein  Jß  und  ABC^  ein  /,,  der  Schnitt  von  S^  mit  Ä,*  also 
reell-imaginär.  Jedes  durch  AB  innerhalb  8^  gelegte  Netz  schneidet 
S^  imaginär,  folglich  kann  S^  nicht  reell  sein;  denn  ein  reelles  Ge- 
winde in  S^  gäbe  mit  AB  verbunden  ein  reell  schneidendes  Netz  S^. 

Jedes  System  S^^y  welches  ein  Polarquintupel  I^  hat,  ist  reell-imaginär 
und  alle  seine  Polarquintupel  sind  von  dieser  Art. 

Damit  ist  erkannt,  dass  auch  I^  und  11^  nicht  neben  einander  vor- 
Tiommen,  und  wir  haben  drei  Gattungen  von  S^: 

I.  reellrimaginäre,  deren  sämmtliche  Polarquintupel  I^  sind; 

IL  reelle,  deren  sämmtliche  Polarquintupel  11^  sind; 

III.  reelle,  deren  sämmtliche  Polarquintupel  III^  sind, 

718  Wir  untersuchen  jetzt  in  ähnlicher  Weise  die  Polarsextupel  eines  S^*. 

Wir  haben  zunächst  die  Gattung  Jg,  bei  der  alle  15  Dupel  ellip- 
tisch, also  alle  Tripel,  Quadrupel,  Quintupel  I^,  I^,  I^  sind.  Sie  er- 
geben sich  bei  den  reell-imaginären  Systemen  S^*  und,  wie  wir  wie- 
derum sehen  werden,  nur  bei  diesen. 

Setzen  wir  ein  hyperbolisches  Dupel  AB  voraus;  die  4  Quintupel, 
zu  denen  es  gehört,  können  nur  11^  oder  III^  sein. 

Zwei  von  ihnen,  ABCDE,  ABCDF,  seien  J/g;  wir  nehmen 
beim  ersteren  A  als  das  isolirte  Gewinde  an,  also  auch  A  {C,  D,  E) 
als  hyperbolisch,  die  übrigen  elliptisch,  so  ergiebt  sich  A  auch  als 
isolirtes  Gewinde  für  das  zweite  wegen  der  hyperbolischen  Dupel  AB, 
AC,  AD,  und  auch  die  drei  andern  Quintupel  aus  A  sind  11^  mit  A 
als  isolirtem  Gewinde;  das  letzte  Quintupel  BCDEF  ist  J5.  Also 
haben  wir  das  Polarsextupel  IT^  mit  5  hyperbolischen  Dupeln,  allen, 
die  von  A  ausgehen,  und  10  elliptischen.  Das  Gegenquintupel  von  A 
ist  J5,  die  übrigen  sind  11^,  keins  III^.  Jedem  hyperbolischen  Dupel 
liegt  ein  Quadrupel  J4,  jedem  elliptischen  ein  11^  gegenüber,  III^  sind 
nicht  vorhanden;  endlich  haben  wir  10  Paare  Gegen tripel,  immer  das 
eine  ein  I^,  das  andere  ein  11^, 
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ABCDE  sei  wie  vorhin,  ABGDF  aber  //Zj;  da  in  ihm  von  A 
mehr  als  zwei  hyperbolische  Dnpel  ausgehen^  so  ist  es  das  eine  Ge- 
winde des  isolirten  elliptischen  Dapels  und  dieses  also  AF.  Nun 
stellen  sich  die  drei  weiteren  Quintupel,  zu  denen  A  und  F  gehören^ 
als  III^,  heraus y  immer  mit  AF  als  isolirtem  Dupel;  BCDEF,  das 
F  enthält  und  nicht  A,  ist  dagegen  11^,  ebenso  wie  ABCDE,  das 
A  und  nicht  F  enthält.  Die  Verbindungsdupel  der  B,  G,  D,  E  sind 
sämmtlich  elliptisch. 

Wir  haben  so  Polarseztupel  JIIq  mit  7  elliptischen  Dupeln,  von 
denen  6  ein  Quadrupel  I^  bilden  und  das  siebente,  wiederum  ein  iso- 
lirteS;  ihm  gegenüberliegt,  und  8  hyperbolischen.  Den  6  nicht  isolirten 
elliptischen  Dupeln  liegen  111^,  den  hyperbolischen  /J4  gegenüber,  so 
dass  hier  alle  drei  Quadrupel  auftreten. 

Von  den  10  Paaren  Gegentripeln  bestehen  4  aus  einem  J3  und 
einem  11^,  6  aus  zwei  J/,. 

Gehen  wir  gleich  von  zwei  Quintupeln  III^  durch  AB  aus,  so 
müssen  wir,  da  der  vorige  Fall  sogar  3  Quintupel  III^  durch  AB 
lieferte,  zu  ihm  auch  kommen.  Dazu  müssen  wir  den  beiden  Quin- 
tupeln ABCDE  und  ABCDF  dasselbe  isolirte  Dupel,  etwa  AD, 
geben;  BCE,  BCF  werden  dann  elliptisch  und  ABCEF  ein  Quin- 
tupel J/5  mit  dem  elliptischen  Quadrupel  BCEF\  also  liefert  es,  mit 
einem  der  vorigen  zusammengestellt,  den  vorangehenden  Fall. 

Wenn  aber  die  Quintupel  ABCDE,  ABCDF  von  der  Art  III^ 
das  isolirte  elliptische  Dnpel  nicht  gemeinsam  haben,  so  sei  es  ^^ 
für  das  erstere,  so  dass  BCD  das  elliptische  Tripel  ist;  nun  zeigt 
sich,  dass  AF  das  isolirte  elliptische  Dupel  für  das  andere  sein  muss. 
Man  findet  leicht,  dass  *auch  ABCEF  ein  J//5  ist  mit  dem  isolirten 
Dupel  BG  und  dem  elliptischen  Tripel  AEF,  Nun  ist  schon  klar, 
dass  wir  eine  neue  Gattung  vor  uns  haben: 

Polarsextupel  IV^  mit  6  elliptischen  Dupeln,  welche  zwei  gegen- 
überliegende Tripel  bilden,  und  9  hyperbolischen. 

Alle  Quintupel  sind  /i/5:  jedes  enthält  das  eine  dieser  Tripel 
vollständig  und  vom  andern  ein  Dupel. 

Jedem  der  elliptischen  Dupel  liegt  ein  Quadrupel  11^,  jedem  der 
hyperbolischen  ein  III^  gegenüber. 

Einmal  haben  wir  zwei  Gegen tripel  Z,,  neunmal  zwei  11^. 

So  haben  sich  4  GaMungen  von  Polarseoctupeln  eines  8^  ergeben, 
I^:  aüe  Dt4pel  sind  elliptisch; 
11^:  aUe  Dupel  eines  Quintupels  sind  dlipHsch; 

IIIq:  alle  6  Dupel  eines  Quadmpds  und  das  ihm  gegenüberliegende 
9ind  elliptisch; 
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/F«;  die  6  Dupd  von  zwei  Gegentripdn  sind  eUipüsch. 
Als  sich  unmittelbar  ergebende  Bezeichnung  haben  wir: 

(ABCDEF),  {ABCBE,  F),  {ABCB,  EF),  {ABC,  BEF). 

719  Auch  hier  gilt,  dass  Tceine  zwei  verschiedenartige  zu  demselben  Sy- 

steme S^  gehören  können.  Beachten  wir,  dass  einem  hyperbolischen  Bupd 
hei  Ilß  ein  J^,  bei  III ^  ein  11^,  bei  IVq  ein  III^  gegenüberliegt 

Es  seien  nun  wiederum  ABC  BEF  und  ÄBCUE'F'  zwei  zu 
demselben  S^  gehörige  Polarsextupel.  Die  beiden  Polargewebe  von 
A  und  A'  schneiden  in  S^  Systeme  S^^  und  S^^  ein,  für  welche  bezw. 
BCBEF  und  BCB'E'F'  Polarquintupel  sind.  *Sie  schneiden  sich 
gegenseitig  in  einem  Gebüsche,  für  dessen  Schnitt  S^  mit  S^  wir  ein 
Polarquadrupel  C^B^E^F^  construiren;  durch  B^^  bezw.  B^  werde  es 
zu  Polarquintupeln  yon  S^  und  S^'^  vervollständigt,  die  dann  mit  A^ 
bezw. ^'wiederum Polarsextupel  vonSJ  geben.  BCBEFxuiAB^CJ)^E^F^ 
gehören  beide  zu  S^  und  sind  gleichartig,  ebenso  SC'B'E'F'  und 
JBj  CiBiEiFi, 

Nehmen  wir  an,  das  erste  gegebene  Sextapel  sei  ein  I^  oder  J/^, 
das  andere  ein  III^  oder  /F^;  so  lassen  wir  A  bei  I^  ein  beliebiges 
von  den  6  Gewinden  sein,  bei  11^  das  isolirte;  jedenfalls  ist  BCBEF 
und  also  auch  B^C^B^E{F^  ganz  elliptisch.  Ä  hingegen  sei  bei  III^ 
ein  Gewinde  des  elliptischen  Quadrupels,  bei  IV^  ein  beliebiges  von 
den  6  Gewinden;  dann  ist  SC'I/E'F'  ein  Quintupel  11^  und  ebenso 
B^C^BiEiFi]  als  solches  hat  letzteres  aber  kein  vollständig  elliptisches 
Quadrupel,  wie  es  nach  dem  Vorherigen  C^B^E^Fi  sein  muss.  Somit 
kann  ein  Polarsextupel  I^  oder  11^  nicht  neben  einem  III^  oder  IV^ 
bestehen. 

Die  Polargebüsche  der  Büschel  AB,  AB'  in  Bezug  auf  S^  schnei- 
den S^  in  S^j  S^^y  einander  in  einem  Büschel,  in  dessen  Involution 
in  Bezug  auf  S^  conjugirter  Gewinde  E^F^  gepaart  seien;  wir  con- 
struiren dann  die  Polarquadrupel  C^B^E.F^,  C.'B.'E^F,  für  S^^,  S^'% 
welche  mit  den  CBEF,  bezw.  C'B'E'F\  die  ebenfalls  zu  diesen  Sy- 
stemen als  Polarquadrupel  gehören,  gleichartig  sind;  ABC^B^EiF^, 
ÄSC^B^E^F^  sind  dann  wiederum  Polarsextupel  für  ^4^  Auch 
ABC^B^  und  ÄB^C^D^  sind  als  Polarquadrupel  des  Schnitts  des  Polar- 
gebüsches von  E^F^  gleichartig. 

Nun  seien  die  gegebenen  Polarsextupel  nur  III^  und  IV^j  dann 
sind  nach  dem  vorangehenden  Ergebnisse  die  ABC^D^E^F^  und 
ÄBC^B^E^F^  ebenfalls  von  diesen  Arten.  Da  nun  aber  bei  III^ 
und  IV^  die  Quadrupel  sowohl,  die  einem  hyperbolischen  Dupel,  als 
auch  die,  welche  einem  elliptischen  gegenüberliegen,  verschiedenartig 
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sind,  80  folgt  ans  der  Gleichartigkeit  von  ABC^D^  und  ÄJ^C^D^^ 
mag  E^F^  hyperbolisch  oder  elliptisch  sein,  dass  ABC^D^E^F^  und 
ÄB!G(D^E^F^  gleichartig  sind.  Nun  können  wir  aber  im  vorliegen- 
den Falle  AB  und  ÄBl  hyperbolisch  annehmen;  dann  ist  wegen  der 
Gleichartigkeit  von  GBEF  mit  G^B^E^F^  auch  ABGDEF  mit 
ABG^D^E,F,  gleichartig,  und  ebenso  ^'B'O'D'JE'jF'  mit Ä EG,' D,'E,F^, 
und  folglich  sind  es  auch  die  gegebenen  Polarseztupel.  Also  können 
auch  HIß  und  IV^  nicht  neben  einander  bestehen. 

Endlich  sei  AB  GBEF  ein  Jß-,  für  den  Schnitt  8^*  des  Polar- 
gebüsches des  Büschels  AB  mit  S^^  ist  GBEF  Polarquadrupel.  Ein 
beliebiges  Netz  S^  durch  AB  schneide  dies  Polargebüsche  in  G^,  das 
durch  BiE^F,  zu  einem  Polarquadrupel  von  8^*  ergänzt  werde;  dies 
ist  ebenso  J4  wie  GBEF.  Ferner  ist  ABG^B^E^F,  Polarsextupel 
für  8^  und  daher  entweder  Jg  oder  IIß\  aber  im  letzteren  Falle  wäre 
G^B^E^F^y  dem  elliptischen  Dupel  AB  gegenüberliegend,  ein  11^, 
Daher  ist  das  Sextupel  ein  I^  und  ABG,  ein  Jg,  der  Schnitt  von  8^ 
mit  8^  und  daher  auch  8^  selbst  reell-imaginär,  weil  8^  ein  beliebiges 
Netz  durch  AB  ist.  Und  so  sehen  wir,  dass  auch  hier  alle  Polar- 
sextupel eines  8^  gleichartig  sind  und  nach  den  4  Arten  von  Polar- 
sextupeln  es  4  Gattungen  von  8^  gi^tj  nämlich: 

L  reeU-inuiginäre,  deren  Polarsextupel  I^  sind, 

ILy  IILy  IV.  reeUey  deren  Polarsextupel  hezw.  11^,  IH^,  IV^  sind. 

Bei  den  quadratischen  Systemen  der  zweiten  und  dritten  Stufe, 
wo  nur  drei  Gattungen  vorhanden  sind,  reichen  die  Namen  reell-ima- 
ginär ,  elliptisch y  hyperholisch  aus;  diese  Namen  können  wir  den  8^*  von 
der  Gattung  I,  Ily  IV  geben;  aber  für  den  dritten  Fall  mit  Polarsextu- 
peln  von  der  Gattung  III^  wird  ein  neuer  Name  nothwendig.  Dieser 
Fall  hat  kein  Analogon  bei  den  Flächen  2.  Grades,  und  da  er  theils 
„elliptische*^,  theils  „hyperbolische^^  Eigenschaften  besitzt,  so  ist  die 
Benennung  yyelliptisch-hyperbolisch^^  vielleicJit  die  geeignetste.*) 

Die  Polarquintupel  oder  -sextupel  belehren  uns  schnell  über  die  720 
Schnitte  der  ^3',  ^4'  mit  linearen  Systemen.    In  dem  5^,  in  welchem 
ein  8^^  enthalten  ist,  sind  dann  alle  betrachteten  Gebilde  enthalten.   Wenn 
ABGBE  ein  Polarquintupel  von  8^  ist,  so  sind  das  Gewinde  A  und 
das  Gebüsche  BGBE  polar  in  Bezug  auf  8^  und  ebenso  der  Büschel 


*)  Reye  gebraucht  a.  a.  0.  die  Benennung  „parabob'sch";  aber  dies  Wort 
wird  Bonst  für  ein  Gebilde  gebraucht,  das  einen  Uebergangsfall  zwischen  einem 
elliptischen  und  einem  hyperbolischen  bildet  von  geringerer  Mannigfaltigkeit  als 
diese.  Hier  jedoch  sind  aJle  4  Gattungen  von  5^*  von  gleicher  Mannigfaltigkeit. 
—  Ich  sage  der  grösseren  Deutlichkeit  halber  „reell-imaginär**  statt  „imaginär**. 

Sturnii  Liniengeometrie    III.  19 
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AB  und  das  Netz  ODE]  hr  den  Schnitt  jenes  Gebasches  ist  BCBE 
ein  Polarquadrupel,  für  die  Schnitte  dieses  Büschels  und  dieses  Netzes 
sind  AB  und  ODE  Polardupel  und  PolartripeL 

Wenn  also  das  System  S^  elliptisch  ist^  so  hat  das  Quintupel 
ABCDE  nur  Quadrupel  I^  und  11^. 

Die  Schnitte  S^  eines  elliptischen  Systems  S^  mit  den  Gebüschen 
(in  S^  sind  daher  imaginär*)  oder  elliptisch ^  und  wir  nennen  wie  bei 
den  elliptischen  Flachen  2.  Grades  (und  S^*)  die  Gewinde,  welche  ima- 
ginär oder  elliptisch  schneidende  Polargebüsche  haben,  innere  oder 
ätissere  Gewinde.  Ein  inneres  Gewinde  ist  isolirt  für  alle  Polarquin- 
tupel,  zu  denen  es  gehört,  und  sendet  durchweg  hyperbolische  Dupel 
aus;  d.  h.  alle  durch  ein  inneres  Gewinde  gehenden  Büschel  schneiden  reell. 

Der  Schnitt  des  Polargebüsches  wird  durch  die  Gewinde  gebildet, 
deren  Tangentialgebüsche  durch  den  „PoP'  gehen.  Durch  ein  äusseres 
Gewinde  gehen  daher  oo^  reelle  Tangentialgewebe  von  S^y  durch  ein 
inneres  keins. 

Die  gegenüberliegenden  Dupel  und  Tripel  von  ABCDE  leh- 
ren uns: 

Von  einem  Büschel  und  einem  Netge,  die  in  Bessug  auf  ein  eUiptisches 
S^^  zu  einander  polar  sind,  schneidet  das  eine  System  reeU,  das  andere 
imaginär. 

Durch  einen  Büschel  gehen  daher  oo^  reelle  Tangentialgebüsche 
oder  keins,  je  nachdem  er  imaginär  oder  reell  schneidet,  durch  ein 
Netz  2  reelle  Tangentialgewebe  oder  keins,  je  nachdem  es  imaginär 
oder  reell  schneidet. 

Weil  auch  reelle  Schnitte  von  Gebüschen  niemals  hyperbolisch 
sind,  so  ist  die  Möglichkeit  von  reellen  Büscheln  von  Gewinden  in  einem 
elliptischen  S^  ausgeschlossen.**) 

Bei  einem  hyperbolischen  Systeme  S^*  haben  die  Polarquintupel  nur 
Quadrupel  11^^,  HI^;  demnach  schneiden  alle  Gebüsche  reeU,  die  einen 
elliptisch,  die  andern  hyperbolisch.  Wir  unterscheiden  —  wie  bei  den 
hyperbolischen  Flächen  2.  Grades  —  nicht  äussere  und  innere  Gewinde, 
denn  durch  jedes  Gewinde  gehen  oo^  reeUe  Tangentialgewebe^  sondern 
auf  der  hyperbolischen  oder  der  elliptischen  Seite  von  S^  gelegene  Ge- 
winde, je  nadidem  nämlich  die  Polargebüsche  hyperbolisch  oder  elliptisch 
schneiden. 

Ein  hyperbolischer  Schnitt  eines  Gebüsches  enthält  zwei  reelle 
Schaaren  von  Büscheln.     Wir  wissen  aus  I,  Nr.  157:  Innerhalb  eines 

*)  Der  Schnitt  eines  reellen  oder  reell-imaginären  quadratischen  Systems  mit 
einem  (reellen)  linearen  Systeme  ist,  wenn  imaginär,  oothweudig  reell-imaginär. 
**)  80  lange  es  kein  doppeltes  Gewinde  hat. 
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Systems  8t  gehen  durch  ein  System  St  oo^'— *)(*— 0  Systeme  S*.  Also 
gehen  durch  einen  reellen  Büschel  von  S^^  oo'  Gebüsche  (innerhalb 
S4);  die  00*  hyperbolisch  schneidenden  Gebüsche  von  S^  liefern  je  c»^ 
reelle  Büschel.  Somit  befinden  sich  in  einem  hyperbolischen  Systeme  S^^ 
QQi+i—a  ^gjr  qq'  reeile  Büschel. 

Hier  verhalten  sich  Büschd  und  Netjs,  die  zu  einander  polar  sind  in 
Bezug  auf  S^y  hinsichtlich  ihrer  Schnitte  gleichartig.  Daher  gehen  reelle 
Tangentialgewebe  (oo^^  bezw.  2)  durch  einen  Büschel  oder  ein  Netz 
nur  dann^  wenn  diese  reell  schneiden. 

Man  sieht,  dass  die  dritte  Stufe  sich  noch  nicht  wesentlich  von 
der  zweiten  unterscheidet. 

Auch  bei  der  vierten  Stufe  werden  die  elliptische  und  die  hyper-  721 
bolische  Gattung  sich  kürzer  erledigen  lassen. 

Die  Polarsextupel  11^  eines  elliptischen  Systems  5/  enthalten 
nur  Quintupel  J5  und  Il^y  keine  //J5. 

Die  Schnitte  eines  elliptischen  Systems  S^^  mit  Geweben  sind  imaginär 
oder  elliptisch  y  und  wir  haben  wiederum  äussere  und  innere  Gewinde, 
durch  welche  00'  reelle  Tangentialgewebe  gehen  oder  keins. 

Bemerken  wir  noch  folgenden  Unterschied  zwischen  innem  und 
äussern  Gewinden.  Durch  ein  äusseres  Gewinde  gehen  zweierlei  Netze, 
reell  und  imaginär  schneidende;  wir  haben  also  durch  das  Gewinde 
Büschel  von  Büscheln,  die  sämmtlich  imaginär  schneiden,  und  Büschel 
von  Büscheln,  welche  theils  reell,  theils  imaginär  schneiden. 

Von  einem  innem  Gewinde  aber  gehen  nur  Büschel  von  Büscheln 
aus,  die  sämmtlich  reell  schneiden. 

Weil  keine  hyperbolischen  Schnitte  möglich  sind,  so  sind  auch 
keine  reellen  Büschel  in  SJ  vorhanden.  Der  Schnitt  des  Tangential- 
gewebes  eines  zu  jS/  gehörigen  Gewindes  hat  dies  Berührungsgewinde 
zum  doppelten  und  besteht  aus  00'  von  ihm  ausgehenden  Büscheln; 
also  ist  jenes  doppelte  Gewinde  sein  einziges  reelles  Gewinde,  und  ein 
solcher  Schnitt  bildet  ersichtlich  den  Uebergang  von  den  imaginären 
zu  den  elliptischen  Schnitten. 

Hier  bei  den  S^^  sind  polar  ein  Büschel  und  ein  Gebüsche,  zwei 
Netze,  und  ein  Dupel  und  ein  Quadrupel,  zwei  Tripel  eines  Polarseztu- 
pels,  die  sich  gegenüberliegen,  führen  ja  zu  solchen  polaren  Systemen 
und  sind  ihnen  als  Polardupel  u.  s.  w.  zugehörig.  Mithin  ergiebt  sich 
für  das  elliptische  System  S^^: 

Ein  Gebüsche  schneidet  dieses  System  imaginär  oder  elliptisch ,  je 
nachdem  der  polare  Büschel  reell  oder  imaginär  schneidet;   und   durch 

19* 
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jenes  gehen  2  reelle  Tangentialgewebe^  bezw.  keine;  durch  diesen  aber 
keins^  bezw.  oo^  reelle  Tangentialgewebe. 

2kD€i  polare  Netze  schneiden  ungleichartig,  und  nur  durch  ein  ima- 
ginär schneidendes  gehen  oo^  reeUe  Tangentialgewebe, 

Die  imaginär  schneidenden  linearen  Systeme  befinden  sich  auf  der 
Aussenseite  des  S^^. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  durch  imaginär  schneidende  Büschel^  Netze^ 
Gebüsche  lineare  Systeme  höherer  Stufe  von  beiden  Arten  gehen, 
durch  reell  schneidende  nur  ebenfalls  reell  schneidende. 

722  Wenden  wir  uns  zunächst  zu  den  hyperbolischen  Systemen  S^\  deren 

Polarsextupel  IV^  sind.     Diese  enthalten  nur  Quintupel  JIJ5. 

Alle  Getoebe  schneiden  ein  hyperbolisches  System  hyperbolisch;  durch 
alle  Gewinde  gehen  00^  reelle  Tangentialgewebe. 

Ein  jeder  dieser  hyperbolischen  Schnitte  bringt  cx)'  reelle  Büschel 
in  Si^'j  durch  jeden  Büschel  gehen  oo^*— *^(*~^>  Gewebe;  so  gelangen 
wir  0u  00*+'—^  oder  00*  reellen  Büscheln  in  einem  hyperbolischen  Sy- 
steme S*. 

Ein  Gebüsche  schneidet  hyperbolisch  oder  elliptisch,  je  nacMem  der 
polare  Büschel  reell  oder  imaginär  schneidet.  Im  ersteren  Falle  gehen 
durch  das  Gebüsche  2  reelle  Tangentialgewebe,  durch  den  Büschel  00^; 
im  andern  durch  jenes,  wie  durch  diesen  keins. 

Zwei  polare  Netze  schneiden  gleichartig  und  durch  ein  reell  schnei- 
dendes Netz  gehen  00^  reelle  Tangentialgewebe. 

Zwei  imaginär  schneidende  polare  Netze  werden  durch  8^  getrennt; 
denn  jeder  Büschel,  der  ein  Gewinde  des  einen  Netzes  mit  einem  des 
andern  verbindet,  schneidet  5/  reell;  wir  brauchen  nur  die  beiden 
verbundenen  Gewinde  als  zu  zwei,  mithin  ganz  elliptischen  Polartripebi 
der  Schnitte  der  beiden  Netze  gehörig  anzusehen;  die  übrigen  Dupel 
des  durch  diese  Tripel  gebildeten  Polarsextupels  sind  hyperbolisch, 
ihre  Büschel  reell  schneidend  und  die  verbundenen  Gewinde  also  zu 
den  Schnittgewinden  harmonisch. 

Bei  einem  Sextupel  IV^  befindet  sich  ein  elliptisches  Dupel  in 
Tripeln  J3  und  /Jj,  in  Quadrupeln  II ^j  Uliy  öin  hyperbolisches  nur 
in  Tripeln  J/3  und  in  Quadrupeln  11^  und  //J4,  ein  Tripel  Jj  in  Qua- 
drupeln J/4,  ein  JJ3  in  11^  und  J//4. 

Daraus  folgt  für  ein  hyperbolisches  System  S^^^:  Durch  einen  reeU 
schneidenden  Büschel  gehen  reell  schneidende  Netze,  was  selbstverständ- 
lich, und  durch  einen  imaginär  schneidenden  sowohl  reell,  als  imaginär 
schneidende  Netze,  in  beiden  Fällen  reell  schneidende  Gelüsche  und  zwar 
sowohl  elliptisch  als  hyperbolisch  schneidmde,  durch  ein  imaginär  schnei- 
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dendes  Netz  gehen  nur  elliptisch  schneidende  y  durch  ein  reell  schneidendes 
hingegen  sowohl  elliptisch  als  hyperholisch  schneidende  Gänische. 

Das  Polargebüsche  eines  zu  ^4'  gehörigen  Büschels  enthält  diesen 
BQschel  und  alle  seine  Gewinde  sind  doppelt  für  den  Schnitt  S^*  des 
Gebüsches  (Nr.  669):  dieser  Schnitt  zerföUt  in  zwei  in  dem  Büschel 
sich  schneidende  Netze.  Ein  Polarquadrupel  in  Bezug  auf  ein  solches 
zerfallendes  8^*  besteht  aus  zwei  Gewinden  C,  D  des  Doppelbüschels 
und  zwei  Gewinden  E^  F,  die  zu  den  Schnitten  ihres  Büschels  mit 
den  beiden  Netzen  harmonisch  sind.  Ein  reeller  Büschel  eines  hyper- 
bolischen S^*  muss  nun  solche  Polarquadrupel  für  den  Schnitt  seines 
Polargebüsches  haben ,  wie  ein  reell  schneidender  (da  er  nicht  blos 
mit  2,  sondern  mit  allen  seinen  Gewinden  reell  schneidet),  also  III^] 
d.  h.  die  Dupel  CD  und  EF  müssen  gleichartig  sein,  also  FF  ebenso 
hyperbolisch,  wie  CD,  das  dem  in  dem  ^2^  vollstäudig  enthaltenen 
Büschel  CD  angehört;  demnach  sind  auch  die  beiden  Netze  reell. 
Und  so  führen  die  cx>*  reellen  Büschel  von  S^  zu  00*  ~*  oder  00' 
reellen  Netzen. 

Ein  hyperbolisches  System  8^  besitzt  c»'  reelle  Netze ,  durch  jeden 
der  cx)*  reellen  Büschel  gehen  zwei. 

Ein  einziges  in  8^^  enthaltenes  reelles  Netz  zieht  00^  nach  sich,  welche 
zwei  Systeme  bilden. 

In  der  That,  jedes  reelle  Gebüsche,  gelegt  durch  ein  reelles  Netz 
von  8^^f  schneidet  ein  zweites  reelles  Netz  aus  5/  aus.  Nun  kann 
man  irgend  zwei  Netze  von  8^^  durch  eine  drei-  oder  viergliedrige 
Kette,  deren  Nachbarglieder  demselben  Gebüsche  angehören,  verbinden 
(Nr.  621);  daraus  folgt,  dass  wenn  eins  von  ihnen  reell  ist^  alle  es 
sind;  die  abwechselnden  Glieder  solcher  Ketten  gehören  zu  verschie- 
denen Systemen. 

Ein  hyperbolisches  System  8^^  ist  das  Hauptsystem  n^*  der  sämmt- 
liehen  Strahlengebüsche.  Denn  ein  Polarsextupel  desselben  besteht  aus 
6  Gewinden  in  Involution,  und  wir  wissen,  dass  drei  von  ihnen  auf  die 
eine,  die  drei  übrigen  auf  die  andere  Art  gewunden  sind;  die  Büschel, 
welche  zwei  von  jenen  oder  zwei  von  diesen  verbinden,  bestehen  aus 
lauter  gleichgewundenen  Gewinden  und  haben  keine  reellen  Gebüsche, 
ihre  Basen  keine  reellen  Leitgeraden,  wohl  aber  gilt  dies  für  die  9 
übrigen  Büschel  (I,  Nr.  193,  194);  das  Sextupel  ist  mithin  ein  IV^. 

Zwei  sich  stützende  und  also  in  Bezug  auf  -^4*  polare  Gewinde- 
netze mit  reell -imaginären  Grund  -  Regeischaaren  liegen  zu  ver- 
schiedenen Seiten  von  H^^,  ihre  Gewinde  sind  verschiedenartig  ge- 
wunden. 
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Die  beiden  Systeme  von  reellen  Netzen  in  ^4'  sind  die  Bündel 
und  Felder  von  Strahlengebüschen. 

723  Bei   den  elUpUseh-hjffperbolischen  Systemen   S^    haben   die   Polar- 

sextnpel  IITq  nur  Qaintupel  JJ5  nnd  J//5.  Demnach  schneiden  (die  Ge- 
webe reeüy  die  einen  aber  in  elliptischen^  die  andern  in  hyperbolischen 
Systemen  S^.  Durch  letztere  erhalten  wir  wiederum  00^  reelle  Büschel 
in  S^^;  machen  wir  aber  hier  für  einen  solchen  reellen  Büschel  die 
analoge  Betrachtung;  wie  eben,  so  ergiebt  sich  das  Polarquadrupel 
CDEF  des  Schnitts  des  Polargebüsches  des  Büschels^  welcher  in 
zwei  in  diesem  Büschel  sich  schneidende  Netze  zerfallt,  als  ein  11^] 
denn  in  einem  JII^  liegt  einem  hyperbolischen  Dupel  ein  solches  Qua* 
drupel  gegenüber;  d.  h.  die  Polarquadrupel  des  Polargebüsches  eines 
reell  schneidenden  Büschels  sind  IIq,  und  reell  schneidend  sind  jeden- 
falls auch  die  ganz  in  S^  enthaltenen  reellen  Büschel.  CD  aber  ist 
aus  demselben  Grunde  wie  oben  hyperbolisch,  also  EF  elliptisch  und 
die  beiden  Netze  sind  imaginär. 

Beim  eUiptisch-hyperbolischen  Systeme  8^  sind  die  beiden  Netze,  in 
denen  jeder  von  seinen  reellen  Büscheln  sich  befindet,  conjugirt  imaginär ; 
und  so  auch  die  ganzen  dreifach  unendlichen  Systeme  von  Netzen, 

Beim  hyperbolischen  S^  besteht  ein  jedes  der  beiden  Systeme 
3.  Stufe  von  Netzen  aus  00^  reellen'^)  und  00^  imaginären  und  zwar 
so,  dass  das  conjugirt  imaginäre  eines  jeden  der  letzteren  auch  im 
Systeme  sich  befindet.  Beim  elliptisch-hyperbolischen  5/  aber  besteht 
jedes  der  Netz-Systeme  aus  00^  imaginären  Netzen  und  zwar  so,  dass 
coDJugirte  in  verschiedenen  Systemen  liegen.  Nur  00^  schneiden  ihre 
conjugirten  in  einem  Büschel,  der  dann  reell  ist. 

So  ergiebt  sich  für  die  4  Gattungen  von  SJ  in  Bezug  auf  die 
Realität  folgendes: 

Ein  reell 'imaginäres  System  SJ  enthält  Iceine  reellen  Gewinde,  ein 
elliptisches  00^  reelle  Gewinde,  aber  keine  reellen  Büschel  und  also 
auch  keine  reellen  Netze,  ein  elliptisch-hyperbolisches  00*  reeUe  Gewinde, 
c»*  reelle  Büschel,  aber  keine  reellen  Netze,  ein  hyperbolisches  endlich  00* 
reelle  Gewinde,  c»*  reelle  Büschel,  00'  reelle  Netze  in  zwei  Systemen, 
so  dass  jeder  von  den  Büscheln  zu  zwei  Netzen  aus  verschiedenen  Systemen 
gehört 

Beim  elliptisch-hyperbolischen  Systeme  S^^  haben  wir  Gewinde,  deren 
Polargew^  elliptisch,  und  solche,  deren  Polargewebe  hyperbolisch  schneiden ; 
der  Uebergang  findet  durch  die  Gewinde  von  S^^  statt,  so  dass  wir 


^)  Eio  reelles  Netz  kann  reell-imagiD&re  Basis  (I,  Nr.  145)  haben. 
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eine  elliptische  und  eine  hyperbolische  Seite  von  8^^  haben.  Wir  machen 
uns  zunächst  klar^  dass,  wenn  ein  Oetvinde  Ä  eines  Polarsextupels  dem 
8^  angehört,  noch  ein  gtceUes  mit  ihm  eusammenfäVi.  A  wird  dann 
nämlich  doppelt  für  den  Schnitt  seines  Polar-  oder  Tangentialgewebes, 
und  BCDEF  ein  Polarquintapel  in  Bezug  auf  denselben;  sind  aber 
0,  D,  E,  F  Gewinde  dieses  Qaintupels,  die  sämmtlich  von  Ä  yer- 
schieden  sind^  so  muss  das  fünfte  B,  als  Schnitt  ihrer  Polargebüsche, 
die  sämmtlich  durch  das  doppelte  Gewinde  gehen,  eben  Ä  sein;  Ver- 
bindungsbüschel dieser  vereinigten  Gewinde  ist  der  Polarbfischel  des 
Gebüsches  CDEF  in  Bezug  auf  8^,  Die  Büschel  hingegen  von 
A^  B  nach  C,  D,  E^  F  befinden  sich  im  Tangentialgewebe  von 
A  und  berühren  8^  in  diesem  Gewinde;  folglich  sind  die  Dupel  in 
ihnen  (jedes  zwei  des  allgemeinen  Falles  repräsentirend)  parabolisch. 
Durch  ein  solches  ausgeartetes  Polarsextupel  können  wir  ein  III^  in 
ein  III^  so  überführen,  dass  BCDEF  von  einem  11^  in  ein  JJJ5  über- 
geht Jenes  III^  sei  ein  {BGDE,  AF),  also  ist  BCDEF  ein 
{BCDEj  F).  Beim  Durchgange  durch  das  ausgeartete  Sextupel  gehen 
die  Dupel  aus  A  und  B  nach  (7,  D,  E,  F  aus  elliptischen,  hyper- 
bolischen darch  parabolische  in  hyperbolische,  elliptische  über;  AB 
und  die  Dupel  von  CDEF  bleiben,  was  sie  waren;  BCDEF  ist 
{CDEj  BF)  geworden  und  das  Sextupel  {ACDE,  BF). 

Weil  alle  Gewebe  reell  schneiden,  so  Icommen  von  jedem  Gewinde 
00'  reelle  Tangentialgewebe, 

Ein  Gdmsche  Jcann  imaginär,  elliptisch,  hyperbolisch  schneiden;  der 
polare  Büschel  schneidet  im  zweiten  Falle  reell,  im  ersten  und  dritten 
imaginär:  der  Unterschied  besteht  darin,  dass  ein  im  Büschel  befind- 
liches Dupel  im  ersten  Falle  das  isolirte  elliptische  Dupel  eines  jeden 
Polarsextupels  ist,  an  dem  es  theilnimmt,  im  dritten  aber  dem  ganz 
elliptischen  Quadrupel  angehört.  Im  zweiten  Falle  gehen  durch  das 
Gebüsche  elliptisch  und  hyperbolisch  schneidende  Gewebe,  durch  zwei 
reelle  Tangentialgewebe  getrennt;  im  ersten  nur  elliptisch,  im  dritten 
nur  hyperbolisch  schneidende. 

Ein  Netz  Jcann  reell  oder  imaginär  schneiden.  Im  letzteren  Falle 
schneidet  das  polare  Netz  stets  reell,  und  es  gehen  daher  durch  ein  imaginär 
schneidendes  Netz  00^  reelle  Tangentialgewebe,  also  sowohl  elliptisch,  als 
hyperbolisch  schneidende  Gewebe,  femer  imaginär  und  elliptisch  schneidende 
Gebüsche. 

Dagegen  giebt  es  zweierlei  reell  schneidende  Netze,  solche,  deren  polares 
Netz  reeU,  und  solche,  deren  polares  Netz  imaginär  schneidet.  Durch  ein 
Netz  der  ersteren  Art  gehen  00^  reelle  Tangentialgewebe  und  demnach 
überhaupt  Gewebe  und  Gebüsche  von  beiden  Arten  reellen  Schnitts;  durch 


296  Eintheilung  der  Compleze  2.  Grades  Iq  8  Gattungen. 

ein  Netz  der  zweiten  Art  gehen  nur  hyperbolisch  schneidende  Gewebe  und 
Gebüsche.  Indem  jene  die  Polargewebe  der  Gewinde  des  polaren 
Netzes  sind,  erkennt  man^  dass  ein  imaginär  schneidendes  Netz  auf 
der  hyperbolischen  Seite  von  8^  sich  befindet. 

Einem  reeU  schneidenden  Büschel  ist  ein  elliptisch  schneidendes  Ge- 
büsche polar,  wie  wir  schon  wissen ^  cdso  gehen  durch  jenen  oo^  reelle 
Tangentialgewebe ,  demnach  Gewd^e  und  Gebüsche  von  beiden  Arten 
reellen  Schnitts  und  reell  schi%eidende  Netze. 

Imaginär  schneidende  Büschel  giebt  es  aber  zweierlei,  je  nachdem  das 
polare  Gebüsche  auch  imaginär  oder  hyperbolisch  schneidet.  Im  ersieren 
FaUe  gehen  durch  den  Büschel  nur  hyperbolisch  schneidende  Gewebe 
und  Gebüsche,  nur  redt  schneidende  Netze;  durch  das  polare  Gebüsche 
gehen^  wie  wir  oben  fanden^  nur  elliptisch  schneidende  Gewebe,  die 
Polargewebe  der  Gewinde  des  Büschels;  also  befindet  sich  ein  solcher 
imaginär  schneidender  Büschel  auf  der  elliptischen  Seite  des  Systems  S^\ 

Im  zweiten  Falle  aber  werden  <xl^  reelle  Tangentialgewebe  möglich, 
und  daher  gehen  Gewebe  von  beiden  Arten  durch  den  Büschel,  femer 
Gebüsche  von  allen  drei  Arten,  Netze  von  beiden  Arten,  und  weil  durch 
das  polare  Gebüsche  nur  hyperbolische  Gewebe  gehen ,  so  liegt  ein 
solcher  Büschel  auf  der  hyperbolischen  Seite  von  S^^. 

Oder,  die  beiden  Gewinde  des  isolirten  elliptischen  Dupels  eines 
Polarsextupels  liegen  auf  der  elliptischen  Seite,  die  4  übrigen  auf  der 
hyperbolischen. 

Nur  durch  auf  der  hyperbolischen  Seite  gelegene  Gewinde  giebt  es 
imaginär  schneidende  Netze  und  Gdmsche. 

724  Nun  aber  müssen  wir  Polarseztupel  betrachten,  welche  theil weise 

oder  ganz  imaginär  sind.  Sind  zwei  Gewinde  eines  Polarsextupels 
conjugirt  imaginär,  so  ist  ihr  Büschel  reell,  und  weil  nur  eine  hyper- 
bolische Involution  conjugirt  imaginäre  Dupel  enthält,  so  kann  ein 
solches  Dupe],  dessen  Gewinde  conjugirt  imaginär  sind,  nur  aus  einem 
hyperbolischen  reellen  Dupel  hervorgehen.  Lassen  wir  in  dem  hyper- 
bolischen Polarsextupel  {ABC,  DEF)  —  in  welchem  also  ABC  und 
DEF  vollständig  elliptisch  sind  —  das  hyperbolische  Dupel  CF  ima- 
ginär werden,  so  sind  von  dem  Quadrupel  der  vier  reellen  Gewinde 
nur  die  Dupel  AB,  DE  elliptisch;  es  ist  daher  ein  III^  oder  (AB, 
DE).  In  dem  elliptisch-hyperbolischen  Polarsextupel  (ABCD,EF) 
werde  DF  imaginär;  es  bleibt  das  reelle  Quadrupel  {ABC,E),  eiu 
11^,  und  wenn  endlich  im  elliptischen  Polarsextupel  {ABC DE,  F) 
das  Dupel  EF  imaginär  wird,  so  bleibt  das  Quadrupel  {AB CD), 
ein  J4. 


Einiheilaiig  der  Compleze  2.  Grades  in  8  Gattungen.  297 

Polarsextapel  von  reell-imaginären  S^^  haben  keine  hyperbolischen 
Dupel. 

Polarsextupel  mit  einem  Dtipel  conjugirt  imaginärer  Gewinde  sind 
nur  bei  den  reellen  Systemen  möglich,  und  das  reelle  Quadrupel  ist  bei 
einem  elliptischen,  elliptisch -hyperbolischen,  hyperbolischen  System  ein  I^, 
Ih,  III,. 

Wenn  von  6  Gewinden  in  Involution  zwei  conjugirt  imaginär 
sindi  so  sind  zwei  der  reellen  ^  etwa  A,  B  auf  die  eine,  die  andern 
C,  D  auf  die  andere  Weise  gewunden  (I,  Nr.  194);  daher  wird  H^ 
von  den  Büscheln  AB,  CD  imaginär,  von  den  4  übrigen  reell  ge- 
schnitten« ABCD  ist  ein  Polarquadrupel  JZJ^  für  das  S^,  welches 
durch  das  Gebüsche  ABCD  aus  E^  geschnitten  wird^  den  Inbegriff 
der  StrahlengebQsche  in  diesem  Gebüsche. 

Jetzt  seien  zweimal  zwei  von  den  6  Gewinden  conjugirt  imaginär; 
beim  elliptischen  Polarsextupel  {ABC DE,  F)  haben  wir  nicht  zwei 
hyperbolische  Dupel,  welche  4  verschiedene  Gewinde  umfassen;  also 
werden  solche  Polarsextupel  nicht  möglich.  Beim  elliptisch- hyper- 
bolischen Sextupel  {ABCD,  EF)  lassen  wir  CE  und  DF  imaginär 
werden,  das  einzige  reelle  Dupel  AB  ist  elliptisch;  beim  hyperbolischen 
{ABCyDEF)  mögen  BE,  CF  imaginär  werden,  das  einzige  reelle 
ist  hyperbolisch. 

Ein  Polarsextupel  mit  zweimal  zwei  conjugirt  imaginären  Gewinden 
ist  nur  bei  elliptisch-hyperbolischen  und  hyperbolischen  Systemen  möglich; 
das  reelle  Dupel  ist  bei  jenen  elliptisch,  bei  diesen  hyperbolisch. 

Wir  hätten  diesen  Fall  auch  aus  dem  vorigen  ableiten  können, 
indem  wir  aus  dem  reell  gebliebenen  Quadrupel  ein  weiteres  hyper- 
bolisches Dupel  in  ein  imaginäres  überführen,  und  so  ergiebt  sich  aus 
dem  letzten  Resultate,  dass  nur  bei  den  hyperbolischen  Systemen  SJ 
Polarsextupel  mit  dreimal  zwei  conjugirt  imaginären  Gewinden  mög- 
lich sind.*) 

Wenn  ein  System  S,^  ein  doppeltes  Gewinde  hat,  so  gehört  dieses  725 
zu  allen  Polarsextupeln  und   die  5  von  ihm  ausgehenden  Dupel  sind 
parabolisch,  da  ihre  Büschel  das  S^^  je  in   zwei  vereinigten  Gewin- 
den schneiden.    Durch  ein   solches  System  geht   man   von  Systemen 
der  einen  Gattung  zu  solchen  der  andern  über,  wobei  die  Dupel,  an 


*)  In  ähnlicher  Weise  sind  bekanntlich  Polartetraeder  mit  zweimal  zwei 
conjugirt  imaginären  Ecken  nur  bei  Flächen  2.  Grades  mit  reellen  Geraden,  solche 
mit  zwei  reellen  und  zwei  conjugirt  imaginären  Ecken  bei  beiden  Arten  reeller 
Flächen  möglich;  die  reell-imaginäre  Fläche  kann  derartige  Polartetraeder  nicht 
haben. 
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welchen  das  ausgezeichnete  Gewinde  Ä,  das  im  üebergangsfalle  in  das 
doppelte  fallt,  theil  nimmt^  yon  elliptischen,  hyperbolischen  in  hyper- 
bolische, elliptische  sich  umwandeln.  Und  so  erkennen  wir  leicht 
folgende  Uebergänge: 

1)  Ein  reeU'imaginäres  System  hann  nur  in  ein  dliptisches  Ober- 
gehen:  (ABCDEF)  wird  {BCDEF,  Ä), 

2)  Ein  elliptisches  System  geht  in  ein  reeU-imaginäres  oder  ein  dlip- 
üsch-hyperbolisches  über,  je  nachdem  A  das  isolirte  Gewinde  oder  ein 
anderes  ist;  im  ersten  Falle  verwandelt  sich  (BCDEF,  Ä)  in  (ABCDEF), 
im  zweiten  {ACDEF,  B)  in  (CDEF,  AB). 

3)  Ein  elliptischr-hyperbolisches  System  geht  in  ein  dliptisches  oder 
ein  hyperbolisches  über,  je  nachdem  A  mm  isolirten  Dupel  gehört  oder 
nicht;  (CDEF,  AB)  geht  in  (ACDEF,  B)  über,  bezw.  (ADEF,  BC) 
in  (DEF,  ABC). 

4)  Ein  hyperbolisches  System  kann  nur  in  ein  elliptisch-hyperbolisches 
übergehen:  (ABC,  DEF)  in  (BC,  ADEF). 

Durch  einen  quadratischen  Complex  F^  geht,  wie  wir  wissen,  ein 
Büschel  B(r^)  von  quadratischen  Systemen  S^\  unter  ihnen  befindet 
sich  das  Hauptsystem  und  das  ist  hyperbolisch. 

Demnach  haben  wir  4  Hauptgathmgen  von  Complexen  2,  Grades: 

1)  solche,  durch  wdche  nur  hyperbolische  SJ  gehen; 

2)  solche,  durch  welche  hyperbolische  und  elliptisch- hyperbolische 
S^^  gehen; 

3)  solche,  durch  welche  alle  drei  Gattungen  reeller  S^^  gehen; 

4)  solche,  durch  welche  alle  vier  Gattungen  von  S/  gehen. 

Dem  entsprechend  benennen  wir  mit  Reye  —  nur  dass  dieser 
parabolisch  statt  elliptisch-hyperbolisch  und  blos  imaginär  sagt  — 
die  Complexe: 

hyperbolisch,  eUiptischrhyperbolisch,  elliptisch,  reeU-imaginär, 
wobei  freilich  die  letzte  Benennung  erst  dann  vollständig  gerechtfertigt 
ist,  wenn  erkannt  sein  wird,  dass  ein  derartiger  Complex  keine  reellen 
Strahlen  enthält. 

726  Wir  haben  im  Büschel  B  (JT*)  6  Systeme  S*  ^  mit  einem  doppelten 

Gewinde;  und  diese  6  doppelten  Gewinde  sind  die  Fandamental-Ge- 
winde Fl,  Fg,  ...  Fg  und  bilden  ein  gemeinsames  Polarsextupel  für 
alle  Systeme  des  Büschels.  Beim  Durchgänge  durch  ein  S^  ^  ändert 
sich  die  Gattung  des  Systems. 

Sind  daher  die  Fundamental-Gewinde  sämmtlich  imaginär,  so  sind 
alle  Systeme  von  B(F^)  hyperbolisch  und  also  audi  der  Complex  hyper- 
bolisch.    Wir  nennen  ihn,  mit  Reye,  Complex  erster  Gattung. 
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Sind  nur  zwei  von  den  Fundamental' Gewinden  F^,  F^  reell ^  so 
haben  wir  ewei  durch  5^^  und  Sl^  getrennte  Abtheüungen  im  Büsehd: 
die  Systeme  der  einen  sind  hyperbolisch,  die  der  andern  elliptisch-hyper- 
bolisch.  Für  jene  ist  das  Dnpel  F|F,  hyperbolisch,  für  diese  elliptisch. 
Der  Complex  ist  ein  eUiptisch- hyperbolischer  und  werde  gweiter  Gattung 
genannt. 

Nunmehr  seien  vier  von  den  Fundamental-Gewinden,  -Tij  ^a>  A?  ^a} 
reell;   die  4   entsprechenden  Systeme  5^^,  S^^^,  SJ ^^  S^^  mögen   im 

Continuum  des  Büschels  B(F')  so  aufeinander  folgen,  und  zwar  mögen 
Sf  j  und  S^  ^  den  hyperbolischen  Theil  begrenzen,  welchem  das  Haupt- 
system jQT^'  angehört;  so  gelangen  wir  durch  S^  ^  zu  einem  elliptisch- 
hyperbolischen Theile.     Bei  S^^  sind  nun  zwei  Möglichkeiten: 

a)  Entweder  führt  dies  System  wieder  in  einen  hyperbolischen  Theil, 
dann  muss  5^^  abermals  in  einen  elliptisch-hyperbolischen  führen  und 

SJ  ^  zurück  in  den  erstgenannten  hyperbolischen.  Der  Complex  ist  da- 
her ebenfalls  ein  ellipttsch-hyperbolisdier  und  bilde  die  dritte  Gattung. 
Die  Reihenfolge  der  Äbtheilungen  im  Büschel  B(r*)  ist  also: 

hf  eh,  h,  eh, 

wennwir  diese  leicht  verständliche  Abkürzung  einführen  und  zudem 
mit  h  diejenige  hyperbolische  Abtheilung  bezeichnen,  welche  das 
Hauptsystem  HJ  enthält. 

Für  den  ersten  Theil  ist  das  reelle  Quadrupel  ein  (F^F^,  F^F^) 
oder  einfacher,  indem  wir  blos  die  Zeiger  schreiben,  (14,  23);  die 
üebergänge  verwandeln  es  in  (4,  123),  (24,  13),  (234,  1),  (23,  14). 

b)  Oder  SJ^^  führt  in  einen  elliptischen  Theil,  dann  muss,  damit 
wir  durch  S*^  in  den  ersten  Theil  zurückgelangen,  5'  wieder  zu 
einem  elliptisch -hyperbolischen  Theil  führen.  Wir  haben  die  Reihen- 
folge: 

h,  eh,  e,  eh. 

Es  hat  sich  sofnit  ein  elliptischer  Complex  ergeben:  der  Complex  vierter 
Gattung.    Das  Quadrupel  ist  nach  und  nach: 

(12,  34),  (2,  134),  (1234),  (3,  124),  (34,  12). 

Ein  reell-imaginäres  System  5/  konnte  sich  bis  jetzt  noch  nicht 
ergeben,  weil  ein  solches  vollständig  reelle  Polarsextupel  verlangt. 

Es  seien  nun  alle  sechs  Fundamental-Gewinde  reell,  die  Reihenfolge  727 
der  5'    in  B(F*)  sei  die  den  Zahlen  entsprechende  und  S^  ^  und  Ä*g 
mögen  wiederum  den  oben  erwähnten  hyperbolischen  Theil  begrenzen. 
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Der  zweite  Theil  ist  elliptisch-hyperbolisch;  führt  dann  Sf^'m  einen 
hyperbolischen  Theil  und  also  S^  ^  in  einen  elliptisch -hyperbolischen^ 
so  kann  dann 

a)  iS*  ^  entweder  wieder  in  einen  hyperbolischen  Theil  führen;  S*^ 
mnss  in  einen  elliptisch-hyperbolischen  fahren  und  S^^  in  den  ersten 
zurück.    Die  Reihenfolge  der  Theile  ist  also: 

h,  eh,  hj  ehf  hj  eh\ 

der  Complex  fünfter  Gattung  ist  daher  elliptisch-hyperbolisch. 

b)  Oder  Sl  ^  führt  in  einen  elliptischen  Theil,  S^^  aber  und  S* 
in  eben  solche,  wie  in  a).     Wir  habere  die  Reihenfolge: 

hf  ehf  hj  ehy  e,  eh. 

Der  Complex  sechster  Gattung  ist  somit  elliptisch. 

Da  die  Reihenfolge  unsymmetrisch  ist,  werden  wir  zu  diesem  Falle 
mit  der  umgekehrten  Reihenfolge  nochmals  gelangen. 

Wenn  wir  nämlich  annehmen,  dass  Sl^^  in  einen  elliptischen  Theil 
überführt,  so  liegen  nun  zwei  Möglichkeiten  vor: 

a)  S*  fähre  in  einen  elliptisch-hyperbolischen  Theil;  dann  sind 
wir  bei  8f  ^  von  neuem  vor  zwei  Möglichkeiten  gestellt: 

aa)  Entweder  führt  nun  S^  ^  in  einen  hyperbolischen,  S^  ^  in  einen 
elliptisch-hyperbolischen  und  Sf^ui  den  ersten  Theil  zurück;  wir  haben 
die  Reihenfolge: 

Ä,  ehy  Cj  eh,  h,  eh, 

die  Torausgesagte  Umkehrung. 

ab)  Oder  S^^  führt  in  einen  elliptischen,  SK  in  einen  elliptisch- 
hyperbolischen Theil;  toir  haben  die  Reihenfolge: 

h,  eh,  6,  eh,  e,  eh. 

Dieser  elliptische  Complex  werde  siebenter  Gattung  genannt. 

b)  Nun  aber  führe  iS^,  aus  dem  elliptischen  Theile,  in  den  wir 
mit  5*  getreten  sind,  in  einen  reell-imaginären  Theil;  dann  fährt  S^ ^ 
in  einen  elliptischen,  5^^  in  einen  elliptisch-hyperbolischen;  also  ist 
die  Reihenfolge: 

h,  eh,  e,  i,  e,  eh. 

Wir  nennen  diesen  reeü-imaginären  Complex  aditer  Gattung, 

Bezeichnen  wir  die  Gattungen  durch  die  römischen  Ziffern  1,  II, 
. . ,  VIII  und  notiren: 

I     II     m     IV     V     VI    VII    VIII 
h    eh     eh     e      eh     e        e         i. 
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wobei  wir  dieselbe  abkürzende  Bezeichnung  f&r  die  Complexe  benutzen, 
wie  oben  für  die  S^K 

Wir  haben  noch  für  die  vier  letzten  Gattungen  die  Umwandlung 
des  Polarsextupels  der  F,-  zu  beschreiben: 

V    (136,  245),  (36,  1245),  (236,  145),  (26,  1345), 
(246,  135),  (2456,  13),  (245,  136); 

VI  (134,  256),  (34,.  1256),  (234,  156),  (24,  1356), 

(2,  13456),  (25,  1346),  (256,  134); 

VII  (124,  356),  (24,  1356),  (4,  12356),  (34,  1256), 

(3,  12456),  (35,  1246),  (356,  124); 

VllI    (123,  456),  (23,  1456),  (3,  12456),  (123456), 
(4,  12356),  (45,  1236),  (456,  123). 

Zwei  zusammengehörige  Systeme  S^^  und  @4^,  von  denen  jenes  728 
durch  die  Gewindenetze  entsteht,  welche  durch  die  Leitschaaren  der 
ßegelschaaren  zweier  verknüpfter  Gebüsche  ^g,  2^'  von  F^  gehen, 
dieses  aber  durch  die  Netze,  deren  Basen  diese  Regeischaaren  selbst 
sind,  sind  zu  einander  polar  in  Bezug  auf  das  Hauptsystem  S,';  d.  h. 
jedes  wird  Yon  den  Polargeweben,  in  Bezug  auf  JET^',  der  Gewinde  des 
andern  umhüllt  (Nr.  680). 

Zwei  solche  gusammengehSrige  Systeme  SJ,  ®J  sind  immer  von  der- 
selben Gattung. 

Weil  nämlich  ®^  durch  einen  dem  F^  consingulären  Complex 
geht,  so  bilden  die  Fundamental -Gewinde  F|,  ...  auch  für  ®^  ein 
Polarsextupel  wie  für  8^  und  H^\  können  wir  daher  nachweisen,  dass 
jedes  reelle  Dupel  dieses  Sextupels  sich  zu  S^  und  ©^^  gleichartig 
verhält,  so  ist  der  Beweis  geführt.  Wir  benutzen  F^r^^  die  Polar- 
gewebe der  Gewinde  des  Büschels  Fj  F^  in  Bezug  auf  H^  gehen  durch 
das  in  Bezug  auf  dieses  System  polare  Gebüsche  FsF4F5Fg  und  die 
zu  den  Schnittgewinden  des  Büschels  mit  8^  gehörigen  tangiren  ®^j 
und  da  Büschel  und  Gebüsche  auch  in  Bezug  auf  @4^  polar  sind,  so 
liegen  die  Berührungsgewinde  jener  Tangentialgewebe  in  F^V^]  folg- 
lich schneidet  dieser  Büschel  beide  Systeme  8^  und  ®^  reell  oder 
beide  imaginär. 

Aber  auf  die  Gattung  des  in  ®^  enthaltenen  consingulären  Com- 
plezes  können  wir  daraus  noch  keinen  Schluss  ziehen. 

Ein  jP*-Bü8chel  enthält  reell-imaginäre  Flächen,  wenn  seine  Grund-  729 
curve  reell -imaginär  ist.     Denn  dann  sind   die  Spitzen   der  4  Eegel 
sämmtlich  reell;  von  den  Kegeln  aber  sind  nur  zwei  reell,  die  beiden 
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andern  sind  reell -imaginär'^);  diese  bilden  den  Uebergang  von  den 
reellen  Flächen  des  Büschels  zu  den  reell-imaginären;  ohne  diese  üeber* 
gangsform  wären  letztere  nicht  möglich. 

Durch  Abbildung  eines  Gebüsches  8^  von  Gewinden  in  den  Punkt- 
raum übertragen  wir  dies  auf  einen  Büschel  von  82^,  der  sich  in  einem 
/S3  befindet: 

Wenn  die  Basis  5^*  eines  Büsdiels  von  8^  in  einem  8^  reeü-ima- 
ginär  ist,  so  enthält  er  auch  reeU-imaginäre  8ysteme  8^^;  und  wenn  ein 
solcher  Büschel  nur  reelle  8ysteme  enthält,  so  ist  seine  Basis  reell. 

Beweisen  wir  nunmehr  den  analogen  Satz  für  einen  in  eineni 
Gewebe  84^  befindlichen  Büschel  von  8^^,  aber,  was  für  unsern  Zweck 
genügt,  nur  für  einen  solchen,  welcher  aus  dem  durch  einen  C!omplex 
r*  gehenden  Büschel  B(r^)  von  8^*  durch  ein  8^  ausgeschnitten  wird, 
also  für  einen  Büschel  B(C*),  wo  C*  die  Schnittcongruenz  von  1^  mit 
dem  Gewinde  F  ist,  auf  das  sich  8^  stützt  oder  das  in  ^4  in  dem 
Sinne  „enthalten  ist",  wie  F*  in  einem  der  8^^  von  B(r*).  Wir  wollen 
demnach  beweisen,  dass,  wenn  die  Basis  8^"  eines  Büschels  B(C^),  d.  i. 
der  Inbegriff  der  Strahlengebüsche,  deren  Azen  die  C^  erzeugen,  reell- 
imaginär ist,  der  Büschel  auch  reell-imaginäre  8^^  enthält 

Wir  wissen  (Nr.  662),  dass  es  in  dem  Büschel  B(C^)  5  Systeme 
Sj*  mit  einem  doppelten  Gewinde  giebt:  8^^^  ...  8^ q.*^)  Diese  dop- 
pelten Gewinde  ^2*  - '  -  y^  (^  denen  die  confocalen  Congruenzen  C,' 
enthalten  sind)  bilden  ein  gemeinsames  Polarquintupel  aller  Systeme 
Sj*  von  B(C*);  denn  mit  dem  eigenen  Gewinde  F^y^  von  C*  setzen 
sie  ein  Polarsextupel  zusammen  für  alle  8^^,  die  durch  einen  F^  gehen, 
der  so  durch  O  gelegt  ist,  dass  F  für  ihn  fundamental  ist  (Nr.  697); 
unsere  ^3^  sind  die  Schnitte  dieser  ^4^  mit  dem  gemeinsamen  Polar- 
gewebe ^4  ^  yj . . .  yg  von  F. 

Jedes  von  diesen  8^  ^  besteht  aus  00'  vom  doppelten  Gewinde  yi  aus- 
strahlenden  Büscheln,  welche  die  Gewinde  des  Schnitts  von  8^  ^  mit 
irgend  einem  in  £14  befindlichen  (nicht  durch  yi  gehenden)  Gebüsche 
aus  yi  projiciren.  Ist  also  y,-  reell,  so  wird  8^.  von  allen  in  8^  ent- 
haltenen Gebüschen  8^  reell  oder  imaginär  geschnitten,  wenn  von  einem, 
je  nachdem  eben  jene  BüscJiel  reell  sind  oder  nicJit,  und  danach  ist  8^  ,• 
sähst  reell  oder  redl-imaginär. 

*)  Cremona,  Journal  f.  Mathematik  Bd.  6S  S.  124;  Grandzüge  einer  allge- 
meinen Theorie  der  Oberflächen  (Berlin  1870)  Nr.  281.  —  In  meinem  Buche  über 
die  Flächen  3.  Ordnung  ist  der  letzte  Absatz  von  Nr.  97  als  falsch  eq  streichen. 
**)  Ich  benutze  die  hinteren  Zeiger  2,  . . .  6  statt  1,  ...  5,  um  mich  der  Be- 
zeichnung im  zweiten  Bande  besser  anzupassen;  die  confocalen  Ck>ngnxenzen  sind 
dann  wie  dort  C,*,  . . .  Q*,  während  C*  kürzer  jfür  C^*  steht. 
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Im  ersteren  Falle  kann  das  System  Sf  .  noch  hyperbolisch  oder 
elliptisch  sein;  die  genannten  oo'  yon  yi  ausstrahlenden  Büschel  sind 
jedenfalls  reell;  wir  haben  insgesammt  oo'  Büschel,  welche  zwei  ein- 
fach unendliche  Schaaren  von  Netzen ;  die  alle  nach  dem  doppelten 
Gewinde  yt  gehen,  erfüllen.  Im  Falle  das  System  hyperbolisch  ist^  sind 
diese  oo^  Netise  und  alle  oo^  Büschel  reell,  iei  einem  elliptischen  aber 
nicht,  sondern  nur  die  oo^  Büschel  durch  yt,  and  in  diesen  Büscheln 
durch  yi  schneiden  sich  je  zwei  conjugirt  imaginäre  Netze  aus  ver- 
schiedenen Schaaren,  welche  selbst  conjugirt  imaginär  sind.*)  Wir 
kommen  hierauf  zurück;  zunächst  ist  uns  nur  der  Unterschied  zwischen 
reell  und  reell-imaginär  wichtig. 

Eins  von  den  5  Gewinden  y^f  •  -  -  y^  ist  zweifellos  reell;  es  sei  y^^ 
das  dann  ebenfalls  reelle  Gebüsche  G^^j^  ^  y^  . . .  y^,  das  gemeinsame 
Polargebüsche  von  7^2  ^^  Bezug  auf  B{0),  schneidet  den  Büschel  in 
einem  /S^'-Büschel,  dessen  Basis  ebenfalls  reell -imaginär  ist,  weil  die 
von  B(C^)  es  ist;  und  die  y^,  ...  y^,  dem  einschneidenden  Gebüsche 
angehorig,  werden  doppelte  Gewinde  für  die  aus  den  5|,,  ...  8f^ 
ausgeschnittenen  Sig^  Folglich  sind  nach  dem  Satze  vom  jS,^- Büschel 
die  4  Gewinde  y^,  ...  y^  ebenfalls  reell;  nach  dem  nämlichen  Satze 
sind  aber  zwei  von  den  4  S^*  mit  Doppelgewinde  reell,  die  beiden 
übrigen  reell-imaginär. 

Setzen  wir  nun  yoraus,  S^^  sei  reell;  dann  ist  es  auch  der  Schnitt 
mit  dem  Gebüsche  G^^,  und  daher  ist  dessen  Polarquadrupel  ysT^Ay^yQ 
ein  JI^  oder  III^,  Dies  bedeutet  im  ersten  Fall,  dass  von  den  4  Ge- 
büschen (t,845,  ^23461  6^88567  ^2456  ^^^  ^^^  System  S|  ^  rccll  Schneiden 
(in  cx)^  von  y^  ausgehenden  Büscheln),  das  vierte  aber  imaginär,  im 
zweiten  Fall,  dass  sogar  alle  4  reell  schneiden.  Denn  z.  B.  y^y^y^  ist 
Polartripel  des  Schnitts  S^*  des  durch  diese  3  Gewinde  bestimmten 
Netzes  mit  S^^,  und  dieser  Schnitt  ist  reell  oder  imaginär,  je  nach- 
dem  das  Tripel  ein  J/g  oder  J,  ist,  und  dem  entsprechend  ist  der 
Schnitt  von  G^2S46;  ^^^  ^^^  ^^^  Büscheln  besteht,  welche  die  Gewinde 
von  Sj^  ans  y^  projiciren. 

Wenn  nun  alle  5  Systeme  S^^,  ...  S^ ^  reell  wären,  so  müsste 
jedes  der  5  Gebüsche  ^r^j^,  . . .  von  den  4  Systemen,  deren  doppelte 
Gewinde  es  enthält,  2  reell,  2  imaginär  schneiden,  ein  jedes  der  Sy- 
steme aber  von  höchstens  einem  der  4  Gebüsche,  welche  sein  doppeltes 
Gewinde  enthalten,  imaginär  geschnitten  werden.  Wir  würden  also 
verlangen,  dass,  wenn  bei  jeder  der  5  Gombinationen  der  5  Ziffern 

*)  Eine  einfach  unendliche  Schaar  von  Netzen  enthält  entweder  oo^  reelle 
Netze  und  oo'  imaginäre,  oder  nur  oo^  imaginäre. 
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2,  ...  6  zu  je  vieren  unter  zwei  Ziffern  r,  unter  die  übrigen  i  ge- 
schrieben wird,  i  unter  derselben  Ziffer  Höchstens  einmal  stehen  darf. 
Dazu  sind  5.2  yerschiedene  Ziffern  erforderlich,  die  wir  nicht  haben. 

Nun  sei  S^^  reell-imaginär,  so  kommt  unter  6  durchweg  i  und 
von  den  2,  ...  5  müssten  2  +  4  =  6  verschiedene  mit  %  bezeichnet 
werden.  Mehr  als  zwei  reell-imaginäre  Systeme  sind  auch  nicht  mög- 
lich, weil  sie  zu  Combinationen  mit  mehr  als  zwei  i  führen  würden. 
Nur  der  Fall  mit  3  reellen  und  2  reell -imaginären  führt  zu  keinem 
Widerspruche;  sind  S^^  und  8^  ^  die  letzteren,  so  haben  wir: 

2345      2346      2356      2456      3456 
rrii       riri       rrii       rrii       rrii. 

Wenn  also  die  Basis  eines  Büschels  B(0)  von  S^*  reell- imaginär 
isty  so  sind  die  5  Doppelgeunnde  sämmüich  reeU,  von  den  zugehörigen 
Systemen  3  redl^  2  reell-imaginär. 

Diese  bilden  den  Uebergang  von  den  reellen  Systemen  des  Bü- 
schels zu  den  reell-imaginären. 

Enthält  daher  der  Büschel  B(C)  Iceine  reeU- imaginären  S^^  so 
muss  seine  Basis,  der  Inbegriff  der  Strahiengeibüsche,  u?elche  die  Strahlen 
von  O  0u  Axen  holen,  reell  sein  und  also  auch  die  Congruene  O. 

730  Damit  können   wir  beweisen,   dass   die   hyperbolischen   und   die 

elliptisch-hyperbolischen  Complexe  stets  reelle  Strahlen  enthalten. 

Bei  einem  hyperbolischen  Complexe  F^  (Gattung  I)  sind  alle 
Systeme  SJ  von  B(F*)  hyperbolisch,  und  jedes  Gebüsche  S^  schneidet 
ein  jedes  von  ihnen  in  einem  reellen  (elliptischen  oder  hyperbolischen) 
Systeme  S^^]  folglich  ist  die  Basis  iS/  dieses  /S,^-Bü8chels  reell.  Diese 
Basis  ist  aber  der  Inbegriff  der  Strahlengebüsche,  deren  Axen  dem  F* 
mit  dem  in  ^3  enthaltenen  Strahlennetze,  dem  Orte  der  Axen  der 
Strahlengebüsche  von  S^,  gemeinsam  sind. 

Ein  hyperbolischer  Complex  wird  von  jedem  StrcMennetze  in  einer 
reellen  Eegelfläche  4,  Grades  geschnitten. 

Durch  die  Strahlennetze  eines  Bündels  (mit  einer  Regelschaar  als 
Basis)  kommt  man  zu  allen  Strahlen  des  Complexes. 

Ein  hyperbolischer  Complex  ist  stets  reell,  d.  h.  enthält  00'  reelle 
Strahlen. 

Bei  einem  elliptisch-hyperbolischen  Complexe  F^  (Gattung  IF,  III 
oder  V)  kommen  im  Büschel  B(r^)  nur  hyperbolische  und  ellip- 
tisch-hyperbolische /Sg*  vor;  jedes  Gewebe  S^  schneidet  diese  reell. 
Demnach  ist  die  Basis  S^*^  des  Büschels  der  ausgeschnittenen  S^^  reell; 
sie  wird  durch  die  Strahlengebüsche  gebildet,  deren  Axen  dem  F^  mit 


Eintheilang  der  Gomplexe  S.  Gerades  in  S  GkitiiaQgeii.  305 

dem  Orte  der  Axen  der  Strahlengebüsche  in  S^^  gemeinsam  sind.  Dies 
gilt  umsomehr  für  den  hyperbolischen  Gomplex. 

Mn  hyperbolischer  und  ein  elliptisch^  hyperbolischer  Complex  werden 
von  jedem  Gewinde  in  einer  reellen  Congrvene  geschnitten. 

Die  Gewinde  eines  Büschels  führen  zu  allen  Strahlen  des  Com- 
plexes. 

Auch  der  eUiptisch-hyperbolische  Complex  ist  stets  reeü. 

Wenn  ein  elliptischer  Complex  (Gattung  IV,  VI  oder  VII)  oder  731 
ein  reell-imaginärer  (VIII)  vorliegt,  so  können,  wie  wir  wissen,  höch- 
stens zwei  von  den  Fundamental-Gewinden  conjugirt  imaginär  sein. 

Wir  setzen  nun  voraus,  dass  die  Basis  eines  Büschels  B(r^)  reell- 
imaginär sei  und  demnach  auch  der  Complex  r\  Schneiden  wir  dann, 
wenn  F^  ein  reelles  Fundamental -Gewinde  ist,  mit  dem  Gewebe  ®i, 
das  die  übrigen  Fundamental-Gewinde  enthält,  so  werden  in  dem  ent- 
stehenden Äj^-Büschel  oder  B(Ci*),  wo  Q*  der  Schnitt  von  F*  mit  Fj 
ist,  die  Fg,  • .  •  Fg  die  Doppelgewinde  von  Mitgliedern  des  Büschels, 
die  Basis  wird  reell- imaginär,  weil  von  der  Basis  des  B(F^)  herrührend. 
Folglich  müssen  nach  dem  obigen  Satze  vom  Büschel  B(C^)  die  Doppel- 
gewinde F2,  ...  Fq  alle  reell  sein. 

Wenn  die  Basis  eines  B(F*)  reeU-imciginär  ist^  so  sind  aUe  6  Fun- 
damentai'Gewinde  reell. 

Jedes  von  den  6  Geweben  @i  ^  ^93466  7  •  *  •  schneidet  nun,  eben- 
falls nach  jenem  Satze,  3  unter  den  5  Systemen  /S^^,  deren  Doppel- 
gewinde es  enthält,  reell  und  2  imaginär.  Wenn  z.  B.  Sl^  reell  ist, 
also  aus  00^  von  F|  ausgehenden  reellen  Büscheln  besteht,  so  ist  auch 
der  Schnitt  mit  ®^  reell,  folglich  dessen  Polarquintupel  F,  . . .  Fg 
ein  ZZ5  oder  III^ ;  in  jenem  Falle  enthält  es  ein  Quadrupel  J^,  in  die- 
sem keins;  daher  schneidet  höchstens  eins  von  den  5  Gebüschen 
^»456;  -  •  -  ^2346   imaginär,   und   daher   auch    höchstens    eins    von    den 

5  Geweben  ©2?  •  •  •  ®e7  welche  diese  mit  Fj  verbinden. 

Also  hätten  wir,  wenn  alle  6  Systeme  /S^^  reell  wären,  bei   den 

6  Combinationen  von  5  Ziffern  unter  3  Ziffern  ein  r,  unter  die  übrigen 
ein  i  zu  setzen,  so  jedoch,  dass  unter  dieselbe  Ziffer  höchstens  einmal 
i  kommt;  was  nicht  möglich  ist.  Wenn  unter  den  5^^  sich  reell- 
imaginäre befinden,  so  dass  unter  die  betreffenden  Ziffern  durchweg  i 
zu  schreiben  ist,  so  sind  wieder  alle  andern  Fälle  unmöglich  ausser 
dem,  wo  die  Zahl  der  reell-imaginären  2  beträgt. 

Wofern  die  Basis  eines  Büschels  B(F*)  reeU-imaginär  ist,  so  sind 
aüe  6  doppelten  Gewinde  F*  redl  und  von  den  zugehörigen  Systemen  Sl  ^ 
sind  4  reeU,  2  reell -imaginär, 

Sturm,  Liniengeometrie.    ULI.  20 
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Diese  führen  zu  vollständig  reell-imaginären  Systemen  (ohne  reelle 
Doppelgewinde)  im  Büschel. 

Also  nur  dann,  wenn  B(r*)  solche  reell-imaginären  Systeme  selbst 
enthält,  kann  die  Basis  und  damit  auch  der  Complex  F^  reell -imaginär 
sein  und  ist  es  dann  nothwendigerweise  auch,  da  ja  in  einem  reell-ima- 
ginären Systeme  alle  Gewinde  und  also  auch  alle  Gebüsche  imaginär 
sind;  denn  ein  etwa  vorhandenes  (nicht  doppeltes)  reelles  Gewinde 
eines  reell  definirten*)  S/  zieht,  vermittelst  der  oo*  von  ihm  aus- 
gehenden Büschel,  ebenso  viele  andere  reelle  Gewinde  des  Systems 
nach  sich. 

Demnach  kann  ein  elliptischer  Complex  nicht  ohne  reelle  Strahlen  sein. 

Schon  ein  einziger  (nicht  doppelter)  reeller  Strahl  eines  (reell  de- 
finirten) Complexes  2.  Grades  führt,  da  jeder  durch  ihn  gehende  Strah- 
lenbüschel noch  einen  zweiten  reellen  Strahl  des  Complexes  enthält, 
zu  oo'  andern  reellen  Strahlen  desselben,  und  alle  Strahlen  eines  reellen 
Complexkegels  demnach  zu  oo^. 

So  sehen  wir,  dass  der  Complex,  den  mr  oben  reell-imaginär  nann- 
ten, weil  durch  ihn  auch  reeU-imaginäre  Systeme  SJ  gehen,  diesen  Namen 
auch  aus  dem  Grunde  verdient,  weil  er  keinen  reellen  Strahl  besitet,  und 
dass  diese  Eigenschaft  nur  diesen  Complexen  zukommt,  während  die 
hyperbolischen,  elliptisch  -  hyperbolischen  und  elliptischen  reellstrah- 
lig  sind. 

Ein  imaginärer  Complex,  der  nicht  reell- imaginär  oder  zu  sich 
selbst  conjugirt  ist,  fordert  einen  zweiten  zu  ihm  conjugirten,  der 
durch  die  Strahlen  entsteht,  die  zu  denen  des  ersten  conjugirt  sind; 
während  ein  reell-imaginärer  auch  stets  den  Strahl  enthält,  der  zu 
einem  jeden  seiner  Strahlen  conjugirt  ist. 

732  Ein  hyperbolischer  Complex  hat  mit  jedem  Strahlennetze  oo^  reelle 

Strahlen  gemeinsam  (Nr.  730).  Es  sei  nun  X  ein  Punkt,  von  welchem 
an  ihn  ein  reell-imaginärer  Kegel  kommt**),  so  seien  die  beiden  Leit- 
geraden eines  —  zerfallenden  —  Strahlennetzes  durch  ihn  gelegt;  der 
Schnitt  mit  dem  Complexe  zerfällt  in  den  Kegel  und  die  Complexcurve 
in  der  Ebene  der  beiden  Leitgeraden;  folglich  muss  diese  Curve  reell 
sein,  da  der  Kegel  es  nicht  ist. 

Bei  einem  hyperbolischen  Complexe  sind  die  Complexcurven  in  allen 
Ebenen  durch  einen  Punkt,  von  dem  ein  reell-imaginärer  Complexkegel 

*)  d.  h.  reellen  oder  reell-imaginären. 
**}  wofern,  wie  wir  vorltlufig  noch  sagen  müsaen,  er  solche  Kegel  besitzt. 
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hommty  reell  und  ebenso  die  Camplexkegel  atis  allen  Punkten  einer  Ebene, 
deren  Compkxeurve  reell-imaginär  ist.*) 

Es  sei  l  eine  Gerade,  welche  im  Innern  eines  (reellen)  Gomplex- 
kegels  eines  ihrer  Pankte  liegt;  ihr  Polar- Strahlennetz  hat  mit  dem 
Complexe  cx>^  reelle  Strahlen  gemeinsam,  d.  h.  es  giebt  Pankte  auf  l, 
deren  Complexkegel  von  der  Polarebene  der  l  reell  geschnitten  wird. 

Bei  einem  hyperbolischen  Complexe  kann  eine  Gerade  nicht  innerhalb 
der  Complexkegel  aUer  ihrer  Punkte  liegen. 

Wenn  nun  {  innerhalb  einiger  liegt,  so  kann  der  Uebergang  dazu^ 
dass  sie  ausserhalb  anderer  liegt,  nicht  dadurch  erfolgen,  dass  {  auf 
einem  Kegel  liegt,  denn  l  gehört  dem  Complexe  nicht  an,  sondern  nur 
dadurch,  dass  der  Kegel  durch  ein  reelles  Ebenenpaar  durchgeht,  bei 
dem  ja  der  Unterschied  zwischen  innen  und  aussen  aufgehört  hat;  l 
muss  also  die  singulare  Fläche  reell  schneiden;  und  wir  erhalten  das 
wichtige  Ergebniss: 

Die  singulare  Fläche  eines  hyperbolischen  Complexes  ist  redl 

Sie  enthält  ferner  Punkte,  von  denen  reelle  Ebenenpaare  an  den 
Complex  kommen.     Oder: 

Der  hyperbolische  Complex  enthalt  reelle  Strahlenbüschel. 

Ein  hyperbolisches  System  8^  wird  von  jedem  Gewebe  hyper- 
bolisch geschnitten.     Also: 

Durch  eine  Congruem  O,  die  sich  in  einem  hyperbolischen  Complexe 
befindet^  gehen  nur  hyperbolische  S^. 

Die  elliptisch-hyperbolischen  S^  können  auch  elliptisch  geschnitten  733 
werden;   also  können  durch  eine  C^,   welche  sich  in   einem   elliptisch- 
hyperbolischen Complexe  befindet,  auch  elliptische  S^  gehen,  aber  nicht 
imaginäre;   wir  wissen  ja,  dass  ein  elliptisch-hyperbolischer  Complex 
von  jedem  Gewinde  reell  geschnitten  wird. 

Es  ist  aber  möglich,  einen  elliptisch -hyperboliscfhen  Complex  derartig 
zu  schneiden,  dass  durch  die  Congruena  nur  hyperbolische  S^^  gehen. 

Als  wir  in  Nr.  725  die  Uebergänge  zwischen  den  4  Gattungen 
von  S^  untersuchten,  fanden  wir  drei  Gattungen  von  S^  mit  Doppel- 
gewinde: die  eine  führt  von  hyperbolischen  8^^  zu  elliptisch-hyperbo- 
lischen, die  zweite  von  diesen  zu  elliptischen  und  die  dritte  von  ellip- 
tischen zu  reell-imaginären.  Von  jedem  Polarsextupel  der  Uebergangs- 
form  fällt  ein  Gewinde  in  das  Doppelgewinde:  das  verbleibende  Quin- 
tupel,  welches  als  Polarquintupel  zu  dem  Schnitte  mit  einem  Gewebe 


*)  Die  dualen  S&lze  zu  bilden,  werden  wir  jedoch  meistens  dem  Leser  über- 
lassen. 

20* 
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gehört  und  ebenso  wie  dieser  Schnitt  seine  Gattung  festhält,  ist  so 
beschaffen  wie  das  Polarquintupel  eines  hyperbolischen,  elliptischen, 
reell-imaginären  8^^^  und  tmr  können  deshalb  auch  unsere  drei  üdfer- 
gangsformen  hyperbolisch^  elliptisch^  reeOrimaginär  nennen. 

Bei  den  S^  haben  wir  auch  drei  Gattungen  mit  Doppelgewinde,  die 
wir  nach  den  Quadrupeln,  welche  mit  dem  Doppelgewinde  die  Polar- 
quintupel zusammensetzen  und  wie  die  Polarquadrupel  der  3  Gattungen 
der  S^^  beschaffen  sind,  —  alle  Schnitte  mit  Gebüschen  in  S^  sind 
wiederum  je  von  derselben  Gattung  —  hyperbolisch,  elliptisch,  reeUr 
imaginär  nennen  können.  Aber  hier  sind  nur  die  elliptischen  und  die 
reell-imaginären  üebergangsformen  von  hyperbolischen  S^^  zu  elliptischen, 
von  elliptischen  zu  reell-imaginären.  Die  hyperbolischen  S^^  mit  Doppel^ 
gewinde  führen  von  hyperbolischen  allgemeinen  wiederum  zu  solchen»*) 
Denn  das  „charakteristische^'  Quadrupel  eines  hyperbolischen  S^  mit 
Doppelgewinde  ist  ein  J//^;  von  den  allgemeinen  S^  haben  nur  die 
hyperbolischen  solche  Polarquintupel,  welche  III^  enthalten;  beim 
Uebergange  aber  wird  das  charakteristische  Quadrupel  nicht  afficirt, 
seine  Dupel  ändern  sich  nicht,  nur  diejenigen,  an  denen  das  doppelte 
Gewinde  theilnimmt,  thun  es. 

Aehnlich  wie  bei  den  Polarsextupeln  der  S^  in  Nr.  724  finden 
wir,  dass  Polarquintupel  mit  0wei  conjugirt  imaginären  Gewinden  nur 
bei  hyperbolischen  und  elliptischen  S^*  und  solche  mit  0weifnal  zwei  con- 
jugirt imaginären,  Gewinden  nur  bei  hyperbolischen  S^  möglich  sind;  im 
ersteren  Falle  ist  das  reelle  Tripel  ein  11^  bei  hyperbolischen,  ein  /,  bei 
elliptischen  S^K  Bekommt  iSg^  wiederum  ein  doppeltes  Gewinde,  so  kommt 
es  auf  das  restirende  Dupel  an;  ist  dies  ein  hyperbolisches,  so  kann  es 
nur  zu  einem  11^  gehören,  wenn  aber  ein  elliptisches,  dann  sowohl  zu 
einem  J,,  als  einem  /J,.  Im  ersteren  Falle  befindet  sich  das  S^*  mit 
Doppelgewinde  nur  zwischen  hyperbolischen  S^^,  im  andern  führt  es 
von  solchen  zu  elliptischen;  es  ist  dort  hyperbolisch,  hier  elliptisch. 

Endlich  befindet  sich  auch  ein  ^g^  mit  Doppelgewinde,  welches  Polar- 
quintupel besitzt,  deren  4  übrige  Gewinde  zu  je  zweien  conjugirt  ima- 
ginär sind,  zwischen  hyperbolischen  S^^. 

734  Kehren  wir  nunmehr  wieder  zu   einem  elliptisch -hyperbolischen 

Complexe  zurück,  so  will  ich  zeigen,  dass  es  bei  aUen  drei  Gattungen 
II,  III,  V  unter  den  reellen  Fundamental-Gewinden  solche  giebt,  durch 
deren  SchniUcongruene  nur  hyperbolisd^  S^  gehen. 


*)  Aehnlich  wie  der  reelle  Kegel  2.  Grades  von  einmanteligen  Hyperboloiden 
zu  eben  solchen  nnd  das  reelle  Geradenpaar  von  Hyperbeln  zu  Hyperbeln  führt. 
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Wenn  es  sich  z.  B.  um  den  Schnitt  mit  F^  handelt^  so  sind  die 
übrigen  Fundamental -Gewinde  als  Doppelgewinde  der  S^^,  ..,,  weil 
sie  dem  Gewebe  &i  angehören,  Doppelgewinde  der  von  @i  aus  diesen 
Systemen  ausgeschnittenen  iS^,,  ...^  welche  zum  Büschel  der  durch  die 
Schnittcongruenz  gehenden  S^^  gehören;  und  Fg  •  •  •  ^e  ^^^  gemein- 
sames Polarquintupel  aller  8^^  dieses  Büschels. 

Bei  dem  elliptisch-hyperbolischen  Complexe  von  der  Gattung  II 
haben  wir  2  reelle  Fundamental-Gewinde  F^,  F^.  Schneiden  wir  mit 
F^,  so  besteht  das  gemeinsame  Polarquintupel  aus  einem  reellen  und 
zweimal  zwei  conjugirt  imaginären  Gewinden;  also  sind  alle  5g'  hyper- 
bolisch, weil  nur  solche  Systeme  derartige  Polarquintupel  haben. 

Bei  der  Gattung  III  sind  4  von  den  Fundamental-Ge winden  F^, 
. . .  F4  reell.  In  Nr.  726  ist  angegeben,  wie  das  reelle  Quadrupel  sich 
in  den  4  Abtheilungen  der  S^*  durch  den  Complex  verhält;  für  die 
beiden  Abtheilungen,  die  in  Sl  ^  zusammenstossen,  ist  es  (14,  23)  und 
(4,  123);  folglich  ist  in  beiden  und  in  Sl^^  das  nach  dem  Abzug  des 
doppelten  Gewindes  verbleibende  Tripel  (4,  23) ^  und  so  erhalten  wir 
für  alle  4  derartigen  Resttripel: 

^4,1  *M  ^4%  ^4,4 

(4,23)     (4,13)      (24,' 1)      (23,' 1); 

und  wenn  wir  nun  mit  ®]  schneiden,  um  die  Schnittcongruenz  mit  F| 
zu  untersuchen,  so  erhalten  wir  für  die  aus  S*  ,  5*  ,  S^^  ausge- 
schnittenen Äf  j,  ...  und  deren  (nach  Wegfall  von  F^  aus  jenen  Tri- 
peln sich  ergebeuden)  Dupel: 

(4,  3),      (24),      (23), 

so  dass  nur  eins  hyperbolisch  und  die  andern  elliptisch  sind.  Also 
sind  die  Systeme  8^  ^^  ...  ebenso  beschaffen,  und  im  Büschel  der  8^^ 
durch  F^F^  sind  auch  elliptische  enthalten.  Dasselbe  ergiebt  sich  bei 
F4;    anders  aber  ist  es  bei  Fg,  F3.     Die  Restdupel  der  Schnitte  von 

^ll^    ^M;Ä4%    ^^®S    ^-B-    «i^<^- 

(4,  2),       (4,  1),       (2,  1), 

also  alle  3  hyperbolisch,  mithin  auch  diese  Schnitte,  und  daher  alle 
durch  F^F^  gehenden  8^^. 

Bei  zweien  von  den  4  reellen  Fundamental-Gewinden  erhdUen  voir 
Schnütcangruenzen,  durch  welche  nur  hyperbolische  Sj*  gehen. 

Bei  der  Gattung  Y,  deren  sämmtliche  Fundamental-Gewinde  reell 
sind,  ergiebt  sich  aus  der  Tabelle  von  Nr.  727  für  die  Restquintupel 
der  S*    folgendes: 


310  EintheiluDg  der  Complexe  2.  Grades  in  8  Gattungen. 

^4,1  ^M  ^Is  ^M  fi^4%  ^l^ 

(36,  246)     (36,  145)     (26,  145)    (26,  135)     (246*  13)    (245,'  13). 

Schneiden  wir  mit  F^  und  3^,  so  erhalten  wir  für  die  R-estqua- 
drupel  (nach  Abzag  von  FJ  von: 

^8,1  ^3%  ^8%  ^8%  ^8% 

(36,  ^25)      (36,'  15)      (26,'  15)      (26,'  13)      (25,'  13); 

also  sind  alle  5  hyperbolisch,  demnach  auch  diese  S^^f...  and  sämmt- 
liche  Sj*  durch  F^F^.  Dasselbe  ergiebt  sich  bei  F^]  während  durch 
die  4  übrigen  Congraenzen  F^Fk  auch  elliptische  S^^  gehen;  und  zwar 
hat  r^Fg  zwei  nicht  benachbarte  elliptische  Abtheil ungen,  die  drei 
andern  nur  eine. 

Also  auch  hier  schneiden  2  von  den  Fundamental-Gewinden  in  Con- 
gruensienj  durch  welche  nur  hyperbolische  Sf^^  gehen;  und  die  obige  Be- 
hauptung ist  dargethan. 

735  Ein  elliptisches  System  S^^  besitzt  keine  reellen  Büschel  von  Ge- 

winden, also  auch  keine  reellen  Büschel  von  Strahlengebüschen.  Mithin: 

Ein  dlyptischer  Complex  enthalt  keine  reeUen  Strahlenbüschel. 

Wenn  die  singulare  Fläche  <P  reell  ist,  so  bestehen  die  Gomplez- 
kegel  aus  ihren  Punkten  durchweg  aus  zwei  conjugirt  imaginären 
Ebenen,  die  Complexcurven  in  ihren  Berührungsebenen  durchweg  aus 
zwei  conjugirt  imaginären  Punkten.  Ein  in  zwei  conjugirt  imaginäre 
Ebenen  zerfallender  Kegel  bildet  den  Uebergang  von  reellen  zu  reell- 
imaginären. 

Ist  also  die  singulare  Fläche  eines  elliptischen  Complexes  reeü,  so 
trennt  sie  die  Funkte  mit  redien  Complexkegeln  von  denen  mit  reeU-ima- 
ginären^  und  die  Ebenen  mit  reellen  Complexcurven  von  denen  mit  reeU- 
imaginären.  Möge  es  gestattet  sein,  die  Punkte  mit  reellen  Kegeln 
als  äussere,  die  andern  als  innere  zu  bezeichnen,  und  ähnlich  bei  den 
Ebenen. 

Ein  elliptischer  Complex  ohne  reelle  singulare  Fläche  hat  nur  reelle 
CompUxkegd  und  Compiexcufven  oder  nur  äussere  Punkte  und  Ebenen. 

Der  elliptische  Complex  hat  natürlich  auch  keine  doppelten  Strah- 
lenbüschel. 

Wenn  also  nicht  sämmtliche  Doppelelemente  D  und  d  der  singulären 
Fläche  imaginär,  sind^  kann  es  sieh  nur  um  hyperbolische  oder  elliptisch- 
hyperbolische  Complexe  handdn. 

Zu  jedem  elliptischen  Systeme  S^^  giebt  es  Gewebe  8^  von  denen 
es   imaginär  geschnitten  wird;    gehört  es   zu   einem   gegebenen   ellip- 
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tischen  Complexe,  so  enthält  dann  der  Büschel  B(C*)  auch  reell -ima- 
ginäre Systeme  und  hat  eine  reell-imaginäre  Basis. 

Ein  elliptischer  Complex  wird  von  den  Gewinden  iheils  reell,  theüs 
imaginär  geschnitten;  den  Uebergang  bilden  Tangentialgewinde,  bei 
denen  der  Schnitt  mit  Ausnahme  des  doppelten  Strahls,  in  dem  die 
Gewinde  berühren,  imaginär  ist. 

Wenn  eine  Gerade  l  innerhalb  des  {reellen)  Kegels  aus  einem  ihrer 
Punkte  X  an  einen  elliptischen  Complex  liegt ,  so  liegt  sie  innerhalb  aUer 
derartigen  Kegel  und  infolge  dessen  ausserhalb  der  Complexcurven  aUer 
ihrer  Ebenen. 

Jede  Ebene  |  durch  l  führt  zu  einem  Büschel  (X,  $)  von  Strah- 
len und  zu  einem  Büschel  von  Strahlengebüschen;  die  beiden  Gebüsche 
dieses  Büschels,  die  sich  auf  die  reellen  Schnittkanten  von  |  mit  (X) 
stützen,  sind  die  Schnitte  des  Büschels  mit  einem  jeden  von  den  durch 
den  Complex  I^  gehenden  S^,  Durch  die  verschiedenen  Ebenen  S 
erhält  man  einen  einen  Bündel  bildenden  Büschel  von  Büscheln,  welche 
alle  durch  [/]  gehen  und  sämmtliche  S^^  reell  schneiden.  Daraus 
folgt,  dass  [l]  auf  der  Innenseite  eines  jeden  elliptischen  nnter  den 
S^^  sich  befindet.  Die  so  gefundene  Eigenschaft  ist  unabhängig  von 
X  und  gilt  für  alle  Punkte  von  l\  jeder  durch  l  gehende  Strahlen- 
büschel giebt  einen  Büschel  von  Strahlengebüschen,  welcher  die  ellip- 
tischen S^  reell  schneidet,  und  zwar,  da  es  sich  eben  um  Gebüsche 
handelt,  auf  der  Basis  von  B(F^;  d.  h.  jede  Ebene  durch  l  schneidet 
jeden  Complexkegel  aus  einem  Punkte  von  l  reell. 

Folglich  liegt  eine  derartige  Gerade  ganz  auf  der  einen  Seite  der 
singulären  Fläche,  wenn  diese  reeU  ist,  und  sendet  auch  nur  imaginäre 
Tangentiald)enen  an  sie. 

Die  durch  den  Complex  veranlasste  Correspondenz  [2,  2]^  zwischen 
der  Punktreihe  und  dem  Ebenenbüschel  ist  so  beschaffen,  dass  jedem 
reellen  Elemente  des  einen  Gebildes  zwei  imaginäre  im  andern  ent- 
sprechen nnd  also  alleVerzweigungselemente  —  Punkte  und  Berührungs- 
ebenen von  O  —  imaginär  sind. 

Zwei  zusammengehörige  Systeme  8^^  und  @4^  sind  (Nr.  728)  von 
gleicher  Gattung;  nehmen  wir  an,  dass  beide  elliptisch  und  dass  auch 
die  in  ihnen  enthaltenen  zu  einander  consingulären  Complexe  F*,  I^^ 
elliptisch  sind«  Ein  für  ^4'  inneres  Gewinde  F  sendet  an  dies  System 
kein  reelles  Tangentialgewebe,  und  folglich  hat  das  Gewebe,  dessen 
Strahlengebüsche  mit  ihren  Axen  dies  Gewinde  F  erzeugen  und  das  daher 
zu  r  polar  ist  nach  HJ,  mit  @4*,  das  auch  zu  S^  polar  ist  nach  dem 
Hauptsysteme,  kein  reelles  Gewinde,  F  also  mit  F*  keinen  reellen 
Strahl  gemein.    Ein  solches  Gewinde  F  ist  jedes  Gebüsche  [{],  dessen 
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Axe  von  allen  Complexkegeln  an  F^  aus  ihren  Punkten  eingeschlossen 
wird;  folglich  kommen  von  allen  Punkten  Yon  l  an  F'^  reell-imaginäre 
Complexkegel. 

Zwei  elliptische  Complexe^  welche  so  consingtdär  sind^  dass  das  jsn 
einem  elliptischen  Systeme  jS/  durch  den  einen  nach  dem  Hauptsysieme 
H^  polare  System  ©^^  den  andern  enthält,  sind  auch  in  der  Beziehung 
zu  einander y  dass  jeder  äussere  PutJä  für  den  einen  für  den  andern  ein 
innerer  ist. 

Folglich  muss  die  singulare  Fläche  reell  sein:  sie  trennt  die  äussern 
(innem)  Punkte  des  einen  Complexes  von  denen  des  andern;  sie  trennt 
auch  die  Geraden,  deren  sämmtliche  Punkte  an  den  einen  Complex  reelle 
sie  einschliessende  Kegel  senden,  von  denen,  die  ebenso  zum  andern  Com- 
plexe  sich  verhalten. 

Von  jedem  Punkte  kommen  Gerade,  welche  9  reell,  und  solche, 
welche  imaginär  schneiden,  also  ein  reeller  Berührungskegel,  und  ebenso 
schneidet  jede  Ebene  die  9  reell. 


Die  Gattungen  der  durch  eine  Congrnenz  2.  Grades  gehenden  qua- 
dratischen Systeme  3.  Stufe  von  Gewinden;   Art  und  Weise,  wie 
verschiedene  Gattungen  von  Complexen  2.  Grades  consingulär 

sein  kSnnen. 

736  In  n,  Nr.  396  haben  wir  für  die  Congmenzen  2.  Grades  7  Gat- 

tungen nachgewiesen: 

1)  Gattung  S(  mit  16  reellen  Strahlenbüscheln, 

2)  Gattung  S3  mit  8  reellen,  8  imaginären  Strahlenbüscheln, 

3)  Gattung  @  mit  4  reellen,  4  lineirteu*),  8  imaginären  Strahlen- 
büscheln, 

4)  Gattung  2)  mit  16  lineirten  Strahlenbüscheln, 

5)  Gattung  ®  mit  8  lineirten,  8  imaginären  Strahlenbüscheln, 

'   p  r^   1    ™^^  ^^  imaginären  Strahlenbüscheln,   mit  dem 

unterschiede,  dass  eine  Congruenz  ^  reellstrahlig,  eine  ®  aber  reell- 
imaginär ist.**) 

Die  singulären  Elemente  Sq,  6q  (vgl.  Nr.  639  Anm.)  sind  bei  %  alle 


*)  Die  lineirten  Strahlenbüschel  haben  einen  reellen  Strahl  und   sind  sonst 
imaginär. 

**)  A.  a.  0.  sind  dieae  beiden  unterschiedslos  %  genannt. 
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reell,  bei  93  sind  8  Punkte  Sq  and  8  Ebenen  6^,  bei  @  4  Punkte  Sq, 
4  Ebenen  öq  reell,  in  den  4  übrigen  Fällen  sind  alle  Sq  und  alle  6^^ 
imaginär.  Die  reellen  6q  bringen  auf  die  Brennfläche  O  reelle  Eegel- 
schnitte  [6^,  längs  deren  sie  tangiren,  und  bewirken  dadurch,  dass 
diese  Fläche  reell  ist. 

In  Bezug  auf  confocale  Congruenzen  2.  Grades  haben  wir  ferner 
in  II,  Nr.  399  folgende  Fälle  gefunden,  die  ich  hier  nach  der  Zahl 
der  reell  definirten  und  also  in  reellen  Gewinden  enthaltenen  aufstei- 
gend anordnen  will: 

a)  dreimal  zwei  conjugirt  imaginäre  Congruenzen^ 

b)  2  Congruenzen  @^  und  zweimal  zwei  conjugirt  imaginäre, 

c)  a)  4  Concpruenzen  85 1       ,  .     .  .  • 

^(  j  r^  «r      und  zwei  coniuffirt  imaginäre, 

ß)  4  Congruenzen  @  )  "^  *  »         » 

d)  a)  6  Congruenzen  91, 

ß)  2  Congruenzen  S)  und  4  Congruenzen  t^, 

y)  2  Congruenzen  2)  und  4  Congruenzen  @, 

A.  a.  0.   habe   ich   mich   freilich   mit   einem    Falle   statt   dieser 

beiden  letzten  begnügt,  ohne  genauer  zu  untersuchen,   wie  viele  der 

dortigen   ^   reellstrahlig   und   reell  -  imaginär   sind.     Ich   werde   bald 

geigen,  dass  es  sich  nur  um  die  beiden  Fälle  ß)  und  y)  handeln  kann. 

Die  Brennfläche  9  einer  Congnienz  2,  Grades  ist  reeU,  wenn  es  so-  737 
wohl  Ebenen  giebt  mit  zwei  reellen  als  solche  mit  zwei  conjugirt  ima- 
ginären Congruenzstrahlen,  reell-imaginär  y  wenn  nur  Ebenen  der  einen  Art, 

Beim  Durchgange  durch  eine  Berührungsebene  von  O  findet  bei 
allen  6  Congruenzen  gleichzeitig  Zusammenfallen  statt,  mithin  bei 
allen  reell  definirten  gleichzeitig  der  Uebergang  aus  dem  einen  Zu- 
stande des  Schnitts  in  den  andern. 

Giä)t  es  also  Ebenen,  welche  eine  gewisse  Zahl  von  den  reell  defi- 
nirten confocalen  Congruenzen  reell  und  die  übrigen  imaginär  schneiden, 
so  gid>t  es,  wenn  O  reell  ist,  noch  eine  zweite  Art  von  Ebenen,  welche 
die  ersteren  Congruenzen  imaginär,  die  andern  reell  schneiden,  im  andern 
FaUe  nur  jene  Art. 

Femer  wenn  9  reeU  ist,  so  haben  wir  in  jedem  Punkte  dieser  Fläche 
so  viele  reeUe  Doppeltangenten,  als  reeU  definirte  Congruenzen  und  Ge- 
winde; sie  werden  in  die  Berührungsebene  durch  die  Nullebenen  des 
Punktes  in  Bezug  auf  diese  Gewinde  eingeschnitten;  die  zweiten  Be- 
rührungspunkte sind  die  Nullpunkte  der  Berührungsebene  und  also 
auch  reell. 

Da  wir  so  reelle  Congruenzstrahlen  haben,  so  folgt,  dass  nur 
reeüstrahlige  Congruenzen  2,  Grades  eine  reelle  Brenn  fläche  haben  können; 
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hingegen  eine  reeUrinuyinäre  Congruensi  (®)  hat  nothtoendig  eine  reell- 
imaginäre  Brennfläche. 

Ferner  lehren  uns  die  reellen  Doppeltangenten  und  ihre  reellen 
zweiten  Berührangspnnkte,  dass  der  Schnitt  einer  jeden  BerQhmngs- 
ebene  yon  9  reell  ist  und  folglich  überhaupt  jede  £bene  die  9  reell 
schneidet  und  jeder  Punkt  an  sie  einen  reellen  Ber Ohrungskegel  sendet, 
wenn  es  sich  um  die  Brennfläche  einer  reellstrahligen  Gongruenz 
handelt 

Nur  diejenige  Fläche  9,  m  der  lauter  imaginäre  Congrueneen  ge- 
hören, lässt  auch  imaginär  schneidende  Ebenen  und  Punkte  ohne  reette 
Berührungskegel  eu. 

Wir  sehen  demnach:  Ist  die  Brennfläche  von  ewei  confocälen  2) 
reell f  dann  sind  die  4  übrigen  Congrueneen  reeUstraJdig ,  also  %.  Umge- 
kehrt, es  sei  eine  von  den  4  übrigen  reeUstrählig,  so  giebt  es  ja  zweifel- 
los Ebenen,  welche  zwei  reelle  Strahlen  von  ihr  enthalten,  jede  Ebene 
aber,  welche  durch  die  reelle  Verbindungslinie  zweier  conjugirt  ima- 
ginären Yon  den  singularen  Punkten  Sq  geht,  schneidet  in  zwei  ima- 
ginären Strahlen^  denen  nämlich,  welche  den  imaginären  Strahlen- 
büscheln  der  Gongruenz  aus  diesen  Punkten  angehören;  also  ist  die 
Brennfläche  reell  und  auch  die  3  übrigen  Congrueneen  sind  reellstrahlig. 

Damit  sind  die  beiden  obigen  Fälle  dß)  und  dy)  als  richtig 
erkannt. 

Im  letzten  Falle,  wo  ewei  Congrueneen  2)  und  4  Congrueneen  ® 
confocal  sind,  ist  die  gemeinsame  Brennfläche  reell -imaginär.  Daraus 
ergiebt  sich  noch  ein  weiterer  Unterschied  zwischen  den  ^  des  einen 
und  denen  des  andern  Falls.  Diejenigen  Congrueneen  2),  welche  mit 
reell-imaginären  confocal  sind,  werden  von  allen  Ebenen  reell  geschnitten 
nnd  erhalten  aus  jedem  Punkte  ewei  reelle  Strahlen,  während  das  bei  den 
andern,  eu  denen  reeUstraMige  Congrueneen  confocal  sind,  nicht  der  Fall  ist. 

Indem  also  die  reellstrahligen  Gongruenzen  2)  vom  Fall  dy)  eine 
reell-imaginäre  Brennfläche  haben,  stellt  sich  der  Satz,  zu  dem  ich  in 
Bd.  II,  Nr.  400  gelangt  bin,  als  nicht  richtig  heraus.  Ich  will  deshalb 
noch  auf  eine  andere  Weise  eeigen,  dass  eine  reellstrahlige  Congruene 
2.  Grades  mit  einer  reell-imaginären  Brennfläche  vereinigt  sein  kann. 

Bei  der  einzweideutigen  Abbildung  eines  Gewindes  Fin  den  Punkt- 
raum Z^,  (I,  Nr.  199)  ergab  sich  eine  Fläche  (p^^  als  Ort  der  Punkte 
in  2?,,  denen  zwei  vereinigte  Strahlen  in  F  correspondiren:  ihre  Tan- 
genten entsprechen  den  Strahlenbüscheln  von  F.  Also  ist  sie  stets 
reell,  kann  aber  ebenso  gut  elliptisch  als  hyperbolisch  sein.  Sie  sei 
ersteres  (ohne  reelle  Geraden),  und  ^^^  ^^^  ^^®  ebenfalls  elliptische 
Fläche  2.  Grades  in  U^,   in   deren   Innerem    (p^^   sich   ganz   befindet. 
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Wenn  einem  Punkte  von  JS^  zwei  imaginäre  Strahlen  entsprechen,  so 
ist  die  Involution  (auf  einer  Begelschaar)  in  F,  die  einer  jeden  Ge- 
raden durch  ihn  correspondirt,  hyperbolisch,  so  dass  diese  Gerade  die 
9i'  reell  schneidet;  der  Punkt  liegt  im  Innern  dieser  Fläche.  Allen 
Punkten  von  ^^^  entsprechen  also  2  reelle  Strahlen,  mithin  ist  diese 
Fläche  (II,  Nr.  375)  das  Bild  einer  reellstrahligen  Congruenz  2.  Gra- 
des in  r.  Die  beiden  Strahlen  an  dieselbe  aus  einem  Punkte  gehören 
zu  dem  Büschel  aus  dem  Punkte  an  F  und  entsprechen  den  Schnitten 
der  diesem  Büschel  correspondirenden  Tangente  von  9|'  mit  f^,*;  bei 
der  vorausgesetzten  Lage  der  beiden  Flächen  können  diese  sich  nicht 
vereinigen:  die  Brennfläche  ist  nicht  reell.*) 

Betrachten  wir  den  Fall  a),  in  welchem  dreimal  zwei  von  den  738 
6  confocalen  Congruenzen  conjugirt  imaginär  sind,  nehmen  wir  an: 
Cl^  Q*;  Q*;  C4*;  C5*,  Q*.  Alle  singulären  Elemente  S^,  öq  können 
nicht  reell  sein,  weil  damit  die  Strahlenbüschel  und  also  auch  die 
Congraenzen  reell  würden.  Mithin  sind  die  nicht  reellen  zu  je  zweien 
conjugirt  imaginär,  weil  die  ganze  Figur  reell-imaginär  isi  Jeder 
Verbindungsstrahl  zweier  Sq  gehört  zu  2  von  den  Congruenzen,  denen, 
in  Bezug  auf  welche  die  beiden  8q  zugleich  verbunden  sind  (II,  Nr.  384). 
Sind  diese  Punkte  conjugirt,  der  Strahl  also  reell,  so  müssen  auch  die 
beiden  Congruenzen  conjugirt  sein.  Gehen  wir,  uns  der  Weber- 
Reye'schen  Bezeichnung  von  11,  Nr.  385  bedienend,  davon  aus,  dass 
13,  24,  welche  in  Bezug  auf  €5^,  Q^  verbunden  sind,  conjugirt  imaginär 
seien;  ihnen  sind  dann  für  diese  auch  zu  einander  conjugirten  Con- 
gruenzen die  singulären  Ebenen  (135)  und  (246)  zugeordnet,  also  auch 
conjugirt;  weil  sie  aber  identisch  sind,  so  haben  wir  in  dieser  Ebene 
eine  reelle;  ebenso  ist  (136)  ^  (245)  reell.  Da  I\  und  F^  conjugirt 
sind,  so  ist  das  Strahlennetz  F1F2  und  die  windschiefe  Involution  S^, 


*)  Ich  habe  in  Nr.  400  fälschlich  behauptet,  dass  der  Durchgang  einer  Ebene 
durch  eine  Berührungsebene  einer  cubiechen  Fläche  den  Schnitt  immer  aus  einer 
zweizügigen  in  eine  einzügige  Corve  überführt:  eine  Drehung  am  eine  Tangente 
zeigt,  dass  das  nicht  der  Fall  ist.  —  Die  Gattung  2)  der  Congruenz  2.  Grades 
entspricht  der  cubischen  Fl&che  mit  3  reellen  und  24  punktirten  Geraden  (II, 
Nr.  396).  Diese  Fl&che  besteht  nach  Schlaf li  (Annali  di  Matematica  Ser.  II 
Bd.  5  S.  289)  aus  einer  paren  und  einer  unparen  Schale;  letztere  enth&It  die  3 
reeUen  Geraden.  Die  Ebene,  die  eine  Ton  ihnen  mit  einem  Punkte  der  paren 
Schale  verbindet,  schneidet  aus  dieser  einen  reellen  Kegelschnitt,  und  alle  Ebenen, 
die  ihn  reell  treffen,  schneiden  in  zwei  auf  den  beiden  Schalen  gelegenen  Zügen; 
die  Tref^unkte  gehören  dem  paren  Zuge  an  nnd  senden  also  keine  reellen  Tan- 
genten an  die  cnbische  Curve.  So  ist  ein  Kegelschnitt  auf  der  Fläche  gefunden, 
der  von  keiner  reeUen  Tangente  derselben  getroffen  wird;  das  hielt  ich  a.  a.  0. 
nicht  for  möglich. 
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reell;  den  13,  24  entsprechen  in  ihr  (ü,  Nr.  385)  die  23, 14,  die  daher 
auch  conjugirt  imaginär  sind;  dies  fuhrt  wieder  zur  Realität  von 
(145)  =  (236)  und  (146)  =  (235).  So  weit  bleibt  alles  richtig,  auch 
wenn  Q',  Q^  reell  sind.     In  unserm  Falle  aber  finden   wir  auf  den 

4  übrigen  Schnittlinien  der  reellen  Ebenen  (ausser  13,  24  und  23, 14) 
noch  4  Paare  conjugirt  imaginärer  Punkte  S^i  15,  26;  16,  25;  35,  46; 
36,  45,  Yon  denen  je  zwei  conjugirte  zu  derselben  reellen  Ebene  in 
Bezug  auf  zwei  conjugirte  Congruenzen  gehören.  Femer  sind  die 
Ebenen  (1),  (2)  conjugirt,  weil  fQr  Q*,  C^*  den  13,  24  zugeordnet;  ihnen 
ist  0  fQr  C/,  C,'  zugeordnet,  also  reell  und  demnach  auch  12,  34,  56, 
die  ihm  in  den  reellen  Inyolutionen  3i29  Ssi^  ^66  entsprechen. 

Damit  ist  erkannt,  dass,  wenn  es  sich  um  dreimal  jstoei  conjugirt 
imaginäre  canfocalc  Congruenzen  2,  Grades  handelt,  von  den  gemeinsamen 
singulären  Punkten  und  Ebenen  je  vier  reell  sind,  die  einen  nicht  mit 
den  andern  incident;  denn  das  würde  sofort  zu  reellen  Strahlenbüscheln 
fähren,  die  je  einer  der  Congruenzen  angehören  und  dann  auch  der 
conjugirten;  was  den  Eigenschaften  unserer  Figur  widerspricht. 

739  In  dem  Büschel  B(C*)  durch  eine  reeU  definirte  Congruenz  C*  haben 

mr  (Nr.  662)  so  viele  reell  definirte  Sj*  mit  einem  Doppelgewinde ,  als 
es  reell  definirte  confocale  Congruenzen  giebt  oder  reelle  Fundamentair 
Gewinde  (die  Gewinde  durch  diese  Congruenzen),  demnach  in  deyi  Fällen 
b),  c),  d)  je  1,  3,  5. 

Eine  Abtheäung  von  8^^  ist  zweifellos  hyperbolisch;  in  ihr  befindet 
sich  das  sicher  hyperbolische  Systetn  H^^{r)  der  Strahlengebüsche,  deren 
Axen  das  durch  C*  gehende  Gewinde  F  erfüllen;  die  oo'  reellen  Gebüsche- 
Büschel,  welche  es  als  hyperbolisch  charakterisiren,  sind  ersichtlich. 
Unsere  Abtheilung  ist  ja  auch  der  Schnitt  der  H^*  enthaltenden  hyper- 
bolischen Abtheilung  im  Büschel  B(F*)  eines  durch  C*  gehenden  F* 
mit  dem  auf  F  sich  stützenden  Gewebe,  und  zwar  Hq^{F)  der  Schnitt 
von  jH^^ 

Im  Falle  b),  wo  es  sich  um  zwei  reelle  confocale  Congruenzen 
handelt,  die  beide  (S  sind,  haben  wir  nur  ein  reell  definirtes  S^^^  mit 
Doppelgewinde;  demnach  muss  dies  hyperbolisch  sein,  damit  auch  die 
Nachbar-Abtheilung  hyperbolisch  werde,  da  ja  für  eine  andersartige 
die  zweite  Uebergangsform  zur  ersten  fehlt. 

Demnach  sind  alle  S^^,  welche  durch  eine  Congruenz  von  der  Gattung 
a  gehen,  hyperbolisch.  Dies  ergiebt  sich  auch  aus  den  4  reellen  Strahlen- 
büscheln, welche  in  die  Basis  von  B(C')  und  demnach  in  jedes  der  S^* 
4  Büschel  von  Strahlengebüschen  bringen;  aber  nur  solche  allgemeinen 
Sg',  welche  hyperbolisch  sind,  enthalten  reelle  GewindebQschel. 
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Ich  überlasse  dem  Leser,  aus  der  obigen  Betrachtung  in  Nr.  738, 
die  ja  eine  Zeit  lang  auch  fQr  reelle  Ci',  C,^  galt,  die  je  4  reellen  8^ 
und  öq  abzuleiten,  die  aber  hier  so  incident  sein  müssen,  dass  sich 
eben  für  jede  der  beiden  Gongruenzen  4  reelle  Strahlenbüschel  ergeben. 
Die  reellen  öq  sind  dieselben  wie  oben,  die  reellen  Sq  sind  nun  35,  46, 
36,  45. 

Wir  kommen  nun  zu  den  beiden  Fällen,  wo  nur  noch  zwei  von  740 
den  confocalen  Gongruenzen  conjugirt  imaginär  und  also  3  reell  defi- 
nirte  Systeme  S^^  mit  Doppelgewinde  im  Büschel  B  (C^  vorhanden  sind. 

Sind  die  4  reellen  Gongruenzen  S9,  so  sind,  wegen  der  reellen 
Strahienbüschel,  wiederum  bei  jeder  alle  durchgehenden  S^^  und  also 
auch  die  3  mit  Doppelgewinde  hyperbolisch. 

Alle  S^^  durch  eine  Congruenz  von  der  Gattung  83  sind  hyperbolisch. 

Wenn  aber  die  reellen  Congruemen  von  der  Gattung  S  sind,  so  be- 
steht der  Büschel  B(0)  durch  eine  jede  von  ihnen  aus  zum  hyperbolischen 
und  einer  elliptischen  Abtheilung. 

Wir  nehmen,  wie  in  II,  Nr.  399, 

0,  12;  34,56;  13,23;  14,24;  15,26;  16,25;  35,45;  36,46*) 

als  conjugirt  imaginär  an.  Die  8  ersten  senden  an  C^'  ee  O  und  C^^ 
Büschel  mit  den  reellen  Geraden  Ö,  12,  . . .;  die  8  übrigen  an  Q^  und 
C^^     Eine  Ebene  durch  0,  12  schneidet  also  jene  reell,  diese  imaginär, 

eine  Ebene  durch  15,  26  verhält  sich  umgekehrt;  aiso  ist  die  Brenn- 
fläche  reelL 

Die  beiden  Gruppen  II  associirter  Punkte  (II,  Nr.  368**))  sind 
reell-imaginär,  weil  jeder  Punkt  seinen  conjugirten  in  derselben  Gruppe 
hat;  folglich  bestimmt  jeder  reelle  Strahl  von  O  eine  reelle  Regel- 
schaar  in  jeder  der  beiden  verknüpften  Reihen,  die  durch  diese  Gruppen 
gehen  und  deren  Leitschaaren  die  confocale  Congruenz  C,'  erzeugen. 
Wir  erhalten  daher  in  dem  Systeme  S^  ^  mit  Doppelgewinde  F^  cx>^ 
reelle  Gewindebüschel  durch  die  Dupel  auf  diesen  Regeischaaren 
(Nr.  662);  S^^  ist  hyperbolisch.  Die  Gruppen  des  Paars  lU  sind  hin- 
gegen nicht  reell-imaginär,  sondern  jede  ist  zur  andern  conjugirt;  und 
dasselbe  gilt  für  IV.***)  Zu  einem  reellen  Gewindebüschel  in  S*^ 
gelangen  wir  nur,  wenn  wir  zwei  reelle  oder  conjugirt  imaginäre  Ge- 
raden haben,  die  auf  einer  Regelschaar  durch  die  eine  oder  die  andere 


*)  A.  a.  0.  S.  190  steht  durch  Druckfehler  14,  26  statt  14,  24. 
**)  Man  beachte,  dass  Oz_ll  ist  (vergl.  Anm.  ü,  8.  164). 
***)  Die  eine  V  ist  znr  einen  VI,  die  andere  V  zar  andern  VI  conjugirt. 
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Grappe  von  III  liegen  und  Leitgerade  des  Grund -Strahlennetzes  wer- 
den. Zwei  solche  Geraden  aber  auf  einer  Regelschaar  durch  die  eine 
Gruppe  müssen  dann,  weil  sie  reell  oder  conjugirt  imaginär  sind,  auch 
der  conjugirten  Regelschaar  angehören^  die  ja  durch  die  andere  Gruppe 
als  die  conjugirte  geht.  Also  sind  sie  gemeinsame  Geraden  zweier 
Regeischaaren  aus  verknüpften  Reihen,  der  Gewindebüschel  demnach 
ein  durch  das  doppelte  Gewinde  F3  gehender  (Nr.  662).  Somit  ent- 
hält S^^  keine  andern  reellen  Gewindebüschel  als  die^  welche  darch 
Fg  gehen,  und  ist  elliptisch  (Nr.  729)  und  ebenso  8^^. 

In  dem  hyperbolischen  Systeme  S^^  stossen  zwei  hyperbolische 
Abtheilungen  des  Büschels  B{0)  zusammen,  und  5^,,  5|^,  welche 
elliptisch  sind,  führen  von  ihnen  zu  einer  elliptischen. 

741  In  dem  ersten  der  3  Fälle,  in  denen  alle  6  Cmigrueneen  reell  defi- 

nirt  sind,  sind  sie  sämmtlich  von  der  Gattung  %  und  man  erkennt  wie- 
derum leicht,  dass  der  Büschel  B{0)  nur  hyperholische  S^^  enthält. 

Gehen  wir  in  den  beiden  andern  Fällen  zunächst  von  einer  Oon- 
gruenz  der  Gattung  ^  als  der  O  ^  C^^  aus,  so  sind  (yergl.  wiederum 
n,  Nr.  399) 

0,  12;  34,  56;  35,  46;  36,  45;  13,  23;  14,  24;  15,  25;  16,  26 

conjugirt  imaginär;  sie  sind  zugleich  verbunden  in  Bezug  auf  O  und 
die  zweite  Gongruenz  C,^  von  der  Gattung  2),  und  alle  16  Punkte 
senden  an  die  eine  wie  die  andere  dieser  beiden  Congruenzen  lineirte 

Büschel  mit  den  reellen  Geraden  0,12,  ....  Wiederum  sind  beide 
Gruppen  II  reell- imaginär,  und  die  beiden  III  zu  einander  conjugirt 
und  ebenso  die  IV,  die  V^  die  VI.  Also  sind  die  beiden  durch  die  II 
gehenden  verknüpften  Regelschaar-Reihen  reell,  während  in  den  vier 
andern  Fällen  jede  Regelschaar  aus  der  einen  Reihe  ihre  conjugirte 
in  der  verknüpften  hat;  und  für  die  Leitschaaren  gilt  analoges. 

Das  System  S^^,  welches  zum  doppelten  Gewinde  dasjenige  hat, 
in  dem  die  zweite  2) -Gongruenz  sich  befindet,  ist  hyperbolisch,  die  4 
übrigen  S*  ,  ...  iS*^  sind  elliptisch.  Dies  fordert  im  Büschel  B(C*) 
zwei  in  S^^  zusammenstossende  hyperbolische  Abtheilungen  und  eine 
dritte,  welche  von  ihnen  durch  zwei  elliptische  getrennt  wird. 

Durch  eine  Gongruene  O  von  der  Gattung  2)  gdien  3  hyperbolische 
und  2  elliptische  Abiheilungen  von  S^,  derartig,  dass  zwei  hyperbolische 
benachbart  sind  und  von  der  dritten  durch  die  elliptischen  getrennt  werden. 

Soweit  ist  kein  Unterschied,  ob  die  4  eonfocalen  Congruenzen, 
welche  nicht  zur  Gattung  ^  gehören,  ^  oder  @  sind. 
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Geht  man  hingegen  yon  einer  Congruenz  der  Gattung  ^  oder  @ 
als  C*  ^  Ci*  aus,  so  sind 

0,23;  12,13;  14,56;  15,46;  16,45;  24,34;  25,35;  26,36 

conjugirt  imaginär.  Demnach  sind  die  beiden  Gruppen  von  II  zu  ein- 
ander conJQgirt,  ebenso  die  von  III,  während  jede  der  6  Gruppen  von 
IV,  V,  VI  zu  sich  selbst  conjugirt  oder  reell-imaginär  ist.  Daher  er- 
halten wir,  wenn  es  sich  um  eine  reellstrahlige  Congruenz  von  der 
Gattung  f$  handelt,  3  Paare  verknüpfter  Reihen  von  reellen  Regel- 
schaaren,  deren  Leitschaaren  die  3  gleichartigen  Congruenzen  erzeugen, 
und  2  Paare,  bei  denen  die  Begelschaaren  der  einen  Reihe  zu  denen 
der  andern  conjugirt  sind;  Regeischaaren,  deren  Leitschaaren  zu  den 
beiden  Congruenzen  2)  führen.  Jene  machen  die  3  Systeme  S^  ^,  S^^, 
8^^  zu  hyperbolischen,  diese  die  S*  ,  S*  zu  elliptischen.  Nur  wenn 
diese  als  benachbart  angesehen  werden,  ergiebt  sich  ein  mögliches 
Arrangement  der  Abtheilungen;  und  zwar  4  hyperbolische  und  eine 
elliptische,  eingeschlossen  von  den  beiden  elliptischen  S^^. 

Der  Büschel  B{0)  durch  eine  Congruenz  von  der  Gattung  f^  enthält 
4  hyperbolische  und  1  elliptische  Äbtheilung  von  S^*, 

Ist  aber  die  betrachtete  Congruenz  von  der  Gattung  &  oder  reell- 
imaginär, so  wissen  wir  aus  Nr.  731,  dass  2  von  den  S^ .  auch  reell- 
imaginär sein  müssen.  Es  ist  dann  keine  andere  Anordnung  möglich, 
als  dass  sie  eine  reell-imaginäre  Abtheilung  einschliessen  und  zu  zwei 
elliptischen  Abtheilnngen  führen*  von  den  beiden  übrigen  ist  eine 
noth wendig  hyperbolisch,  also  auch  die  andere,  weil  sonst  zwei  ellip- 
tische zusammenstossen  würden.  Folglich  sind  von  den  drei  übrigen 
8^^  eins  hyperbolisch  und  zwei  elliptisch.  Die  beiden  elliptischen  sind 
wie  oben  S^^,  8^^,  welche  zu  den  Congruenzen  Cj*,  Cj*  führen,  den 
beiden  von  der  Gattung  3)  (vergl.  II,  Nr.  399).  Ist  etwa  8^^  das 
hyperbolische  System,  so  sind  die  Regeischaaren  durch  die  Gruppen 
V  reell-imaginäre  (yon  reell -imaginären  Flächen  2.  Grades  getragen), 
so  dass  jede  oo^  Paare  conjugirt  imaginärer  Geraden  enthält  und  auf 
diese  Weise  oo^  reelle  Gewindebüschel  in  8^^  zu  stände  kommen. 

Durch  eine  reell-imaginäre  Congruenz  O  {oder  von  der  Gattung  &) 
gehen  2  hyperbolische ^  2  elliptische  und  eine  reell-imaginäre  Äbtheilung 
von  8^^,  derartig^  dass  die  elliptischen  auf  der  einen  8eite  die  beiden  hyper- 
bolischen, auf  der  andern  die  redl-imaginäre  einscMiessen. 

Stellen  wir  die  Ergebnisse  zusammen,  so  haben  wir,  auch  hier 
die  Abkürzung  h,  e,  i  benutzend,  für  die  4  Gattungen,  deren  singulare 
Elemente  8q,  6q  sämmtlich  imaginär  sind: 
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S)*)      e       g        @ 

hhehe      hhe      hhhhe      hheie^ 

während  durch  die  Gongruenzen  von  den  Gattungen  9,  93,  (S  (mit  16, 
8,  4  reellen  Strahlenbüscheln)  nur  hyperbolische  Systeme  S^^  gehen. 
Also  können  wir  nun  auch  umgekehrt  schliessen: 
Wenn  durch  eine  Gongruenz  C*  nur  hyperbolische  Systeme  S^  gehen^ 
so  enthält  sie  reelle  Strahlenbüschel, 

Nun  fanden  wir  (Nr.  734),  dass  es  in  einem  elliptisch -hyperbo- 
lischen Complexe  F'  stets  derartige  Gongruenzen  O  giebt;  folglich  ent- 
hält jeder  elliptisch-hyperbolische  Complex  reelle  StraMenbüschel;  für  den 
hyperbolischen  haben  wir  es  schon  in  Nr.  732  gefunden.  Demnach  ist 
ein  Complex  F*,  der  keinen  reellen  Strahlenbüschel  besitzt^  elliptisch  oder 
reeU-imaginär, 

742  Damit  haben  wir  nun  auch  das  nothwendige  Material  gewonnen, 

um  an  die  Untersuchung  heranzutreten,  in  welcher  Weise  die  ver- 
schiedenen Gattungen  der  Gomplexe  2.  Grades  als  consinguläre  mög- 
lich sind. 

Da  mit  jeder  Reihe  consingulärer  Gomplexe  2.  Grades  6  confocale 
Gongruenzen  2.  Grades  Q^  verbunden  sind,  so  wird  jedem  der  in 
Nr.  736  aufgezählten  Fälle  auch  ein  Fall  der  Gruppirung  consingulärer 
Gomplexe  entsprechen. 

Zu  dem  Systeme  der  Gomplexcurven  einer  Reihe  consingulärer 
Gomplexe  in  einer  Ebene  sr  gehören  die  Geradenpaare  der  Gongruenzen 
d^  (Nr.  542);  sie  bilden,  wenn  sie  von  reell  definirten  Gongruenzen 
herrühren,  die  Uebergänge  zwischen  den  Abtheilungen,  welche  in  dem 
Gurvensysteme  durch  die  Abtheilungen  der  Gomplexe  entstehen. 

Wenn  d^  ein  reelles  Geradenpaar  in  die  Ebene  ti  wirß,  so  sind  in 
beiden  anstossenden  Curven-Abtheilungen  die  Gurven  reell;  ist  es  aber  reell-- 
imaginär^  so  enthält  die  eine  reelle^  die  andere  reell-imaginäre  Curven, 

Wir  erinnern  uns,  dass,  wenn  0  reell -imaginär  ist,  alle  Ebenen 
von  gleicher  Art  sind;  während  es  im  andern  Falle  zwei  Arten  von 
Ebenen  giebt  (Nr.  737). 

Besitzen  die  Tangentenbüschel  (S,  ö)  einer  reellen  0  reelle  Dop- 
peltangenten (immer  so  viele  als  die  Zahl  der  reellen  Fundamental- 
Gewinde  beträgt),  so  correspoudiren  die  durch  dieselben  im  Büschel 
entstehenden  Abtheilungen  den  verschiedenen  Abtheilungen  der  Gom- 
plexe, indem  jede  Tangente  als  singulärer  Strahl  zu  einem  Gomplexe 


*)  Vielleicht  heiBst  es  bei  den  einen  2)  genauer  hhehe ^   bei  d^  andern 
hhehe-,  h  enthalt  a^\r). 
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gehört.  Die  Tangenten  in  benachbarten  Abtheüungen  schneiden  nun  die 
Fläche  0  verschiedenartig;  die  einen  reell,  die  andern  imaginär;  d.  h. 
das  Funktepaar  in  der  Berührungseiene  6  ist  für  die  Complexe  der  einen 
Äbtheilung  reell,  für  die  der  andern  redl-imaginärj  und  ebenso  das  Ebenen- 
paar  aus  dem  Berilhrungspunkte  S;  wobei  aber  nicht  nothwendig  Ueber- 
einstimmuDg  stattfinden  muss. 

Punkte  mit  reell -imaginären  Ebenenpaaren  führen  von  äusseren 
zu  inneren  Punkten,  und  ähnlich  im  dualen  Falle. 

Nur  bei  emem  hyperbolischen  Complexe  oder  einem  Complexe  I  sind  743 
alle  6  Fundamental-Gewinde  imaginär.    Wir  wissen  aber,  dass  die  sin- 
gulare Fläche  reell  ist.    Die  consingulären  Complexe  bilden  nur  eine  Ab- 
theilung  und  sind  scmmtlich  L 

Die  Congruenzen  Q'  sind  zu  je  zweien  conjugirt  imaginär;  folg- 
lich sind  von  den  gemeinsamen  stationären  Elementen  D,  d  der  Complexe 
oder  den  Doppelelementen  der  Fläche  O,  welche  ja  zugleich  die  gemein- 
samen singulären  Elemente  {Sq^  ö^)  der  6  Congruenzen  C,-'  sind,  4  Punkte 
D  und  4  Ebenen  9  reell,  und  zwar  so,  dass  keiner  von  jenen  mit  einer 
von  diesen  incidirt 

Ein  solcher  reeller  stationärer  Punkt  D  fordert  in  Bezug  auf  einen 
(reellen)  Complex  eine  reelle  zugehörige  Ebene  s,  und  so  ergiebt  sich 
ein  reeller  Doppelbüschel  (D,  e)  des  Complexes.  Ein  reeller  Doppel- 
büschel wiederum  lehrt,  dass  die  Fläche  O  sowohl  Punkte  besitzt,  weldie 
reeUe,  als  solche,  die  reeU-imaginäre  Ebenenpaare  an  den  Complex  senden; 
sie  liegen  auf  verschiedenen  Mänteln  der  0,  zwischen  denen  die  reellen 
Doppelpunkte  D  den  Uebergang  vermitteln.  Duales  gilt  für  die  Be- 
rührungsebenen. 

Wir  haben  also  äussere  und  innere  Punkte  und  Ebenen. 

Nunmehr  sehen  wir,  dass  der  Satz  in  Nr.  732,  bei  welchem  innere 
Punkte  vorausgesetzt  wurden,  für  jeden  hyperbolischen  Complex  gilt. 

Es  sei  wieder  {S,  ö)  ein  Tangentenbüschd  von  O,  so  folgt  aus  jenem: 

Kommt  von  8  ein  reell4maginäres  Ebenenpaar,  so  ist  das  Punktepa^ir 
in  6  reell;  ist  dieses  reett-imaginär,  so  ist  jenes  reell.  Aber  wir  haben 
noch  einen  dritten  Fall,  wo  beide  reeU  sind. 

Wenn  (£)  reell-imaginär,  (ö)  reell  ist,  so  kommt  von  jedem  Punkte 
von  6  ein  reeller  Kegel  und  von  jedem  Punkte  der  Schnittcurve  0ö, 
welche  wegen  (o)  reell  ist,  ein  reelles  Ebenenpaar;  folglich  muss  S 
ein  isolirter  Doppelpunkt  der  genannten  Curve  sein.  Im  zweiten  Falle 
ist  8  der  einzige  reelle  Punkt  derselben,  was  hier  wegen  der  imagi- 
nären Doppeltangenten  möglich  wird,  im  dritten  aber  ein  eigentlicher 
Doppelpunkt. 

Sturnii  Liniengeometrie,    in.  21 
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Wir  haben  also  hier  Tangentialebenen  der  9,  bei  denen  der  Be- 
rührungspunkt der  einzige  reelle  Punkt  des  Schnitts,  folglich  giebt  es 
Ebenen,  welche  O  gan0  imaginär  schneiden,  und  Punkte,  aus  denen  gane 
imaginäre  TangentiaUcegel  kommen. 

Allein  die  singulare  Fläche  dieses  Falles  hat  (unter  den  reellen 
0)  diese  Eigenschaft. 

Da  der  üebergang  fehlt;  so  sind  hier  in  einer  Ebene  alle  den  ver- 
schiedenen consingtdären  Complexen  smgehörigen  Curven  reell  oder  aUe 
reell-imaginär,  und  ebenso  die  Gömplexkegel  aus  einem  Punkte. 

Ein  elliptisch-hyperbolischer  Complex  II  bat  2  reelle  Fundamental- 
GewindO;  und  nur  ein  solcher  Complex;  folglich  bilden  die  consingulären 
Complexe  eines  Complexes  II  ewar  zwei  —  in  den  beiden  DpppelrO-ewin- 
den  r^,  r,  msammenstossende  —  Äbtheilungen,  aber  alle  Complexe  der 
einen  und  der  andern  Abtheilung  sind  IL 

Weil  r^,  F,  reell  sind,  so  sind  auch  Q',  C^'  reell;  denn  als  con- 
jugirt  imaginäre  müssten  sie  in  demselben  reellen,  nicht  in  zwei  ver- 
schiedenen Gewinden  enthalten  sein.  Demnach  handeU  es  sich  um  den 
Fall,  dass  diese  beiden  Congrueneen  zur  Gattung  S  gehören,  wahrend  die 
4  übrigen  imaginär  sind.  Daraus  folgt,  dass  von  den  Punkten  D  und 
Ebenen  d  je  4  reell  sind,  und  zwar  mit  solchen  Incidenzen,  dass  jede  der 
beiden  reellen  Congruenzen  4  reelle  Strahlenbüschd  enthält  Die  singulare 
Fläche  ist  daher  reeU,  jeder  der  consingulären  Complexe  hat  8  Doppel- 
büschel, je  4  Büschel  (D,  £)  und  (E,  d);  also  besitzt  er  reeUe  und  imagi- 
näre Sirahlenbüschel,  reeUe  und  reeU-imaginäre  Kegd  und  Kegdschniüe. 

Jeder  Tangentenbüschel  {8,  ö)  von  O  zerfallt  in  zwei  Abtheilungen. 

Eine  Ebene  durch  einen  der  reellen  Punkte  D,  der  ein  gemein- 
samer Sq  der  C|^,  Cg^  ist,  schneidet  diese  Congmenzen  beide  reell; 
folglich  haben  wir  Ebenen,  in  denen  alle  Complexcurven  reell  sind,  und 
solche,  in  denen  die  der  einen  Abtheüung  reell,  die  der  andern  reeü-ima- 
ginär  sind. 

Die  Schnittcurve  96  ist  immer  reell,  aber  S  eigentlicher  oder 
isolirter  Doppelpunkt,  je  nachdem  für  einen  und  dann  für  alle  Com- 
plexe (jS)  und  (ö)  gleichartig  oder  ungleichartig  sind. 

744  Wenn  4   von  den  Fundamental  -  Gewinden  F^,  ...  F^  reell  sind 

und  also  auch  C^',  . . .  C^^,  so  können  erstens  diese  Congruenzen  sämmt- 
lieh  von  der  Gattung  SB  sein.  Die  singulare  Fläche  ist  reell.  Wir  haben 
8  reelle  Punkte  D  und  8  reelle  Ebenen  d;  jeder  von  den  consingulären 
Complexen  hat  16  reelle  Strahlenbüschel.  Damit  sind  elliptische  Com- 
plexe ausgeschlossen.  Es  kann  sich  also  nur  um  elliptisch-hyperbo- 
lische Complexe  HI  handeln,  weil  bei  4  reellen  Fundamental-Gewinden 
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nar  diese  und  die  elliptischen  Gomplexe  IV  möglich  sind.  Da  wir 
noch  eine  zweite  Art  von  Complexen  III  kennen  lernen  werden ,  so 
mögen  diese^  mit  Heye,  III  a  genannt  werden. 

Wenn  also  bei  4  reellen  Fundamental-Gewinden  die  mgehörigen  Con- 
gruemen  von  der  Gattung  SB  sind^  so  besteht  zwar  die  Beihe  der  consit^ 
gulären  Complexe  atis  4  Äbtheüungen,  äher  alle  sind  von  der  Gattung  lila. 

Die  Ponktepaare  {ö)  und  Ebenenpaare  (ß)  für  benachbarte  Ab- 
theilangen  sind  ungleichartig. 

Die  reellen  Doppelbüschel  (2),  b)^  (Ef  d)  lehren^  dass  jeder  von 
den  Complexen  reelle  und  imaginäre  Strahlenbüschd,  äussere  und  innere 
Punkte  und  Ebenen  hat. 

Eine  Ebene  durch  einen  reellen  D,  welche  die  4  Gongruenzen  Q^ 
reell  schneidet^  beweist  wiederum ,  dass  eine  Ebene  entu^eder  von  allen 
Complexen  reelle  Compiexcurven  erhalt  oder  von  denen  benachbarter  Ab- 
theilungen  umgleichartige. 

Oder  zweitens  die  reellen  Congruenzen  sind  alle  von  der  Gattung  @; 
wir  wissen,  die  Fläche  O  ist  reell 

Die  Punkte  D  und  Ebenen  d  sind  nun  alle  imaginär;  die  Com- 
plexe besitzen  nunmehr  keine  reellen  doppelten  Büschel  (DfS),  {Eyd)\ 
es  fehlt  die  üebergangsform  von  reellen  zu  imaginären  Strahlenbüscheln, 
so  dass  ein  Complex  nur  lauter  reelle  oder  nur  lauter  imaginäre 
Strahlenbüschel  besitzt. 

Wir  haben  4  Abtheilungen  ^  und  ein  jeder  Tangentenbüschel  von 
0  lehrt;  dass  die  Complexe  aus  benachbarten  Abtheilungen  sich  un- 
gleichartig verhalten:  die  einen  müssen  also,  wegen  der  reellen  Strah- 
lenbüschel,  elliptisch -hyperbolische  Complexe  III  sein,  die  nun  zur 
Unterscheidung  von  den  vorherigen  mit  III b  bezeichnet  werden,  die 
andern  elliptischen  Complexe  IV. 

Diese  Complexe  Illb  haben  also  nur  reelle  Strahlenbüschel  und  daher 
auch  nur  reelle  Kegel  und  Kegelschnitte  oder  nur  äussere  Punkte  und 
Ebenen. 

Zum  (üncechselnde  von  den  4  Abtheilungen  der  Beihe  consingulärer 
Complexe  bestehen  demnach  aus  Complexen  Illby  die  beiden  übrigen  aus  IV. 

Wir  fanden,  jede  Ebene  erhalt  von  2  der  reellen  Congruenzen 
reelle,  von  den  beiden  übrigen  imaginäre  Strahlen;  alle  Complexe  III b 
werfen  in  sie  reelle  Curven;  daraus  erhellt,  dass  die  eine  Abtheilung 
der  IV  ebenfalls  reelle  Curven  in  die  Ebene  sendet,  welche  durch  die 
beiden  reellen  Geradenpaare  in  die  Compiexcurven  der  beiden  hyper- 
bolischen Abtheilungen  übergeführt  werden,  die  andere  aber  reell- 
imaginäre, von  denen  der  Uebergang  durch  die  reell-imaginären  Gera- 
denpaare stattfindet 

21* 
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Die  beiden  elliptischen  Äbtheilungen  der  Beihe  consingtdärer  Complexe 
werden  also  von  der  nämlichen  Ebene  ungleichartig  geschnitten  und  er* 
halten  auch  aus  demselben  Punkte  ungleichartige  Kegel, 

NxLD,  wo  wir  zum  ersten  Male  yerschiedenartige  Complexe  in  der 
Reihe  antreffen,  möge  auch  folgende  Betrachtung  gemacht  werden. 
Wir  greifen  einen  Complex  aus  der  Reihe  ^  führen  durch  ihn  alle  S^^ 
nehmen  das  nach  H^^  polare  System  ©^^^  das  stets  von  derselben  Gat- 
tung ist;  der  in  ihm  befindliche  consinguläre  Complex  I^*  durchläuft 
die  ganze  Reihe,  wenn  ^4^  den  Büschel  B{r*)  beschreibt,  und  wenn 
dies  System  aus  einer  Abtheilung  des  Büschels  in  die  andere  über- 
geht, thut  dies  auch  JT^  in  seiner  Reihe.  Einem  8^^  ist  nach  H^^ 
polar  das  Gewebe  ®i  doppelt,  und  der  darin  enthaltene  Complex  ist 
Fi  doppelt.  H^^  ist  ersichtlich  zu  sich  selbst  polar;  nähern  wir  uns 
also  mit  S^  dem  H^*,  so  thut  es  auch  ®J]  also  nähert  sich  auch  F"^ 
dem  r^  und,  wenn  S^^  mit  E^  sich  vereinigt,  so  fallen  die  Complexe 
zusammen.  Daraus  folgt,  dass,  wenn  wir  uns  mit  S^*  in  der  hyper- 
bolischen Abtheilung  h  des  B(r*)  bewegen,  welche  HJ  enthält,  F'* 
diejenige  Abtheilung  durchläuft,  in  der  sich  F^  befindet. 

Nehmen  wir  also  z.  B.  F*  aus  einer  der  elliptischen  Abtheilungen, 
so  durchläuft,  wenn  S^*  die  nicht  benachbarten  Abtheilungen  h  und  e 
beschreibt,  JT^  jene  Abtheilung  IV,  zu  der  F^  gehört,  und  die  andere. 

Im  zweiten  Falle  sind  die  durch  die  elliptischen  Complexe  F*  und 
F"*  gehenden  Systeme  S^*,  ©4*  elliptisch,  und  wir  sehen,  wie  sich  der 
Satz  von  Nr.  735,  dass  je  der  nämliche  Punkt  an  die  Complexe  ver- 
schiedenartige Kegel  sendet  oder  die  nämliche  Ebene  von  ihnen  ver- 
schiedenartige Gurven  erhält,  bestätigt. 

745  Im  ersten  der  drei  Fälle,  wo  alle  Fundamental-Gewinde  reell  sind, 

sind  die  6  Congruenzen  C?  von  der  Gattung  9(,  also  aUe  16  Punkte  D 
und  16  Ebenen  ö  reell  und  infolge  dessen  auch  die  Fläche  0.  Wir 
schliessen  wiederum  leicht,  dass  aUe  6  Äbtheüungen  der  Beihe  consin- 
gulärer  Complexe  aus  elliptisch-hyperbolischen  Complexen  und  zwar  atis 
Complexen  V  bestehen,  weil  bei  ihnen  unter  den  elliptisch-hyperbolischen 
allein  6  reelle  Fundamental-Gewinde  möglich  sind;  unr  nennen  diese 
Complexe,  welche  ähnlich  wie  die  lila  reelle  und  imaginäre  StrcMen- 
büschel,  reelle  und  reell-imaginäre  Kegel  und  Kegdschnüte  haben,  Va. 

Eine  Ebene  schneidet  entweder  aüe  Complexe  reell,  oder  die  der  einen 
abwechselnden  Abtheilungen  reell,  die  der  andern  imaginär. 

Im  zweiten  Falle  sind  2  von  den  Congruenzen  von  der  Gattung  Z), 
die  4  übrigen  sind  'S;  die  Fläche  O  ist  reell.  Aüe  16  Punkte  D  und 
Ebenen  d  sind  imaginär,  und  so  ergeben  sich  3  abwechselnde  von  den 
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6  Abiheüungen  als  aas  dlipHsch'hjfperbölischen  Complexen  bestehend  und 
zwar  solchen,  die  ähnlich  une  die  Illh  nur  reelle  Strahlenbüschel,  Com- 
plexJcegel  und  Complexcurven  besitzen  und  mit  Vb  bezeichnet  werden  mögen. 

Die  Gomplexe  der  3  andern  Abtheilungen  haben  nur  imaginäre 
Strahlenbüschel.  Jeder  Tangentenbüschel  von  O  hat  auch  für  jeden 
Yon  diesen  Complexen  einen  reellen  (singulären)  Strahl^  also  können 
sie  nicht  reell-imaginar  sein;  es  kann  sich  demnach  nur  um  die  ellip- 
tischen Complßxe  VI  und  YII  handeln. 

Eine  Ebene  schneidet  von  den  6  Gongruenzen  entweder  die  beiden 
S)  reell  und  die  vier  ^  imaginär  oder  umgekehrt;  in  beiden  Fällen 
erhält  sie  von  den  3  Abtheilungen  der  Vb  reelle  Complexcurven;  so 
sehen  wir^  dass  im  ersten  Fälle  eine  elliptische  Abtheüung,  die  von 
den  Gewinden  Fi  eingeschlossen  unrd,  welche  die  Z)  enthalten  ^  auch  reelle 
Complexcurven  in  die  Ebene  liefert,  die  beiden  andern  reell-imaginäre; 
im  zweiten  Falle  umgekehrt  Damit  ist  die  eine  elliptische  Abtheilung 
wesentlich  von  den  beiden  andern  unterschieden.  Nehmen  wir  an,  dass 
die  Complexe  der  letzteren  Abtheilungen  VI  seien  ^  die  wir  jedoch, 
weil  wir  auch  noch  im  letzten  Falle  mit  VI  zu  thun  haben,  Via  nen- 
nen wollen,  und  die  in  der  isolirten  Abtheilung  VII,  so  ergiebt  sich, 
wenn  wir  die  S^^,  die  durch  einen  der  Via  gehen,  durchlaufen  und  je 
den  Gomplex  I^*  im  polaren  ©4*  betrachten: 

h        eh        h        eh        e        eh 
Via     Vb     Via      Vb      VH     Vb; 

der  erste  dieser  VI  gehört  zur  selben  Abtheilung  wie  der,  yon  wel- 
chem wir  ausgingen,  und  durch  das  unter  e  stehende  VII  wird  der 
Satz  von  Nr.  735  über  zwei  polare  elliptische  Systeme  5^*,  ©4^,  welche 
elliptische  Gomplexe  enthalten,  bestätigt;  denn  in  S^^,  @/  haben  wir 
verschiedenartige  elliptische  Gomplexe. 

Geht  man  dagegen  von  einem  Gomplexe  VII  aus,  so  erhält  man: 

h        eh        e         eh         e        eh 
Vn      Vb      Via     Vb      Via     Vb; 

auch  hier  wird  durch  die  beiden  unter  e  stehenden  Via  der  genannte 
Satz  bestätigt. 

Andere  Annahmen  würden  diesem  Satze  widersprechen;  beständen 
z.  B.  die  beiden  gleichartigen  elliptischen  Abtheilungen  aus  VII,  die 
einzelne  aus  Via,  so  hätte  man,  von  einem  VII  ausgehend: 

h        eh        e        eh        e         eh 
VII      Vb     VII     Vb      Via     Vb; 

das  VII  unter  e  wäre  nicht  dem  Satze  entsprechend.    Oder   wollten 
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wir  annehmen,  dass  alle  drei  elliptischen  Abtheilungen  aus  Gomplexen 
Via  bestehen,  so  würden  wir,  yon  einem  Complexe  einer  der  beiden 
sich  gleich  yerhaltenden  Via -Abtheilungen,  welcher  er  auch  sein 
mag,  ausgehend,  zu  einem  der  isolirten  Via -Abtheilung  durch  ellip- 
tische S^*  und  @4^  gelangen,  aber  nun  umgekehrt,  von  einem  Complexe 
dieser  Abtheilung  aasgehend,  nicht  zu  jedem  Yon  jenen;  ersteres  be- 
dingt aber  letzteres.  Und  wenn  alle  3  Abtheilungen  aus  VII  bestan- 
den, so  würden  wir,  Yon  einem  Complexe  einer  der  beidei;i  gleichartigen 
Abtheilungen  ausgehend,  dazu  gelangen,  dass  dieser  und  die  Complexe 
der  andern  ungleichartige  Kegel  aus  demselben  Punkte  erhalten. 

Somit  bestehen,  wenn  die  6  Congruenzen  2  von  der  Gaumig  2)  und 
4  wm  der  Gattung  ^  sind,  8  abwechselnde  ÄbiJieüungen  der  Beihe  der 
consingtdären  Catnplexe  aus  elliptisch-hyperbolischen  Complexen  Vb,  eum 
aus  elliptischen  Complexen  Via  und  die  letzte  aus  dliptischen  Com- 
plexen VIL 

746  Die  6  Congruenzen  seien  endlich  2  von  der  Gattung  2)   und  die 

übrigen  sämmtlich  ®  oder  reell- imaginär.  Jede  Ebene  schneidet  jene 
in  einem  reellen  Geradenpaare,  und  diese  in  einem  punktirten  (mit 
reellem  Schnittpunkte  der  beiden  imaginären  Geraden,  dem  Nullpunkte 
in  Bezug  auf  ein  reelles  Gewinde).  Solche  Geradenpaare  führen  allein 
von  reellen  zu  reell-imaginären  Complexcurven,  und  man  erkennt  leicht, 
dass  in  zwei  Paaren  benachbarter  Abtheilungen  die  Complexcurven 
reell  sind,  und  das  eine  Paar  vom  andern  durch  je  eine  Abtheilung 
reell-imaginärer  Curven  getrennt  wird;  und  da  dies  sich  nicht  ändert, 
weil  die  Fläche  <P  nicht  reell  ist,  so  besteht  die  ßeihe  der  consingu- 
lären  Complexe  aus  zwei  Paaren  benachbarter  Abtheilungen  von  reellen 
Complexen,  welche  in  alle  Ebenen  reelle  Curven  senden,  aus  allen 
Punkten  reelle  Kegel  erhalten,  und  zwei  jene  Paare  trennende  einzelne 
Abtheilungen  von  reell -imaginären  Complexen,  also  Complexen  VIII. 
Indem  O  nicht  reell  ist,  sind  natürlich  auch  keine  reellen  Strah- 
lenbüschel in  irgend  einem  der  reellen  Complexe  vorhanden;  sie  sind 
alle  elliptisch.  Wäre  einer  von  den  Complexen  ein  VII,  so  würden 
wir  durch  die  S^^  und  polaren  ©4*  zu: 

h      eh        e        eh       e       eh 
VII  VIII  VIII 

gelangen;  denn  die  unter  e  stehenden  müssen  VIII  sein,  weil  sie  ja  in 
jede  Ebene  eine  andersartige  Curve  senden,  als  der  VII,  also  eine  reell- 
imaginäre. Aber  die  beiden  VIII- Abtheilungen  würden  dann  nicht  auf 
jeder  Seite  zwei  Abtheilungen  zwischen  sich  haben. 


von  Gomplexen  2.  Grades  conaiDgalär  Bein  kOnnen.  327 

Sind  aber  die  reellen  Gomplexe  VI  und  zwar  Ylb  zur  Unter- 
scheidung von  denen  des  vorigen  Falls,  so  haben  wir  folgende  wider- 
spruchslose Anordnung: 

h         eh        h        eh         e         eh 

vib  VIII  vib  vib  vin    vib. 

Wenn  also  die  6  Gongruetufen  C»^  aus  eweien  von  der  Gattung  2) 
und  4  reell'imaginären  bestehen  und  infolge  dessen  die  Fläche  O  reeU- 
imaginär  ist,  so  besteht  die  Reihe  der  consingulären  Complexe  aus  zum 
Paaren  benachbarter  Abtheilungen  mit  elliptischen  Gomplexen  Vib  und 
zwei  sie  trennenden  Abtheilungen  von  reeU-imaginären  Gomplexen  VIIL 

Von  den  früher  erhaltenen  8  Gattungen  I, VIII  haben  3  sich 

in  zwei  Fälle  zerlegt,  die  beiden  elliptisch -hyperbolischen  III  und  V 
und  die  elliptische  VI. 

Wir  haben  daher  11  Gattungen  von  allgemeinen  Gomplexen  2.  Grades. 

Die  Illa,  Va,  Via  haben  reelle  und  reell-imaginäre  Complexkegel 
und  üomplexcurven^  die  Illb,  Vb,  Vib  nur  reelle;  die  Illa,  Va  haben 
reelle  und  imaginäre  Strahlenbüschel,  die  Illb,  Vb  nur  reelle. 

Die  Via  haben  eine  reelle,  die  Vib  eine  reell-imaginäre  singulare 
Fläche. 

Aeell-imaginär  ist  O  nur  bei  Vib  und  VIII;  und  nur  bei  I  unter 
den  andern  giebt  es  Ebenen,  welche  sie  nicht  reell  schneiden,  und 
Punkte  ohne  reelle  Berührungskegel. 

Stellen  wir  nun  die  verschiedenen  Arten  zusammen,  wie  Gomplexe 
2.  Grades  consingulär  sein  können: 

1)  alle  sind  I,    2)  alle  sind  II,    3)  alle  sind  Illa; 

4)  Illb,  IV,  Illb,  IV, 

5)  alle  sind  Va, 

6)  Vb,  Via,  Vb,  Via,  Vb,  VII, 

7)  Vib,  Vib,  VIII,  Vib,  Vib,  VIIL 

In  den  sieben  Fällen  ist  die  Fläche  O  nach  der  Bezeichnung  von 
Bohn*)  vom  Typus  IVa,  III,  IIa,  IIb,  la,  Ib,  Ic.  Es  giebt  nach 
ihm  noch  einen  achten  Typus  IVb,  in  dem  die  Fläche  ebenfalls  reell- 
imaginär ist,  die  Congruenzen  Q^  zu  je  zweien  conjugirt  und  deshalb 
4  Punkte  D  und  4  Ebenen  d  reell  sind  (wie  im  Falle  1)).  Vermuth- 
lich  handelt  es  sich  da  nm  consinguläre  Complexe,  welche  alle  ima- 
ginär und  zu  je  zweien  conjugirt  sind. 


*)  Maihem.  Annalen  Bd.  18  S.  99.  —  Aach  auf  diesen  Abschnitt  erstreckt 
sich  der  Hinweis  auf  Reye's  S.  282  erwähnte  Abhandlang. 
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Der  harmonische  oder  Battaglini'sche  Complex  und  das  Tetraedroid. 

747  Zu  ewei  Flächen  3.  Grades  gi^t  es  0wei  harmonische  Camplexe:  der 

eine  ist  der  Ort  der  StrcMen,  wdche  sie  harmonisch  schneiden^  der  andere 
der  Ort  der  Strahlen,  von  denen  harmonische  Paare  von  Berührtingsehenen  I 

an  sie  "kommen. 

Zu  zwei  Kegelschnitten  gielt  es  auch  zwei  verschiedene  harmonische  I 

Curven,  ä)enfalls  Kegelschnitte,  welche  analog  definirt  werden.  ' 

Wenn  in  einer  Inyolution  die  Elemente  eines  Paars  zu  denen 
eines  andern  harmonisch  sind,  so  sind  auch  diese  beiden  Paare  zu  den 
beiden  harmonisch,  deren  Elemente  sich  vereinigt  haben;  und  um- 
gekehrt 

Es  seien  A^Bi,  A^B^  jene  beiden  Paare,  C\  C  die  Doppelelemente, 
so  sind  die  vierten  harmonischen  Elemente  zu  A^  in  Bezug  auf  A^B^y 
A^B^,  C'C,  C"Q"  bezw.  -4^,  B^,  C\  C",  also  harmonisch. 

Wenden  wir  dies  auf  die  Inyolution  an,  in  der  eine  Gerade,  welche 
zwei  Kegelschnitte  A^,  \  harmonisch  schneidet,  von  dem  ganzen  Bü- 
schel geschnitten  wird,  so  haben  wir: 

Jeder  Strahl,  welcher  die  beiden  Kegelschnitte  \,  k^  harmonisch 
schneidet,  wird  von  zwei  Kegelschnitten  ihres  Büschels  berührt,  die 
zu  ihnen  harmonisch  sind,  und  umgekehrt.*) 

Daher  ist  die  Curve  K,  die  von  den  Geraden  eingehüUt  wird,  welche 
\,  1c2  harmonisch  schneiden,  zugleich  die  Curve  der  gemeinsamen  Tangenten 
von  zwei  Curven  ihres  Büschels,  welche  zu  ihnen  harmonisch  sind. 

Wenn  zwei  verschiedene  und  zu  einander  projective  Kegelschnitt- 
Büschel  vorliegen,  so  ist  das  Erzeugniss  der  gemeinsamen  Tangenten 
entsprechender  Curven  eine  Curve  8.  Klasse;  denn  in  einem  Strahlen- 
büschel entsteht  eine  Correspondenz  [4,  4],  in  der  sich  zwei  Strahlen 
entsprechen,  welche  correspondirende  Curven  berühren. 

Werden  die  Büschel  identisch,  so  zweigen  sich  von  dem  Erzeug- 
nisse die  beiden  sich  selbst  entsprechenden  Curven  ab;  es  bleibt  eine 
Curve  4  Klasse. 

Wird  aber  noch  weiter  die  Projectivitat  eine  Involution,  so  geht 
diese  Curve  über  in  einen  doppelten  Kegelschnitt,  weil  jede  Tangente, 
welche  zwei  gepaarte  Curven  berührt,  auf  zwei  Weisen  gemeinsame 
Tangente  entsprechender  Curven  der  projectiven  Büschel  ist.     Also: 

Der  Ort  der  gemeinsamen  Tangenten  gepaarter  Curven  eines  in- 
volutorischen  Kegelschnitt-Büschels  ist  ein  Kegelschnitt. 


*)  Fr.  HofmanD^  Archiv  der  Mathem.  u.  Phys.  2.  Reihe  Th.  6  S.  866. 


Der  harmonische  oder  Battaglini'sche  Complez  und  das  Tetraedroid.     329 

Oder  nach  dem  obigen  Satze: 

Die  harmonische  Curve  K  zweier  Eegelsdmitte  k^^  Jc^y  wie  wir  die 
Gurve  der  harmonisch  schneidenden  Geraden;  mit  der  wir  uns  vorzugs- 
weise beschäftigen,  kurz  nennen  wollen,  ist  ein  Kegelschnitt, 

Die  beiden  Tangenten  des  K  aus  einem  Punkte  von  k^  gehen  nach 
den  Schnitten,  mit  k^,  der  Polare  desselben  nach  k^]  folglich  sind  die 
Schnitte  von  K  mit  k^  die  Punkte,  in  denen  k^  von  seiner  Polarcurve 
nach  k^  getroffen  wird. 

Die  harmonische  Owrve  'berührt  die  6  Tangenten,  welche  \  und  k^ 
in  ihren  d  Schnittpwücten  herOhren;  denn  es  ist  unmittelbar  ersichtlich, 
dass  diese  die  beiden  Curven  harmonisch  schneiden. 

Also  ist  das  Diagonaldreieck  des  Yierseits  der  4  von  diesen  8 
Tangenten,  welche  zu  der  einen  Gurve,  etwa  zu  \y  gehören,  Polar- 
dreieck von  K\  dieses  Diagonaldreieck  ist  aber,  nach  einem  bekannten 
Satze  aus  der  Eegelschnittlehre,  das  Diagonaldreieck  des  Vierecks  der 
Berührungspunkte  der  4  Tangenten  mit  \^  also  der  4  Punkte  W 
und  daher  das  gemeinsame  Polardreieck  von  \y  k^. 

Bas  gemeinsame  Polardreieck  von  k^ ,  k^  ist  auch  Polardreieck  für  K, 

Wenn  nun  die  harmonische  Gurve  K  in  zwei  Punkte  zerfallt,  so  748 
müssen  diese  auf  einer  Seite  des  Polardreiecks  S193@  liegen;  denn  eine 
Seite  eines  zu  einem  Punktepaare  gehörigen  Polardreiecks  fällt  immer 
in  dessen  Doppellinie.  Nehmen  wir  an,  sie  falle  auf  S193,  so  wird 
diese  Doppellinie  gemeinsame  Tangente  der  beiden  Geradenpaare  (91), 
(S3)  des  Büschels  k^^  und  mithin  sind  diese  in  der  Involution,  von 
welcher  \^  k^  Doppelelemente  sind,  gepaart. 

Zerfällt  also  die  harmonische  Gurve  zweier  Kegelschnitte  k^,  k^ 
in  zwei  Punkte,  so  sind  diese  beiden  Kegelschnitte  zu  zwei  Geraden- 
paaren ihres  Büschels  harmonisch. 

Ist  (@)  das  dritte  Geradenpaar  und  hi  ihm  in  der  Involution  ge- 
paart, so  sind  die  Berührungspunkte  der  Tangenten  aus  (£  an  Ä;^,  von 
denen  jede  zwei  unendlich  nahe  gemeinsame  Tangenten  von  (S)  und  hi 
darstellt,  auch  ihre  Berührungspunkte  mit  K\  diese  Berührungspunkte 
liegen  auf  der  Polare  9(93  von  S  nach  k^  und  K  und  sind  daher  die 
Punkte  von  K.    Also: 

Wenn  snoei  KegdschniUe  k^,k^  zu  zwei  Geradenpaaren  ihres  Büschels 
harmonisch  sind,  so  zerfälÜ  ihre  harmonische  Curve  in  zwei  Punkte. 
Biese  liegen  auf  der  Verbindungslinie  der  Boppelpunkte  jener  Geraden- 
paare und  werden  in  sie  durch  denjenigen  Kegelschnitt  des  Büschels  ein- 
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geschniUen,  der  dem  dritten  Geradenpaare  in  der  Involution,  von  welcher 
ij,  ij  die  Doppelelemente  sind,  gepaart  ist.*) 

Sie  sind  also  harmonisch  zu  jenen  Doppelpunkten. 

Man  kann  auch  von  der  Voraussetzung  ausgehen,  dass  eine  Seite 
des  gemeinsamen  Polardreiecks  von  h^,  k^  diese  Curven  harmonisch 
schneidet,  also  Tangente  von  K  ist 

Wenn  K  ein  Punktepaar  ist,  so  gehen  von  den  8  Tangenten  der 
k^f  h^  in  ihren  Schnittpunkten  4  durch  den  einen  Punkt  und  4  durch 
den  andern  Punkt,  je  zwei  von  jedem  der  beiden  Kegelschnitte. 

Dies  muss  also  eintreten,  wenn  3  von  ihnen  durch  einen  Punkt 
laufen,  dann  thut  es  noch  eine  vierte,  die  zu  demselben  Kegelschnitte 
gehört,  zu  dem  von  den  drei  nur  eine  gehört^  und  die  4  übrigen  laufen 
auch  in  einen  Punkt  zusammen.*^) 

Man  kann  K  und  einen  der  beiden  Grund-Kegelschnitte,  etwa  k^, 
geben;  die  Schnittpunkte  von  5  Tangenten  von  K  mit  \  mfissen  in 
Bezug  auf  k^  conjugirt  sein;  dadurch  ist  bekanntlich  A^g  eindeutig  be- 
stimmt. 

749  Wir  erwähnen  noch  einige  besondere  Fälle: 

Einer  von  den  beiden  Kegelschnitten  k^,  k^  sei  ein  Geradenpaar, 
etwa  k^.  Die  Tangenten  an  ihn  in  den  gemeinsamen  Punkten  sind 
seine  Geraden  und  müssen  £^  berühren;  wenn  daher  K  ein  Punktepaar 
ist,  so  gehen  diese  Geraden  durch  dessen  Punkte  und  irgend  ein  Strahl 
durch  einen  von  ihnen  belehrt,  dass  er  in  Bezug  auf  \  die  andere 
Gerade  zur  Polare  hat.     Also: 

Wenn  für  einen  Kegelschnitt  k^  und  ein  Geradenpaar  k^  die  har- 
monische Curve  K  zerfällt,  so  sind  die  Geraden  von  k^  in  Bezug  auf 
kl  conjugirt  und  die  Punkte  von  K  die  Pole  dieser  Geraden. 

Dieses  Geradenpaar  k^  ist  sich  selbst  in  der  Involution  gepaart 

Liegt  aber  der  Doppelpunkt  D  des  Paars  k^  auf  k^,  so  zerfallt 
stets  die  harmonische  Curve;   der  eine  Punkt  ist  D,   der  andere  der 


*)  Der  letzte  Theil  des  Satzes  versagt,  wenn  k^  und  Ä;,  sich  berühren  und 
infolge  dessen  das  dritte  Geradenpaar  mit  einem  der  beiden  andern  zneammenfUlt. 
Die  Pankte  des  Ponktepaars  ergeben  sich  dann  als  Schnitte  der  gemeinsamen 
Tangente  mit  den  Tangenten  an  die  Kegelschnitte  in  den  beiden  andern  gemein- 
samen Punkten,  von  denen  in  der  That  die  an  den  einen  Kegelschnitt  die  ge- 
meinsame Tangente  in  denselben  Punkten  treffen,  wie  die  an  den  andern.  Also, 
wenn  zwei  Kegelschnitte  sich  berühren  und  zu  den  beiden  Geradenpaaren  ihres 
Büschels  harmonisch  sind,  so  ist  die  harmonische  Curve  ein  Punktepaar,  das  auf 
der  gemeinsamen  Tangente  liegt. 

**)  Steiner' s  Systematische  Entwickelung  Anhang  Nr.  58. 
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Schnittpunkt  E  der  Tangenten  an   ik|   in  den   zweiten  Schnitten  der 
Geraden  von  Jt^  mit  k^. 

DE  ist  harmonisch  zur  Tangente  in  D  an  X*!  in  Bezug  auf  die 
beiden  Geraden  von  Jc^, 

Wenn  zwei  Kegelschnitte  h^,  Ic^  sich  doppelt  berühren,  so  haben 
zwei  zu  ihnen  harmonische  Kegelschnitte  ihres  Büschels  im  allgemeinen 
nur  die  beiden  Doppelberührungs-Tangenten  gemeinsam^  und  zur  Curve 
der  gemeinsamen  Tangenten  gelangt  man  allein  durch  das  Paar  von 
Kegelschnitten,  zu  dem  die  Berührungssehne,  doppelt  gerechnet,  gehört 
und  bei  dem  es,  weil  jede  Gerade  der  Ebene  diese  Doppelgerade  ,,be- 
rührt'^,  unendlich  viele  gemeinsame  Tangenten  giebt.     Also: 

Für  zwei  sich  doppelt  berührende  Kegelschnitte  ist  harmonische 
Curve  derjenige  Kegelschnitt  ihres  Büschels,  der^  in  Bezug  auf  sie, 
harmonisch  ist  zur  Doppelgeraden  des  Büschels. 

Die  harmonische  Curve  wird  zum  Doppelbüschel  um  den  Berüh- 
rungspol, wenn  jener  Kegelschnitt  das  Paar  der  gemeinsamen  Tan- 
genten isi  Es  ist  bekannt,  dass  dann  alle  Strahlen  durch  den  ge- 
nannten Pol  die  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  harmonisch  schneiden. 

Wenden  wir  uns  nun  zum  räumlichen  Probleme.  750 

Die  Strahlen^  u^elche  gwei  gegebene  Flächen  2.  Grades  /i,  /i  harmo- 
nisch schneiden^  erzeugen  einen  Complex  3.  Grades  Hl 

Die  Complexcurve  einer  Ebene  ist  die  harmonische  Curve  der 
beiden  aus  /*,,  f^  geschnittenen  Kegelschnitte. 

Zum  Complexe  gehören  alle  Tangenten  von  /\  oder  f^  in  den  Punkten 
der  Schnittcurve  r  ^  f^f^;  die  einen  wie  die  andern  bilden  eine  Congruene 
(4, 4);  denn  die  in  einer  Ebene  liegenden  oder  durch  einen  Punkt 
gehenden  Tangenten  von  /*,,  welche  auf  r  berühren,  thun  dies  in  den 
Schnitten  der  r  mit  der  Ebene,  bezw.  der  Polarebene  des  Punktes 
nach  /*!• 

Diese  Congruenz  bildet  den  vollen  Schnitt  von  H'  mit  dem  Tan- 
gentencomplexe  von  f^  oder  f^. 

In  ihr  befinden  sich  die  Regeischaaren  von  /*^,  bezw.  f^. 

Jeder  Punkt  von  r  ist  ein  singulärer  Punkt  von  H*,  der  Kegel  zer- 
fällt in  die  beiden  Berührungsebenen  von  /*|,  /,  und  singulärer  Strahl 
ist  die  Tangente  von  r.  Weiterer  Schnitt  der  singulären  Fläche  <P  mit 
f^  ist  die  Schnittcurve  fi^^  wo  tp^^  die  Polarfläche  von  /*|  in  Bezug 
auf  /*g  ist. 

Die  gemeinsamen  Tangenten  zweier  gepaarter  Flächen  des  invcitUo- 


332     Der  harmoniBche  oder  Battaglini'sche  Complez  und  das  Tetraedroid. 

fischen  FUtchenMschds  f^fz,  in  welchem  /^^  f^  die  DoppdeUmente  sind, 
emeugen  unsem  Complex  H*.*) 

Dies  ergiebt  sich  ans  jedem  ebenen  Schnitte. 

Wenn  eine  Ebene  zwei  gepaarte  Flachen  der  Involution  in  Ge- 
radenpaaren sehneidet;  also  berührt,  so  zerfallt  die  ComplexcurTe  in 
zwei  Punkte;  welche  auf  der  Verbindungslinie  der  Doppelpunkte  der 
Geradenpaare  oder  der  BerQhrungspunkte  liegen. 

Die  singuUken  Ebenen  des  Complexes  H^  sind  die  gemeinsamen  Tan- 
gentiald)enen  zweier  in  der  Involution  gepaarter  Flächen**)  und  der  m- 
gekörige  singulare  Strahl  verbindet  die  BeriUhrwngspunkte.  Die  PtmJcte 
des  Punktepaars  werden  in  ihn  dxvrch  die  Fläche  des  Büschels  einge- 
schnittenf  welche  in  der  Involution  der  dritten  von  der  Ebene  berührten 
Fläche  gepaart  ist. 

Ein  Ebenenbüschel  veranlasst  in  dem  Flächenbüschel  f^f^  eine 
involutorische  Correspondenz  [4] ,  in  der  sich  zwei  Flächen  entsprechen^ 
welche  dieselbe  Ebene  des  ersteren  Büschels  berühren;  denn  jede  Fläche 
von  fif^  berührt  2  Ebenen  dieses  Büschels^  von  denen  jede  noch  2 
andere  Flächen  tangirt. 

Diese  Correspondenz  hat  mit  unserer  Involution  in  fif2  (einer  in- 
volutorischen  Correspondenz  [1])  1.4  Paare  entsprechender  Ebenen 
gemein;  d.  h.  zum  Ebenenbüschel  gehören  4  singulare  Ebenen  von  H^. 

Mit  fi  (oder  f^)  hat  die  singulare  Fläche  9  einen  Torsus  8.  Klasse 
gemeinsam;  derselbe  zerißlllt  in  den  Torsus  4.  Klasse  der  Berührungs- 
ebenen von  fi  in  den  Punkten  von  r  und  einen  zweiten  von  der  näm- 
lichen Klasse;  den  Ort  der  Tangentialebenen  von  f^,  welche  diese  Fläche 
in  zwei  Geraden  schneiden;  die  in  Bezug  auf  den  Schnitt  mit  fg  con- 
jugirt  sind  (Nr,  749). 

Jede  Ebene;  welche  eine  Gerade  von  f^  mit  einem  der  beiden 
Punkte  verbindet;  in  denen  ihre  Polare  nach  f^  die  f^  schneidet^  ist  eine 
solche  Tangentialebene. 

In  einer  Ebene  t^  des  ersten  Torsus  ist  der  Scheitel  des  zweiten 
Complex -Strahlenbüschels  der  Schnittpunkt  der  Tangenten  der  Curve 
Ti/s  in  ihren  zweiten  Schnitten  mit  den  Geraden  von  t^f^, 

751  Ein  beliebiger  Strahl  von  H'  berührt  zwei  gepaarte  Flächen  un- 

seres involutorischen  Flächenbüschels;  sind  die  zugehörigen  Berührungs- 
ebenen identisch;  so  ist  er  ein  singulärer  Strahl. 

Wenn  p  ein  Strahl  ist,  dessen  Polaren  p^y  p^  in  Bezug  auf  /i,  f^ 


*)  Segre  nnd  Loria,  Math.  Annalen  Bd.  23  S.  284. 
**)  Ebenda. 
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sich  schneiden;  so  ist  in  der  Ebene ^  welche  p  mit  dem  Punkt  p^p^ 
verbindet;  p  Seite  und  p^p^  Gegenecke  des  gemeinsamen  Polardreiecks 
der  aus  /i,  f^  geschnittenen  Curven.  Gehört  daher  p  überdies  zu  H*, 
so  zerfallt  die  Complexcurve  in  der  genannten  Ebene  und  p  ist  die 
DoppelliniC;  also  singulärer  Strahl. 

p  ist  Verbindungslinie  der  beiden  Pole  der  Ebene  PiP2  und  Schnitt- 
linie der  beiden  Polarebenen  des  Punktes  p^p^y  und  umgekehrt.  Also 
ist  der  Ort  der  Geraden  p^  deren  beide  Polaren  sich  schneiden,  ein 
tetraedraler  Complex,  dessen  Grundtetraeder  das  gemeinsame  Polar- 
tetraeder von  /i;  ^  ist  (I,  Nr.  260). 

Die  Congmeng  (4,  4)  der  singtdären  Strahlen  von  H*  ist  daher  der 
Schnitt  dieses  Complexes  mit  dem  tetraedralen  Complexe  derjenigen  Ge- 
roden,  deren  Polaren  in  Bezug  auf  f^,  f^  sich  schneiden.*) 

Daraus  folgt  sofort: 

AUe  Tangenten  der  Complexcurve  von  H'  in  einer  der  Ebenen  des 
gemeinsamen  Polartetraeders  von  fu  f^,  alle  Kanten  des  Complezkegels 
aus  einer  von  seinen  Ecken  sind  singulär. 

Der  Schnitt  der  singulären  Fläche  mit  einer  Ebene  des  Tetraeders 
besteht  daher  aus  der  Complexcurve  und  einem  zweiten  Kegelschnitte^  wel- 
cher durch  die  Punkte  der  CompUx-Punktqpaare  auf  ihren  Tangenten  ge- 
bildet wird. 

Dies  gemeinsame  Polartetraeder  des  Büschels  f^f^  sei  ABCD 
^  aßyd.  Die  Complexcurve  in  der  Ebene  a  bezeichnen  wir  mit  (a); 
alle  ihre  Tangenten  sind,  wie  eben  gesagt,  singulare  Strahlen;  zuge- 
höriger singulärer  Punkt  ist  je  der  Berührungspunkt,  da  die  Tangente 
in  ihm  auch  die  singulare  Fläche  berührt;  die  singulare  Ebene  geht 
nach  der  Gegenecke  A,  weil  in  diesem  Punkte  sich  die  beiden  Polaren 
schneiden;  und  berührt  den  Kegel  a^,  welcher  (a)  aus  A  prcjicirt. 

Es  sei  weiter  kA  der  Kegel  aus  dem  Büschel  f^f^,  der  seine  Spitze 
in  A  hat.  Von  den  3  Geradenpaaren  des  Büschels,  in  dem  f^f^  von 
einer  Berührungsebene  des  Kegels  a^  geschnitten  wird,  haben  zwei 
ihven  Doppelpunkt  auf  dem  singulären  Strahle  in  a,  das  dritte  wird 
aus  kA  ausgeschnitten;  ist  daher  fA  die  Fläche  des  Büschels,  welche  in 
der  Involution  dem  kA  gepaart  ist,  so  ändert  dieselbe  sich  nicht,  wenn 
jene  Ebene  um  a^  sich  bewegt.  Ihre  Schnitte  mit  jeder  Tangente  von 
(a)  sind  die  Punkte  des  Punktepaars  auf  derselben  und  der  Kegelschnitt 
A^,  in  dem  a  von  fA  geschnitten  wird,  ist  der  Ort  dieser  Punktepaare, 
also  (fer  oben  erwähnte  zweite  Schnitt  von  a  'mit  der  singulären  Fläche, 
ausser  der  Complexcurve  (a). 


•)  A.  a.  0.  S.  218. 
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Ebenso  sei  der  Complexkegel  ans  A  mit  {Ä)  bezeichnet;  auch 
seine  Kanten  sind  sämmtlich  Singular.  Sie  berühren  daher  die  singu- 
lare Fläche  je  im  zugehörigen  singulären  Punkte.  Der  Kegel  ist  der- 
selben umgeschrieben,  und  seine  Berührungsebenen  sind  auch  die  Tan- 
gentialebenen von  <P,  also  gebort  jeder  Kante  von  {Ä)  als  singulärem 
Strahle  ihre  Berührungsebene  als  singulare  Ebene  zu. 

Der  Berührungskegel  aus  ^  an  <P  besteht  aus  dem  Complexkegel 
{A)  und  dem  obigen  Kegel  a';  die  beiden  Ebenen,  die  aus  einer  Kante 
von  {A)  tangential  an  a'  gehen ,  bilden  das  Complex -Ebenenpaar, 
dessen  Doppellinie  die  Kante  ist. 

Wir  fanden  schon,  dass  für  eine  Tangente  t  der  Schnittcurve 
r^f^f^  der  Berührungspunkt  T  der  zugehörige  singulare  Punkt  ist; 
die  singulare  Ebene  ergiebt  sich  folgendermassen:  wenn  f  die  Fläche 
des  Büschels  ist,  welche  die  t  enthält,  und  f"  die  ihr  in  der  Invo- 
lution gepaarte,  so  ist  die  Berührungsebene  dieser  letzteren  in  T  die 
gesuchte  Ebene. 

Aus  A  kommen  4  Tangenten  an  r;  sie  sind  die  gemeinsamen 
Kanten  von  (A)  und  Jca. 

7Ö1  Wichtiger  aber  sind  die  gemeinsamen  Berührungsebenen   dieser 

Kegel.  Jede  von  ihnen  ist  als  Tangentialebene  von  {Ä)  singulare 
Ebene,  als  Tangentialebene  von  X;^  aber  berührt  sie  r  doppelt;  also 
berühren  sich  auch  die  aus  f^,  f^  ausgeschnittenen  Curven  doppelt. 
Die  harmonische  Curve  in  ihr  gehört  in  diesem  Falle  zum  Büschel  und 
ist  diejenige  Curve  desselben,  welche,  in  Bezug  auf  jene  Curven,  der 
Doppelgeraden  des  Büschels  harmonisch  zugeordnet  ist;  da  sie  aber 
ein  Punktepaar  ist,  so  kann  sie  nur  das  zum  Büschel  gehörige  Punkte- 
paar sein,  dessen  beide  Punkte  sich  im  Berührungspole  vereinigt  haben. 

Da  nun  jeder  von  den  Strahlen  durch  den  Berührungspol  auch 
Seite  eines  der  oo^  gemeinsamen  Polardreiecke  ist,  so  zeigt  er  sich 
als  singulärer  Strahl;  und  wir  haben  so  4  Doppel- Berührnngsebenen  der 
singulären  Fläche  gefu/nden,  welche  einen  ganzen  Strahlenbüschel  sin- 
gulärer Strahlen  enthalten. 

Der  Berührungspol,  als  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  von  r 
in  den  Punkten,  wo  sie  von  der  Berührungskante  der  Ebene  mit  Tca 
getroffen  wird,  liegt  bekanntlich  in  a. 

Jede  dieser  Ebenen  muss  als  singulare  Ebene,  weil  sie  Tca  tan- 
girt,  auch  die  gepaarte  Fläche  (a  berühren,  und  ebenso  muss  es  jeder 
der  singulären  Strahlen  thun,  so  dass  der  eben  genannte  Punkt,  als 
Concurrenzpunkt  dieser  singulären  Strahlen,  der  Berührungspunkt  der 
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Ebene  mit  (a  ist;  es  ergiebt  sich  so  eine  noch  einfachere  Enstehungs- 
weise: 

Die  4  Berührungsebenen  a,,  a^,  a^y  a^,  wdche  der  Kegel  Jca  mit  der 
gepaarten  Fläche  (a  gemeinsam  hat,  sind  Doppel 'Berührungsebenen  der 
singulären  Fläche  0.  Im  BerührungspunlUe  einer  solchen  Ebene  mit  (a^ 
der  in  a  liegt ^  sind  die  Punkte  des  Complex- Punktqpaars  eusammenge- 
fallen;  alle  Tangenten  der  fA  in  diesem  Pankte  berühren  beide  Flä- 
chen und  zwar  durchgängig  mit  derselben  Berührungsebene  an  beiden 
Berührungsstellen,  nämlich  unserer  Ebene;  und  sind  singulare  Strahlen. 

Die  3  andern  Punkte  B^  C^  D  geben  die  12  übrigen  derartigen 
Ebenen,  und  wir  sehen^  dass  diese  16  Ebenen  —  die  staiionären  Ebenen 
des  Complexes  —  hier  die  besondere  Lage  haben^  dass  sie  viermal  0u  je 
vieren  durch  die  Ecken  unseres  Tetraeders  gehen;  die  4  zugehörigen 
Punkte  E  liegen  dann  je  in  der  Gegenebene  desselben  und  sind  die 
Berührungspunkte  mit  A\  B\  .... 

Weil  in  jeder  der  4  stationären  Ebenen  a^^  a^,  a^^  a^^  die  durch 
A  gehen,  der  Scheitel  des  Büschels  singulärer  Strahlen  in  a  liegt^  also 
einer  von  diesen  Strahlen  in  a  fällt  und  deshalb  (a)  berührt,  so  sind 
diese  4  Ebenen  auch  Tangentialebenen  des  Kegels  c?^=:A{a)^  welcher 
von  den  singulären  Ebenen  eingehüllt  wird,  die  zu  den  Tangenten  von 
(a)  gehören. 

Folglich  befinden  sich  die  drei  Kegel  %^,  {A)  und  c?  in  der  näm- 
lichen Schaar. 

Ferner,  die  Tangenten  von  (a)  schneiden  den  Kegelschnitt  A^  ^  afA 
je  in  den  beiden  Punkten  ihres  Punktepaars,  diejenigen  also,  die  in 
den  tti  liegen,  berühren  in  dem  entsprechenden  Scheitel,  in  den  diese 
Punkte  zusammengerückt  sind. 

Die  4  Ebenen  a<  sind  gemeinsame  Berührungsebenen  des  Kegels 
kA  und  des  Tangentialkegels  aus  A  an  (a  (oder  des  Kegels,  welcher 
A?  aus  A  projicirt);  also  ist  das  gemeinsame  Polardreiflach  /3  yd  dieser 
Kegel  das  Diagonaldreiflach  des  Vierflachs  dieser  4  Ebenen;  es  ist 
auch  Polardreiflach  für  a^\  und  BßD  ist  Polardreieck  für  die  beiden 
Kegelschnitte  (a)  und  A?. 

Wir  haben  gefunden,  dass  das  Punktepaar  einer  Tangentialebene  752 
von  a^  aus  den  Schnittpunkten  derselben  (oder  ihrer  Spur  in  a)  mit 
A?  besteht;  ferner  die  beiden  Berührungsebenen  aus  einer  Kante  Ton 
{A)  an  a^  bilden  das  Ebenenpaar  des  Complexes,  von  dem  die  Kante 
die  Doppellinie  ist;  oder  die  beiden  Kanten,  in  denen  eine  Tangential- 
ebene von  a^  den  {A)  schneidet,  sind  die  Doppellinien  der  beiden 
Ebenenpaare,    zu    denen    sie   gehört;    folglich   gehen   sie   durch   das 
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Complex-PuBktepaar,  von  welchem  sie  die  Trägerebene  ist.  Das  be> 
deutet  aber,  dass  der  Kegel  (Ä)  durch  die  Ourve  A^  geht  und  der 
Tangentialkegel  aus  A  an  fA  ist. 

Sodann  hat  sich  gezeigt,  dass  der  Punkt  auf  einer  Kante  von  (A)^ 
zu  dem  das  Ebenen  paar  gehört,  dessen  Doppellinie  in  die  Kante  fallt, 
der  Stützpunkt  auf  A*  ist,  weil  er  ja  der  eine  Punkt  des  Punktepaars 
in  jeder  der  beiden  Ebenen  ist.  Als  der  der  Kante  zugehörige  sin- 
gulare Punkt  ist  er  ihr  Berührungspunkt  mit  0, 

Der  Kegel  (A)  ist  der  singulären  Fläche  0  längs  der  Curve  A* 
umgeschrieben. 

Für  jede  der  Tangenten  von  (a)  ist  zugehöriger  singulärer  Punkt 
ihr  Berührungspunkt,  und  die  zugehörige  singulare  Ebene,  die  Tan- 
gentialebene von  a\  welche  durch  sie  geht,  berührt  in  ihm  die 
Fläche  9. 

Daher  ist  auch  der  Kegel  a^  der  Fläche  O  längs  der  Curve  (a) 
umgeschrieben. 

Stellen  wir  die  Eigenschaften  dieser  Kegel  und  Kegelschnitte  zu- 
sammen. 

Die  Ebene  a  des  gemeinsamen  Polartetraeders  von  f^^  f^  schneidet 
die  singtdäre  Fläche  <P  des  harmonischen  CompUxes  dieser  Flächen  in 
0wei  Kegelschnitten  (a)  und  A^,  von  denen  der  erstere  die  Complexcurve 
ist.  Aus  der  Gegenecke  A  Tcommen  an  9  zwei  TangentidOcegd  a^  und 
{A)j  von  denen  der  Utetere  der  ComplexJcegd  ist;  a^  berührt  O  längs  (a), 
{A)  längs  A\ 

Jede  Tangente  von  (a)  ist  ein  singulärer  Strahl;  sein  singulärer 
Punkt  ist  der  Berührungspunkt,  seine  singulare  Ebene  die  durchgehende 
TangenticdAene  von  a^;  das  CompleX'Pwnktepaar  in  dieser  besteht  aus 
den  Schnittpunkten  der  Tangente  mit  der  Curve  A\ 

Jede  Kante  von  {A)  ist  ein  singtdärer  StrcM;  seine  singulare  Ebene 
ist  die  Berührungsebene  tmd  sein  singulärer  Punkt  der  Schnittpunkt  mit 
A\  Das  Gomplex- Ebenenpaar  desselben  besteht  aus  den  beiden  Tangen- 
ticM>enen  von  der  Kante  an  a^ 

Die  Curven  (a)  und  A^  haben  BCD  mm  gemeinsamen  Pdardrei- 
ecke,  die  Kegd  a*  und  {A)  ßyd  gum  gemeinsamen  Polardreiflach. 

Die  4  Tangentialebenen  von  9  aus  einer  Kante  des  Tetraeders,  z.  B. 
aus  AB,  sind  die  Berührungsebenen  an  a*  und  (A)  oder  an  (A)  und  (JB). 
Denn  die  an  a*  gehen  durch  die  Tangenten  aus  B  an  (a),  den  Schnitt 
von  cf  mit  a;  das  sind  die  Kanten  von  {B)  in  a,  also  die  Berührungs- 
kanten  der  Tangentialebenen  von  AB  an  (B).  Diese  Kegel  (A)  und 
(B)  sind  aber  die  Tangentialkegel  aus  A  an  fA,  aus  B  a.n  fß. 

Die  Berührungsebenen  aus  AB  a,n  9  sind  die  Tangentialebenen 
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ans  dieser  Kante  an  die  beiden  Flächen  des  Büschels  f^f^y  welche ,  in 
Bezog  auf  f^y  f^f  den  Kegeln  kj,  Jcß  harmonisch  zugeordnet  sind. 

Wie  die  gemeinsamen  BerQhrungsebenen  von  {Ä)  und  af  sich  als  753 
Doppel -Berfihrungsebenen   von  <P   herausgestellt   haben ,   so  sind  die 
Schniüptmkte  Ä^y  Ä^,  A^y  A^  von  (a)  und  A^  Doppelpunkte. 

Die  Ebenen  des  Ebenenpaars  aus  einem  dieser  Punkte  fallen  zu- 
sammen in  die  längs  AAi  den  a^  berührende  Ebene. 

Die  in  den  Doppel- Berührungsebenen  a^  befindlichen  singidären 
Strahlen  berühren  alle  dieselben  zwei  gepaarten  Flächen  kjy  (a  und 
zwar  mit  einer  festen  Berührungsebene  an  beide  und  einem  festen 
Berührungspunkte  mit  f^y  während  der  mit  i^  eine  Kante  durchläuft; 
hier  dagegen  bei  den  Doppelpunkten  ändert  sich  von  einem  Strahl 
dieses  Büschels  singulärer  Strahlen  zum  andern  das  Paar  berührter 
Flächen,  die  Berührungspunkte  und  Berührungsebenen. 

Von  den  16  Doppelpunkten  der  Fläche  9  oder  stationären  Punkten 
des  Complexes  liegen  je  4  in  den  Ebenen  des  nämlichen  TetraederSy  durch 
dessen  Ecken  je  4  von  den  Doppel- BerOhrungsebenen  oder  stationären 
Ebenen  gehen. 

Für  das  Viereck  der  A^,  A^y  A^y  A^  ist  BCD  Diagonaldreieck. 

Betrachten  wir  den  Berührungs- Kegelschnitt  [a^],  mit  9,  in  der 
Ebene  a^y  der,  wie  wir  wissen ,  durch  die  singulären  Punkte  gebildet 
wird,  die  den  verschiedenen  singulären  Strahlen  des  Büschels  in  a^ 
zugehoren;  er  ist  der  volle  Schnitt  von  a^  und  wird  von  den  Curven 
(ß)y  B*  in  ß  je  zweimal  getro£Pen.  Durch  einen  der  Schnitte  B^  von  [a^] 
mit  (ß)  gehen  zwei  singulare  Strahlen,  denen  er  zugehört,  der  Strahl 
des  Büschels  in  a^  und  die  Tangente  von  (ß)]  sein  Complex-Ebenen- 
paar  hat  daher  zwei  Doppellinien,  und  seine  Ebenen  fallen  zusammen. 
Der  Punkt  ist  einer  der  Punkte  JB^,  .  . .  B^  in  /3;  da  a^  durch  A  geht 
und  ACD  Diagonaldreieck  dieser  4  Punkte  ist,  so  enthält  a^  noch 
einen  zweiten  der  Punkte  Bi,  Durch  jede  der  beiden  Verbindungs- 
linien der  Bi,  die  sich  in  A  schneiden,  gehen  daher  zwei  von  den 
4  Ebenen  o^.    und  so  ergiebt  sich: 

In  jeder  der  16  Doppel -Berührungsebenen  a^,  /}/,  yi,  di  liegen 
6  Doppelpunkte;  z.  B.  in  einer  a,-  liegen  je  zwei  Punkte  Bi,  (7<,  Di. 

Und  durch  jeden  der  16  Doppelpunkte  gehen  6  Doppel-Berührungs- 
ebenen, durch  jeden  Ai  je  zwei  /3,-,  yty  dt. 

Das  ist  das  bekannte  Arrangement  der  32  Doppelelemente  der 
singulären  Fläche. 

Im  allgemeinen  schneiden  die  16  Doppel -Berührungsebenen  in 
eine  beliebige  Ebene  16  Doppeltangenten  des  Schnitts  derselben  mit 

st  arm,  Liniengeometrie.    III,  22 
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<P  ein;  in  einer  der  Tetraederebenen  aber  gestaltet  es  sieb  so:  Ist 
diese  etwa  a,  so  gehen  die  4  Doppel -Berührungsebenen  cd,  welche 
von  A  herkommen,  durcb  die  4  gemeinsamen  Tangenten  von  Ä^,  (a), 
die  vier  ßi  zu  je  zweien  durcb  die  beiden  gemeinsamen  Secanten  dieser 
Kegelscbnitte,  welcbe  sich  in  B  scbneiden,  und  ähnlicbes  gilt  f&r 
die  yty  *|. 

754  Von  den  6  Doppelpunkten ,  welche  in  einer  Ebene  at  liegen ,  be- 

finden je  2  sich  in  ßy  y,  d]  daher  laufen  ihre  Verbindungslinien  in 
den  Punkt  Ä  zusammen.  Folglich  bilden  diese  6  Doppelpunkte  auf 
dem  Eegelschnitte  [a,]  eine  Involution. 

In  jeder  der  16  Doppelebenen  der  singulären  Fläche  eines  harmoni- 
schen Complexes  sind  die  6  Doppelpunkte  in  Involution, 

Daher  sind  auch  die  6  Doppeltangenten  in  jedem  Tangentenbüschel 
einer  solchen  Kummer'schen  Fläche  und  die  ihr  zugehörigen  Fundamen- 
talrGeumde,  als  Mitglieder  der  Reihe  der  consingülären  Complexe^  in  In- 
volution. 

In  der  Projectivität  zwischen  der  Punktreihe  auf  [ail,  einem  Tan- 
gentenbüschel und  der  genannten  Complex- Reihe  entspricht  dem  Punkte 
E  des  harmonischen  Complexes  in  der  stationären  Ebene  a«-  der  sin- 
gulare Strahl,  der  dem  harmonischen  Gomplexe  zugehört,  der  Com- 
plex selbst. 

Punkt  E  aber  ist  der  Berührungspunkt  der  Ebene  a,-  mit  dem 
Kegelschnitte  Ä\  Auf  den  3  Strahlen  a,-  (ß,  y,  d)  sind  die  Schnitte 
mit  [aj  zugleich  die  mit  (ß\  (y),  (tf),  die  vierten  harmonischen  Punkte, 
die  in  Bezug  auf  sie  dem  A  zugeordnet  sind,  liegen  auf  CD,  DB,  BC-y 
also  ist  UiU  die  Polare  von  A  in  Bezug  auf  [aj. 

Folglich  sind  auch  in  Bezug  auf  jeden  der  16  Kegelschnitte  in 
den  Doppel -Berührungsebenen  der  singulären  Fläche  eines  harmoni- 
schen Complexes  die  Ecke  des  Tetraeders,  die  in  seine  Ebene  fallt, 
und  die  Spur  der  Gegenebene  polar. 

Auf  a^a,  der  Axe  der  gefundenen  Involution,  deren  Centrum  A 
ist,  liegt  E  und  ist  daher  ein  Doppelpunkt  der  Involution. 

Der  einer  stationären  Ebene  eines  harmmischen  Complexes  zugehörige 
Punkt  E  ist  der  eine  Doppelpunkt  der  Involution  der  6  in  dieser  Ebene 
befindlichen  stationären  Punkte. 

Oder:  In  jedem  Tangentenbüschel  der  singulären  Fläche  eines  har- 
monischen Complexes  ist  der  ihm  zugehörige  singulare  Strahl  der  eine 
Doppelstrahl  der  Involution  der  6  DoppeUangenten. 

Oder:  In  der  Reihe  der  einem  Jiarmonischen  Complexe  consingülären 
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Camplexe  isi  er  selbst  das  eine  Doppelelement  der  Involution,  in  der  drei- 
mal zwei  der  Fundamentät-Getvinde  gepaart  sind. 

Dem  Compleze  sind  damit  zwei  Bedingungen  auferlegt^  damit  er 
harmonisch  sei:  wir  werden  aach  bald  erkennen^  dass  seine  Mannig* 
faltigkeit  19 — 2  ist;  der  singulären  Fläche  dagegen  wird  nur  eine  Be- 
dingung aufgelegt. 

Das  zweite  Doppelelement  der  Involution  weist  auf  einen  jnoeiten 
zu  der  nämUehen  singulären  Fläche  gehörigen  harmonischen  Complex  hin, 
auf  den  wir  bald  zu  sprechen  kommen  werden.*) 

Wir  wissen  (Nr.  564),  dass,  wenn  bei  einem  quadratischen  Com-  755 
pleze  eine  Gerade  h  einmal  von  den  Complexcurven  zweier  durch  sie 
gehenden  Ebenen  in  denselben  Punkten  getroffen  wird,  es  cx>^  Paare 
Yon  Ebenen  durch  h  giebt,  welche  dieselbe  Eigenschaft  haben;  diese 
Ebenenpaare  durch  h  bilden  eine  Involution  und  ebenso  die  Schnitt- 
punkte-Paare auf  h. 

Jeder  Strahl  durch  A  ist  eine  solche  Gerade  h.  In  der  Tbat,  in 
den  beiden  Tangentialebenen,  welche  von  ihm  an  den  Kegel  {A)  kom- 
men, sind  die  Complexcurven  Ponktepaare  oder  als  Punktcurven  die 
doppelten  singulären  Strahlen:  die  Eegelkanten^^  längs  deren  diese 
Ebenen  berühren.  Beide  Gurren  treffen  daher  den  Strahl  in  zwei  in 
A  vereinigten  Punkten. 

Die  Complexstrahlen  in  einer  Berührungsebene  von  Tca  müssen 
auch  die  gepaarte  Fläche  fA  tangiren  und  umhüllen  daher  die  Schnitt- 
curve  jener  Ebene  mit  /l^;  folglich  treffen  die  Complexcurven  in  den 
beiden  Tangentialebenen  von  unserm  Strahle  an  Tca  denselben  in  den 
Punkten,  wo  er  fA  schneidet.  Wir  haben  mithin  die  fragliche  Eigen- 
schaft sogar  für  zwei  Ebenenpaare  durch  den  Strahl  nachgewiesen  und 
damit  die  Ebeneninvolution  festgelegt.  Ein  drittes  ersichtliches  Paar 
bilden  die  Tangentialebenen  aus  dem  Strahle  an  den  Eegel  a^ 

Für  das  Folgende  empfiehlt  es  sich,  die  Ausgangsflächen  f^j  f^ 
mit  f^^  f^  zu  bezeichnen,  infolge  dessen  auch  ihren  Schnitt  mit  r^  und 
ebenso  die  beiden  Flächen  Ica,  (a  mit  Ica,  fj^]  weil  die  Bezeichnungen 
/i;  fif  ^y  ^^y  f^  dadurch  für  veränderliche  Gebilde  frei  werden. 

Es  sei  nun  Tca  ein  beliebiger  weiterer  Eegel  2.  Grades,  welcher 
die  4  Ebenen  a^,  ck,,  a^y  cc^  tangirt  und  deshalb  zur  Schaar  ((^),  a^,  Jca^) 
gehört. 

Daher  bilden  die  beiden  Tangentialebenen,  die  von  unserm  Strahle 


*)  F.  Klein,  Mathem.  Annalen  Bd.  2  S.  222;   Segre  und  Loria,   ebenda 
Bd.  23  S.  218. 
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h  aus  Ä  an  ihn  kommen,  ein  Paar  in  der  oben  bestimmten  Involn- 
tion,  und  die  Gomplexcurven  in  ihnen  tre£Pen  h  in  denselben  zwei 
Punkten;  die  Complezcunren  in  irgend  zwei  Tangentialebenen  Ton  Jca 
schneiden  sich  demnach  stets  zweimal. 

Die  Complezcurve  in  irgend  einer  Ebene  durch  A  berührt  die 
beiden  singulären  Strahleu,  welche  die  Ebene  aus  dem  Kegel  (Ä)  aus- 
schneidet^ in  ihren  zugehörigen  singulären  Punkten,  also  auf  Ä*]  so 
dass  alle  diese  Complexcuryen  den  A^  zweimal  treffen  und  in  den  Treff- 
punkten den  Kegel  (A)  ^^  AA?  tangiren.  Durch  diejenige  in  irgend 
einer  Berahrungsebene  von  Jk^  legen  wir  die  Fläche  2.  Grades  f^j 
welche  dem  {Ä)  längs  A^  eingeschrieben  ist;  die  in  allen  übrigen 
Tangentialebenen  yon  Ua  berOhren  /*^  auf  A^,  schneiden  jene  erste 
Complexcurve  zweimal  und  liegen  deshalb  auch  auf  /li. 

Somit  wird  jedem  Kegel  2.  Grades  'ksy  der  die  4  Ebenen  a^,  14, 
»3,  a^  berührt,  eine  dem  Kegel  {A)  längs  A}  eingeschriebene  Fläche 
2.  Grades  f^  zugeordnet  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  Curven  un- 
seres Complezes  in  den  Tangentialebenen  von  ä;^  auf  f^  liegen. 

Unmittelbar  ersichtlich  ist,  dass  AB  CD  für  J^a  Polartetraeder  ist 

In  Bezug  auf  (a  sind  A  und  a  Pol  und  Polarebene,  und  da  JBCD 
Polardreieck  für  A?^  den  Schnitt  von  fA  mit  a,  ist,  so  ist  ABCD  auch 
Polartetraeder  för  f^. 

Jetzt  seien  f\  f  zwei  Flächen  des  Büschels  lcAfA^  welche  von 
irgend  einem  Gomplexstrahle  g  berührt  werden,  und  f^^  f^  die  Doppel- 
elemente der  Involution  {ff'f  1^AfA)\  dann  ist  der  zu  f^y  f^  gehörige 
harmonische  Complex  identisch  mit  dem  gegebenen  zu  f^^^  f^  ge- 
hörigen. Denn  sie  haben  gemeinsam  die  Congruenz  (4,  4),  welche 
dem  H'  und  dem  Tangentencomplexe  von  Tca  gemeinsam  ist  und,  weil 
alle  ihre  Strahlen  auch  fA  berühren,  auch  zum  neuen  Gomplexe  gehört, 
da  Ica  und  fA  in  der  diesem  zu  Grunde  liegenden  Involution  gepaart 
sind,  und  ausserdem  noch  g. 

Jeder  Strahl  von  H'  berührt  ein  Paar  der  obigen  Involution,  und 
die  willkürliche  Wahl  von  g  ist  ohne  Einfluss. 

So  erhalten  wir  00^  Faare  von  Flächen  /i,  /i,  für  welche  H*  har- 
monischer  Complex  ist 

Kommt  Jca  nach  (^4),  so  werden  die  Complexcurven  in  den  Be- 
rührungsebenen sämmtlich  Punktepaare,  deren  Doppellinien  die  zuge- 
hörigen Kanten  von  (A)  sind;  also  fällt  auch  fA  in  (A)  und  daher 
auch  eine  der  beiden  Flächen  f^,  f^\  mithin  gehört  {A)  m  den  Flächen 
f;  die  gepaarte  Fläche  ist  eine  andere. 

Wenn  Jca  nach  0^  fällt,  so  sind  wiederum  die  Complexcurven 
Punktepaare;   ihre  Doppellinien   sind   die  Tangenten  von  (a).     Fläche 
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fA  ist  die  doppelte  Ebene  a.  Diese  ist  in  dem  Büschel,  den  Tca  und 
[a  constitniren,  jederzeit  die  eine  der  beiden  Flächen  fj  f'y  die  von  g 
,,berührt''  werden;  also  ist  die  Involution  parabolisch  und  die  genannte 
Doppelebene  a  das  einzige  Doppelelement;  somü  gehört  die  Ebene  a, 
doppelt  geardnetf  m  den  Flächen  f  und  ist  sieh  selbst  gepaart 

Die  Strahlen  h  haben  auch  die  duale  Eigenschaft;  die  beiden  756 
Complexkegel  aus  zwei  Punkten  von  hy  die  in  der  Punktinyolution 
gepaart  sind,  haben  zwei  Ebenen  eines  Paars  der  Ebeneninvolution  zu 
gemeinsamen  Berührungsebenen,  und  wenn  einmal  die  Complexkegel 
aus  zwei  Punkten  einer  Geraden  yon  denselben  zwei  Ebenen  durch  sie 
berührt  werden,  so  giebt  es  oo^  derartige  Punktepaare  auf  ihr,  die 
dann  in  Involution  sind. 

Jede  Gerade  von  a  hat  diese  Beschaffenheit.  Denn  die  beiden 
Complexkegel  aus  den  Punkten,  wo  sie  den  (a)  trifft,  zerfallen  in 
Ebenenpaare,  welche  die  zugehörigen  Tangenten  von  (a)  zu  Doppel- 
linien haben;  die  „Tangentialebenen'^  aus  der  Geraden  an  das  eine, 
wie  an  das  andere  Paar  fallen  in  a  zusammen. 

Schneiden  wir  unsere  Gerade  h  —  denn  als  solche  ist  sie  nun- 
mehr erkannt  —  mit  A^,  so  sind  die  Complexkegel  beider  Schnitte 
auch  Ebenenpaare  und  ihre  Doppellinien  die  Kauten  des  Kegels  {A), 
Die  beiden  Tangentialebenen  von  h  an  das  eine  und-  das  andere  Paar 
fallen  in  die  Ebene  je  nach  der  Doppellinie  zusammen,  also  beidemal 
in  die  Ebene  hA,  Mithin  liefern  die  Schnitte  von  h  mit  (a)  und  A^ 
zwei  Paare  der  Punktinvolution  auf  h. 

Es  sei  nun  Ka  ein  beliebiger  Kegelschnitt  des  Büschels  [{a\A^ 
oder  durch  die  4  Punkte  A^y  ^,  A^^  A^.  Seine  Schnitte  mit  h  sind 
ein  weiteres  Paar  dieser  Involution;  die  beiden  Complexkegel  aus  ihnen 
haben  zwei  gemeinsame  Berührungsebenen,  also  allgemein  die  Com- 
plexkegel aus  irgend  zwei  Punkten  von  Ka. 

Der  Complexkegel  irgend  eines  Punktes  von  a  enthält  die  beiden 
Tangenten  aus  ihm  an  (a)  und  wird  längs  derselben  von  den  Berüh- 
rungsebenen von  a^  tangirt,  deren  singulare  Strahlen  sie  sind. 

Wegen  dieser  gemeinsamen  Ebenen  ist  es  möglich,  eine  Fläche 
2.  Grades  Fa  zu  construiren,  welche  den  Kegel  a^  längs  (a)  berührt 
und  auch  dem  Complexkegel  aus  einem  bestimmten  Punkte  von  Ka 
eingeschrieben  ist  Diejenigen  aus  allen  übrigen  Punkten  von  Ka  sind 
dann  dieser  Fläche  ebenfalls  umgeschrieben,  weil  sie  sich  mit  ihr  in 
2  Punkten  von  (a)  berühren  und  ausserdem  noch  2  Berührungsebenen 
(vom  Complexkegel  des  erstgewählten  Punktes)  gemein  haben. 

So  ist  jedem  Kegelschnitte  Ka  durch  die  4  Punkte  Ai  eine  Fläche 
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2.  Grades  Fa  zageordnet,  welche  von  den  Complexkegeln  aller  Pankte 
von  Ka  umhüllt  wird. 

Diese  Kegel  erzengen  eine  Congruenz  (4,4):  den  Durchschnitt  von 
H'  mit  dem  Tangentencomplexe  oder  besser  dem  Complexe  der  Treff- 
geraden  von  Ka. 

Seien  F\  F"  zwei  Flächen  aus  der  Schaar  (-ff«,  Fa)y  welche  von 
demselben  Strahle  g  von  H'  berührt  werden^  und  JF\y  F^  die  Doppel- 
elemente der  Involution  (F',  2^";  JT«,  Fa\  so  ist  der  dual  construirte 
harmonische  Complex  der  Flächen  F^,F^j  d.  h.  der  Gomplex  der  Strah- 
len^ von  denen  harmonische  Paare  von  Tangentialebenen  an  2^^,  i^, 
kommen;  mit  H^  identisch;  denn  sie  haben  die  eben  genannte  Gon- 
gruenz  (4,  4)  und  den  Strahl  g  gemeinsam. 

Damit  ist  das  wichtige  Ergebniss  erhalten: 

Jeder  Complex^  der  sich  als  Ort  der  Sirahlen  ergiebt,  tveldie  ewei  ge- 
gebene  Flächen  2,  Grades  harmonisch  schneiden^  ist  auch  Ort  der  Stroh- 
len,  von  denen  an  zwei  Flächen  2.  Grades  harmonische  Faare  von  Be- 
riihrungsä>enen  gehen, 

und  auch  hier  sind  cx)*  Paare  solcher  Flächen  F,,  F^  möglich. 

Aber  die  Flächen  sind  im  zweiten  Falle  andere  als  im  ersten;  so 
dass  wir,  wenn  wir  von  denselben  zwei  Flächen  ausgehen^  zwei  ver- 
schiedene Gomplexe  erhalten,  die  aber  von  derselben  Art  sind.  Die 
Bezeichnung  ^^harmonischer  Gomplex'^  ist  unzweideutig,  nicht  so  aber 
die  Bezeichnung  „harmonischer  Gomplex  zweier  Flächen  2.  Grades''. 

Für  den  Kegelschnitt  Ka  ist  BCD  Polardreieck  und  also  für  die 
Fläche  Ka  AB  CD  Polartetraeder. 

Weil  Fa  dem  Kegel  c^  längs  (a)  eingeschrieben  ist,  so  ist  A  Pol 
von  a,  und  da  BCD  Polardreieck  von  (a)  ist,  so  ist  AB  CD  auch 
Polartetraeder  für  Fa* 

Ein  singulärer  Punkt  S  des  Gomplexes  ist  bei  der  jetzigen  dualen 
Entstehungsweise  ein  gemeinsamer  Punkt  zweier  gepaarter  Flächen  der 
involutorischen  Flächenschaar,  und  die  Tangente  an  die  Schnittcurve 
ist  der  zugehörige  singulare  Strahl  s.  Für  F^j  die  zu  sich  selbst  ge- 
paart ist,  ist  diese  Schnittcurve  die  Baumcurve  4.  Ordnung,  längs  deren 
sie  von  der  ihr  und  der  F^  umgeschriebenen  abwickelbaren  Fläche 
4.  Klasse  berührt  wird. 

Die  Tangentialebenen  aus  s  an  die  Fläche  der  Schaar,  die  zur 
dritten  durch  den  Punkt  S  gehenden  Fläche  in  der  Involution  gepaart 
ist,  sind  die  Ebenen  des  Gomplex-Ebenenpaars  (ß). 

Wenn  Ka  nach  (a)  kommt,  so  ergiebt  sich  (a)  als  eine  der  bei- 
den Flächen  jp\,  F^\  die  andere  ist  von  ihr  verschieden.     Geht  aber 
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Ka  in  A^  Ober,  so  fallen  die  beiden  Flächen  F^y  F^  in  den  doppelten 
Ebenenbündel  A  zusammen. 

Die  Mannigfaltigkeit  unseres  Complexes  ist  17^  also  um  2  ge- 
ringer als  die  des  allgemeinen  Complexes  r^\  denn  es  giebt  oo^^  Bü- 
schel (oder  Schaaren)  von  Flächen  2.  Grades;  jeden  kann  man  auf  oo' 
Weisen  involutorisch  machen.  Andererseits  aber  kann  jeder  harmo- 
nische Gomplex  auf  oo^  Weisen  in  der  einen  oder  andern  Art  erzeugt 
werden  (vergl.  Nr.  754). 

Oder  es  giebt  cx^^  Paare  von  Flächen  /i,  /*,  oder  F^  F^\  jedes 
fOhrt  zu  einem  Gomplex  H^;  aber  jeder  solche  Gomplex  ergiebt  sich 
bei  oo^  Paaren. 

Es  sei;  indem  wir  zur  ersteren  Erzeugung  zurückkehren^  f^f^  irgend  757 
eins  der  cx>^  Paare  von  Flächen^  welche  von  den  Strahlen  von  H*  har- 
monisch geschnitten  werden. 

Die  Sehnencongruenz  (2;  6)  der  Raumcurve  r  ^  f^f^  hat  mit  H* 
eine  Begelfläche  16.  Grades  gemein^  welche  sich  in  die  4  Regelschaa- 
ren  von  f^^  /*,  imd  die  abwickelbare  Fläche  8.  Ordnung  der  Tangenten 
von  r  zerlegt;  eine  andere  Fläche  des  Büschels  f^f^  hat  mit  ihm  nur 
die  8  von  r  berührten  Geraden  gemeiusam. 

Jede  Gerade  von  H*,  welche  r  triflPt,  berührt  im  Treffpunkte  /i 
oder  f^y  oder  die  beiden  Strahlenbüschel  von  H';  die  von  einem  Punkte 
von  r  ausgehen^  berühren  in  ihm  die  Flächen  f^y  f^  und  bestimmen 
sie  in  dem  Büschel  JcAfA^^fif^- 

Die  Gurven  r^JcAfA,  welche  den  verschiedenen  Paaren  Jca,  /a  zu- 
gehören, erzeugen  die  singulare  Fläche,  ihre  Tangenten-Developpablen 
die  Gongruenz  der  singulären  Strahlen. 

Die  Kegel  Jca  bilden  eine  Schaar  mit  den  gemeinsamen  Berüh- 
rungsebenen cCi,  cc^y  a^f  a^;  die  Flächen  fA  sind  dem  Kegel  (A)  längs 
A^  eingeschrieben.  Beide  Flächensysteme  befinden  sich  in  eindeutiger 
Beziehung.  Der  Kegel  (A)  gehört  zu  beiden  und  entspricht  sich  selbst; 
denn  die  Gomplexcurven  in  seinen  Berührungsebenen  sind  Punktepaare 
auf  den  Kanten  und  diese  Doppelgeraden  erfüllen  ihn  selbst.  Daher 
ist  das  Erzeugniss  nicht  6.;  sondern  nur  4.  Ordnung.  Andererseits  ist 
dies  Paar  JcAfA  zur  Herstellung  des  Gomplexes  nicht  geeignet. 

Die  Gurven  r  sind  die  ferneren  Schnitte  der  Flächen  fA  mit  <P 
ausser  der  Berührungscurve  A*. 

Wir  fanden  eben,  dass  jede  Fläche  /*  die  Ebenen  von  oo^  Strah- 
lenbüscheln des  Gomplexes  in  ihren  Scheiteln  berührt;  diese  in  sich 
duale  Eigenschaft  kommt  aber  auch  den  Flächen  jP  zu;  ausserdem 
haben  die  einen ^  wie  die  andern  ABCD  zum  Polartetraeder.     Diese 
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sechsfache  Bedingung  und  die  dreifache ,  die  Ebene  eines  bestimmten 
Complex-Strahlenbüschels  in  dessen  Scheitel  zu  tangiren,  f&hrt  zu  einer 
f  sowohl  wie  zu  einer  F^  und  da  durch  sie  eine  Fläche  2.  Grades  ein- 
deutig bestimmt  wird,  so  sind  beide  Flächen  identisch.    Also: 

Das  System  %  der  Flächen  f  ist  mit  dem  der  Flächen  F  identisch. 

Die  Paarung  ist  aber  in  dem  einen  FäUe  nickt  die  nämliche  wie  im 
andern* 

Einer  Fläche  f^  ^  F^^  welche  ABCD  eum  Polartetraeder  und  einen 
bestimmten  Chmfiex-Strahlenbiischel  0um  Tangentenbüschel  hat^  ist  als  f^ 
diejenige  gepaart,  welche  den  zweiten  Complex- Strahlenbüschel  aus  dem 
nämlichen  Punkte,  und  als  F^  diyenige,  welche  den  eweiten  in  derselben 
Ebene  eum  Tangentenbüschel  hat. 

Zu  diesen  Flächen  f=  F  gekoren  die  vier  Kegd  {A\  (B),  (0),  (D) 
und  die  vier  Kegelschnitte  (a),  (ß),  (y),  (ß). 

Und  zwar  gehören  die  (Ä),  ...  zu  den  f  als  Kegel,  zu  den  F  als 
doppelte  EbenenbQndel,  die  (a),  ...  zu  den  F  als  Kegelschnitte,  zu 
den  f  als  doppelte  Ebenen.  Jeder  von  jenen  ist  als  F  sich  selbst,  als 
f  einer  andern  Fläche,  jeder  von  diesen  als  f  sich  selbst,  als  F  einer 
andern  Fläche  gepaart. 

758  Ein  beliebiger  Strahl  g  von  H^  tri£Pt  O  viermal  und  in  jedem  der 

Treffpunkte  eine  Ourve  r  ^  f^f^]  als  Strahl  von  H^  muss  er  dann  /j 
oder  f^  tangiren,  und  umgekehrt,  wenn  ein  g  von  H'  eine  Fläche  ^ 
unseres  Systems  berührt,  so  muss  dies,  wegen  des  Harmonisch- 
schneidens, auf  r^fif^  geschehen,  der  Berührungspunkt  also  auf  9 
liegen. 

Dies  lehrt  uns,  dass  von  unserm  Flächensysteme  f$  4  Flächen  eine 
Gerade  berühren.  Aber  auch  die  beiden  andern  Charakteristiken  dieses 
Systems  sind  4;  ich  unterdrücke  jedoch  den  ausführlichen  Beweis,  dass 
durch  einen  Punkt  P  4  Flächen  gehen.  P  scheidet  aus  dem  Gebüsche 
der  Flächen,  zu  denen  ABCD  als  Polartetraeder  gehört,  ein  Netz  aus 
und  ein  weiterer  Punkt  X  aus  diesem  wiederum  einen  Büschel;  diesen 
Punkt  X  lässt  man  auf  einem  ebenen  Schnitte  der  O  sich  bewegen 
und  untersucht,  wie  oft  die  Tangente  der  Grundcurre  des  Büschels  in 
einen  der  Complex- Strahlenbüschel  aus  X  fallt;  man  hat  jedoch  zu 
beachten,  dass  immer  4  Lagen  yon  X  zu  derselben  Fläche  führen. 

Indem  wir  aber  die  Charakteristik  v  t»  4  kennen  und  wissen,  dass 
im  Systeme  4  Kegel  und  4  Kegelschnitte  vorhanden  sind,  können  wir 
mit  Hilfe  der  Charakteristiken-Formeln  in  I,  Nr.  20  die  beiden  andern 
Charakteristiken  ermitteln  und  finden:  ft  =>  p  =  4;  dass  sie  gleich 
sind,  wissen  wir  auch  von  vom  herein. 


Der  hannoniache  oder  Battaglini'sohe  Complex  und  das  Tetraedroid.     345 

iDie  4  Flächen  von  ^,  welche  durch  Ä  gehen,  sind:  der  Kegel  {A)' 
und  die  Doppelebenen  der  Kegelschnitte  (ß),  {y)y  {S). 

Zwei  gepaarte  Flächen  f^y  f^  schneiden  einander  in  einer  auf  9  759 
gelegenen  Curve  4  Ordnung  r;   es  sei  p  die  zweite  Raumcurve  dieser 
Ordnung,  in  welcher  f^  die  Fläche  9  schneidet,   der  Schnitt  von  f^ 
mit  der  eigenen  Polarfläche  tp^^  nach  f^  (Nr.  750). 

Von  den  Cunren  r  wird  9  einfach  überzogen,  denn  sie  werden 
durch  die  Flächen  (a  eines  Büschels  eingeschnitten;  die  8  Punkte, 
welche  r  ^  f^f^  mit  /*,  gemeinsam  hat,  liegen  deshalb  auf  p,  und 
jeder  Punkt  von  q  gehört  zu  einer  solchen  Gruppe  associirter  Punkte. 
Sei  nun  X  ein  beliebiger  Punkt  von  p;  durch  ihn  gehen  4  Flächen 
des  Systems  S,  ersichtlich  /,,  femer  die  beiden  Flächen  f^y  f^^  deren 
Schnittcurre  /  die  Gruppe  einschneidet,  zu  welcher  X  gehört,  und 
eine  vierte  Fläche  f^%  welche  sich  mit  ihrer  gepaarten  f^'  in  einer  /' 
schneidet,  die  nicht  durch  X  geht,  sondern  f^  oder  p  in  einer  andern 
Gruppe  associirter  Punkte  schneidet;  daher  hat  f^'  mit  p  9  Punkte  ge- 
mein und  enthält  sie  ganz. 

Somit  ist  folgende  interessante  „Verkettung''  der  Flächen  f  fest- 
gestellt: 

Ztcei  gepaarte  Flächen  f^,  f^  schneiden  sich  in  einer  auf  O  gelege- 
nen Ourve  r,  ^  schneidet  9  in  einer  eweiten  Curve  p,  durch  welche  eine 
mceite  Fläche  f^  geht,  die  toiederum  mit  ihrer  gepaarten  Fläche  f^  sich 
in  einer  r  schneidet^  u.  s.  «;•*) 

Auch  diese  zweiten  Curven  p  überziehen  9  einfach:  durch  jeden 
Punkt  von  9  geht  eine  r  und  eine  p;  in  jener  schneiden  sich  zwei 
gepaarte,  in  dieser  die  beiden  übrigen  von  den  4  durchgehenden  f. 
Wenn  der  Punkt  aber  einer  der  8  Schnittpunkte  ist,  in  denen  die 
beiden  von  der  nämlichen  Fläche  f^  ausgeschnittenen  Gurren  r  und  p 
sich  begegnen,  so  zahlt  f^  doppelt  unter  den  4  Flächen. 

Van  den  Kegelschnitten  (a),  Ä^;  (/}),  B\'  ...  in  den  4  Tetraeder-  760 
Ebenen  schneiden  sich  die  ungleichartigen  je  eweimai,  z.  B.  («)  und  BK 

Denn  der  Kegel  (£),  d.  i.  der  Complexkegel  aus  B,  schneidet  a 
in  2  aus  B  kommenden  Strahlen,  welche  (a),  die  Gomplexcurye  in  a, 
berühren  und  zwar  auf  CD,  der  Polare  von  B  nach  (a).  Da  aber  (B) 
über  B^  steht,  so  folgt  daraus,  dass  diese  Berührungspunkte  den  B* 
und  (a)  gemeinsam  sind. 


*)  Dies  bietet  Gelegenheit,  den  Anfsais  Ton  Schur  Über  den  harmonischen 
Complex  (Math.  Annalen  Bd.  81  8.  616)  sa  erw&hnen. 
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Die  Schnittpunkte -Paare  von  (a)  und  B^,  (/})  und  A^  sind  die 
Begegnungspunkte  von  aß  mit  O  (yergl.  Nr.  752).  Daraus  folgt^  dass 
Ä^  und  B^,  (a)  und  (ß)  einander  nicht  begegnen.  Ebenso  haben  zwei 
Kegel  wie  (Ä)  und  ß^  zwei  Tangentialebenen  gemeinsam. 

Wir  haben  bis  jetzt  die  Ourven  r  als  weitere  Schnitte  tob  9  mit 
den  Flächen  fAy  welche  O  längs  Ä^  berühren,  betrachtet. 

Als  Curven  r^f^f^  aber  haben  sie  nothwendig  gleichartiges  Ver- 
halten zu  Ä^y  B\  C\  JD*;  durch  jede  geht  also  auch  eine  Flache  (b, 
fcy  Tdj  welche  9  längs  f  ,  G^y  Iß  tangirt.  Man  kann  dies  auch  direct 
einsehen.  Es  sei  r  mit  Hilfe  von  (a  erhalten;  JS*  triflFt  (a  in  4  Punk- 
ten, welche,  da  J^  und  f  sich  nicht  begegnen,  alle  auf  r  liegen. 
Die  Fläche  fßy  welche  9  längs  B^  eingeschrieben  und  durch  einen 
beliebigen  Punkt  von  r  gelegt  ist,  berührt  r  in  jenen  4  Punkten  und 
hat  also  im  Oanzen  9  Punkte  mit  ihr  gemeinsam. 

Bemnack  ergiebt  sich  9  auf  6  Weisen  ais  Ersfeugniss  prcjecUver 
Büschel  von  Flächen  2.  Grades,  welche  sich  conisch  beriihren. 

Aber  es  findet  noch  eine  weitere  Specialität  stau.  Denken  wir  uns 
A^  und  B^  als  die  Berührungscurven,  so  liegt  jeder  der  beiden  Be- 
rührungspole A,  B  in  der  Ebene  der  andern  Curve  J?^,  A?  und  ist 
Pol  der  Geraden  ßa  nach  derselben. 

Aber  auch  die  Projectiyilät  ist  einer  Beschränkung  unterworfen. 
Zu  den  Gurren  r  gehören  die  andern  in  den  Tetraeder-Ebenen  gelege- 
nen Kegelschnitte  (a),  . . .;  je  doppelt  gerechnet.  Denn  z.  B.  (y)  trifft 
A}  zweimal  und  berührt  in  den  Treffpunkten  den  allen  fA  umgeschrie- 
benen Kegel  AA^\  daher  geht  eine  der  Flächen  fA  durch  {y)  und,  da 
ABCD  für  alle  Polartetraeder  ist,  so  ist  der  Kegel  G{y),  weil  der  4>, 
auch  dieser  fA  längs  (y)  umgeschrieben,  und  9  und  sie  berühren  sich 
längs  dieser  Curve. 

In  unsem  beiden  Flädienbüschdn  mit  den  BeriÜhrungscurven  A^y  B^ 
und  den  Beriihrungspolen  A,  B  entsprechen  daher  die  nach  (y)  und  die 
nach  (d)  gehenden  Flächen  einander. 

Wir  kehren  jetzt  die  Frage  um,  ohne  jedoch  die  Sache,  die  ja 
weniger  liniengeometrisch  ist,  eingehend  zu  behandeln. 

Es  liegen  zwei  projective  Flächenbüschel  2.  Ordnung  93«!  ^^  mit 
conischer  Berührung  vor;  die  Berührungscuryen  seien  A^,  B^  in  cc,  /}, 
die  Berührungspole  Ay  B  und  zwar  so,  dass  B  Pol  von  aß  nach  A^y 
A  der  nach  B*  ist. 

Die  erzeugte  Fläche  4.  Ordnung  hat  in  a  einen  Kegelschnitt  — 
den  bisherigen  (a),  den  wir  aber  nun  lieber  a'  nennen  wollen  — , 
längs  dessen  sie  yon  einem  Kegel  2.  Grades  aus  A  berührt  wird,  und 
ebenso  einen  b^  in  ß]   a^  und  B*,  V  und  A*  treffen  sich  je  zweimal 
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auf  aß,  und  Cy  D  sei  das  gemeinsame  harmonische  Paar  zu  diesen 
Paaren.  Die  beiden  Büschel  S3a9  ^ß  schneiden  in  y^ÄBD  Eegel- 
schnitt-Büschel  ein,  welche^  wie  sich  leicht  beweisen  lässig  einen  ge- 
meinsamen Kegelschnitt  c*  haben,  nnd  ebenso  ergiebt  sich  d*  in 
S  =  ÄBa 

Die  Projectivitat  'zwischen  S3a,  S3^  wird  nun  so  eingeschränkt, 
dass  die  nach  c^  nnd  die  nach  d^  gehenden  Flächen  einander  entspre- 
chen; das  giebt  dann  noch  einen  zweiten  Kegelschnitt  C\  D^  der  er- 
zeugten Fläche  in  y,  d,  Sie  wird  je  von  den  4  Kegeln  ÄA\...  DD* 
längs  A^,  ...  berührt  und  hat  die  16  Punkte  -4*a*,  . . .  2)*(?  zu  Dop- 
pelpunkten; da  z«  B.  bei  einem  der  4  Punkte  Ä*a*  jeder  durch  ihn  in 
a  und  jeder  durch  ihn  in  der  Berührungsebene  von  Äa*  gelegte  Strahl 
zwei  vereinigte  Schnitte  hat. 

Damit  ist  die  Fläche  als  Kummer^sche  Fläche  erkannt,  jedoch  mit 
der  besonderen  Eigenschaft,  dass  die  16  Doppelpunkte  m  je  vieren  in  den 
4  Ebenen  eines  Tetraeders  liegen.  Sie  wurde  —  schon' vor  Kummer's 
Beschäftigung  mit  der  nach  .ihm  benannten  Fläche  —  von  Cayley*) 
als  Verallgemeinerung  der  Fr esneTschen  Wellenfläche  untersucht  und 
Tetraedroid  genannt. 

Ihre  Mannigfaltigkeit  ist  um  1  geringer,  als  die  der  Kummer^schen 
Fläche,  also  17;  dies  zeigt  die  vorangehende  Construetion,  bei  welcher 
der  Büschel  93«  auf  oo^+',  die  Ebene  ß  auf  oo*,  der  Kegelschnitt  B* 
auf  oo'  und  die  Projectivitat  auf  oo^  Weisen  möglich  ist,  während  ein 
bestimmtes  Tetraedroid  nur  auf  eine  endliche  Zahl  von  Weisen  so 
hergestellt  werden  kann. 

Der  harmonische  Complex  hat  dieselbe  Mannigfaltigkeit,  und  wir  761 
wissen  ja  auch  schon  aus  Nr.  754,  dass  nur  eine  endliche  Zahl  unter 
den  zu  einem  Tetraedroide  als  singulärer  Fläche  gehörigen  Complexen 
harmonisch  sind. 

Wir  haben  in  den  Tetraeder- Ebenen  2  Gruppen  von  4  Kegel- 
schnitten: 

A\   B\    C\    D\' 

a\     V,     (?,     d«; 

man  überzeugt  sich  leicht  aus  der  vorangehenden  Construction  der 
Fläche,  dass  die  4  Kegelschnitte  derselben  Zeile  windschief  gegen  ein- 
ander sind,  jeder  aber  die  drei  der  andern  Zeile,  die  nicht  in  der  näm- 
lichen Colonne  stehen,  zweimal  trifft 


*)  Jomnal  de  Math^matiques  (von  LioaTÜle)  Ser.  I  Bd.  11  8.  291;  Caylej, 
Mathematical  Papers  Bd.  I  S.  302. 
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Jede  von  den  erzeugenden  Curven  r,  in  denen  entsprechende  Flä- 
chen fAj  fß  von  S3a,  93^  sich  schneiden,  trifft  C,  D^  yiermal  und  wir 
erkennen,  dass  sie  deshalb  mit  C\  D*  durch  Flächen  fc^  fn  verbunden 
ist,  welche  längs  dieser  Kegelschnitte  das  Tetraedroid  berühren.  ÄBCD 
ist  Polartetraeder  für  fA,  fsy  also  auch  fELr  fcf  fj),  und  die  4  Eegel 
durch  r  haben  ihre  Spitzen  in  A,  B,  (7,  D;  neilnen  wir  sie  daher  Ua, 
. . .  Jcj).    Die  4  Flächenpaare  des  Büschels: 

^A}  /ä)      T^By   fß'j     t(7j   /c;    J^Df   fü 

sind  in  Involution;  um  das  zu  erkennen,  genügt  es  zu  beweisen,  dass 
die  Tangentialebenen  an  die  3  ersten  Paare  in  einem  der  Punkte  X, 
in  denen  r  die  S  schneidet,  in  Involution  sind,  bezw.  deren  Spuren  in 
S.  Nun  berühren  sich  d^  und  SfA  doppelt  auf  BC  mit  A  als  Berüh- 
rungspole, also  sind,  nach  bekanntem  Satze  fDr  zwei  sich  doppelt  be- 
rührende Kegelschnitte,  die  Tangenten  aus  X  an  ä^  harmonisch  zu  der 
Tangente  in  X  an  8fA  und  dem  Strahle  nach  dem  Berührungspole  A^ 
den  Spuren  der  Tangentialebenen  von  (a  und  TcAf  und  ebenso  zu  denen 
der  Tangentialebenen  yon  fß  und  Tcß^  fc  und  Tcc* 

Es  seien  nun  ^i,  f^  die  Doppelelemente  der  Involution  der  4  Flä- 
chenpaare; so  wird  die  singulare  Fläche  des  zu  ^,  f^  gehörigen  har- 
monischen Complexes  von  den  4  Kegeln  AA?^  ...  längs  J.^,  ...  be- 
rührt und  enthält  r;  folglich  ist  sie  mit  dem  Tetraedroide  identisch« 

Benutzt  man  ebenso  die  zweite  Gruppe  a^,  . . .,  so  erhält  man 
einen  zweiten  harmonischen  Complex,  für  den  das  Tetraedroid  singu- 
lare Fläche  ist. 

Jede  f^  begegnet  dem  Tetraedroide  ausser  in  der  Curve  r,  in  der 
sie  sich  mit  f^  schneidet,  noch  in  einer  zweiten  Ourve  4.  Ordnung  p; 
weil  r  die  4  Schnitte  f^A?  enthält,  so  liegen  die  f^a^  auf  p;  durch  p 
gehen  also  4  Flächen  9^,  . . .,  welche  das  Tetraedroid  längs  a^,  ... 
berQhren.  Wcts  die  r  für  den  einen,  sind  die  p  für  den  andern  harmo- 
nischen Complex.  Die  Tangenten  in  einem  Punkte  der  Fläche  an  die 
beiden  Curven  r,  p  sind  die  ihnen  zugehörigen  singulären  Strahlen, 
und  da  sie  verschieden  sind,  so  sind  es  auch  die  Complexe.  Zu  den 
r  gehören  die  a^,  . . .,  zu  den  p  die  A^,  . . .,  je  doppelt  gerechnet. 

Zu  jedem  Tetraedroide  als  singulärer  Fläche  gehören  2  harmonische 
Comfleoce.^) 


*)  Man  nennt  den  harmonischen  Complex  auch  Complex  von  Battaglini 
(Atti  deir  Accademia  di  Napoli  1866;  Giomale  di  Matematiche  Bd.  6  S.  289,  Bd.  7 
S.  66).  Battaglini  glaubte,  dass  die  analytische  Gleichung ^«({es  Complexe«  2.  Grades 
sich  auf  die  Glieder  mit  den  Quadraten  der  Coordinaten  redaciren  lasse,  und  hielt 
daher  den  Complex  mit  einer  solchen  Gleichung  für  den  allgemeinen.    F.  Klein 
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Jede  Curye  des  einen  der  beiden  Systeme  r,  p  begegnet  keiner 
andern  aus  demselben  Systeme,  jeder  des  andern  in  8  Punkten;  und 
es  sind  daher  jede  r  und  jede  q  durch  eine  Fläche  2.  Grades  ver- 
bunden; die  Flächenbüschel  durch  zwei  Gurren  desselben  Systems  sind 
projectiv  mit  den  Gurren  des  andern  als  Sehnittcurven  entsprechender 
Flächen. 

So  ergeben  sich  oo^  Flächen  (r,  p),  zum  Gebüsche  gehörig,  für 
das  ABCD  Polartetraeder  ist;  durch  2  Punkte  gehen  2  Flächen  dieses 
Systems;  wenn  sie  auf  dem  Tetraedroide  liegen,  die  Flächen  (r^Ps), 
(r^pj.  Zu  diesem  Systeme  gehören  die  Flächen  /i;  /'s;  •  •  •;  9i9  9i>  •  -  * 
durch  welche  die  beiden  Gomplexe  entstehen.  Zum  Systeme  der  fuft,"* 
gehören  die  a',  ...  die  ÄÄ%  . . .,  zu  dem  der  ^j,  q>^^  ...  die  A^y  . . ., 
Aa%  . . .,  Guryen  und  Kegel  des  einen ;  bezw.  des  andern  Gomplexes, 
woraus  erhellt,  dass  die  Systeme  der  f  und  der  9  in  der  That  ver- 
schieden sind.  Wenn  also  auch  in  q  sich  zwei  Flächen  f  schneiden 
(Nr.  759)^  so  sind  das  nicht  die  9^,  %;  vielmehr  bilden  die  9  neue 
Ketten. 

Die  16  Punkte  D  und  16  Ebenen  d  der  Kummer'schen  Fläche  762 
bilden,  wegen  der  6  Gewinde  F^,  . . .,  F^  in  Involution,  eine  Figur  ^3,, 
wie  wir  sie  in  I,  Nr.  185 — 192  genauer  untersucht  haben;  mit  einer 
solchen  Figur  sind  (Nr.  186)  15  Tetraeder  T  (Fundamental-Tetraeder) 
verbunden,  und  in  Nr.  192  ist  gezeigt  worden,  dass  es  genügt,  dass 
ein  Element  einer  F^  mit  einem  (dualen)  Elemente  eines  Tetraeders 
T,  z.  B.  eine  Ebene  von  JP,,  mit  einer  Ecke  von  jT,  incidirt,  um  zu 
bewirken,  dass  durch  jede  Ecke  von  T  4  Ebenen  von  F^^  gehen,  in 
jede  Ebene  von  T  4  Punkte  von  F^  fallen. 

Dies  beweist,  dass  die  besondere  Lage  der  Z>  und  d,  mit  der  wir 
es  hier  zu  thun  haben,  nur  eine  einfache  Bedingung  und  deshalb  die 
Mannigfaltigkeit  des  Tetraedroids  nur  um  1  geringer  ist,  als  die  der 
allgemeinen.  Kumme  raschen  Fläche. 

In  unserm  Tetraeder  ABCD  haben  wir  es,  wie  wir  direkt  er- 
kennen können,  mit  einem  solchen  Fundamental-Tetraeder  zu  thun. 

Von  jedem  der  4  Doppelpunkte  Ai  in  a  kommt  an  jede  der  sechs 
Cj^  ein  Strahlenbüschel,  von  dem  ein  Strahl  in  a  föllt;  jede  der  C|^ 
hat  nur  2  Strahlen  in  a;  folglich  müssen  je  zwei  Gegenseiten  des 
Vierecks  der  Ai  zu  zwei  Gongruenzen  als  Strahlen  gehören,  nehmen 
wir  an: 


war  es,  der  auf  den  Irrthnm  aofmerkaam  machte  [Inaagaraldissertation  (Bonn  1868, 
abgedruckt  Mathem.  Annalen  Bd.  23  S.  639)  and  Mathem.  Annalen  Bd.  2  S.  222] 
nnd  seigte,  dass  nur  der  harmonische  Complex  so  dargestellt  werden  kann. 
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Diese  Strahlenpaare  gehören  also  zu  den  Fundamental-Strahlennetzen 
FiFj, BCD  ist  Polardreieck  von  (a)  und  -4.^,  also  Diagonal- 
dreieck des  Vierecks  der  Äi]  es  sei 

A^A^j  A^A^  sind  sich  schneidende  Strahlen  von  F^T^;  folglich  geht 
dessen  eine  Leitgerade  1^2  durch  B,  während  die  andere  11%  in  a  fallt; 
ebenso  gehen  2^4,  l^  durch  C>  D  und  {34;  {56  fallen  in  a.  Diese  6 
Leitgeraden  müssen  aber  ein  Fundamental -Tetraeder  bilden;  also  ist 
a^li2liAlU  eine  Ebene  desselben.  Femer  muss  l^^  durch  den  Punkt 
lUlU  gehen;  d.  h.  dieser  Punkt  ist  der  Punkt  JB^a^sS  ^^®  ^is;  ^34»  ^6 
sind  die  Geraden  CD,  DB,  BC. 

Indem  in  ß  schon  CD  als  lii  erkannt  ist,  ergiebt  sich,  dass  die 
beiden  in  A  sich  schneidenden  Seiten  des  Vierecks  der  Bi  zum  Netze 
AA  gehören  und  l^^  und  ebenso  l^,  I^q  durch  A  gehen.  Damit  ist 
ABCD  als  das  Fundamental -Tetraeder  (12)(34)(56)  erkannt;  es  ist 
in  unserm  Falle  vor  den  14  übrigen  ausgezeichnet. 

Aber  wir  haben  uns  auch  noch  davon  zu  überzeugen,  dass,  wenn 
in  einer  der  Doppel-Berührungsebenen  der  Kummer 'sehen  Fläche  die 
6  Doppelpunkte  in  Involution  sind,  diese  Ebene  durch  eine  Ecke  eines 
der  zu  den  6  Fundamental-Gewinden  gehörigen  Fundamental-Tetraeder 
geht  Wir  wollen  lieber,  da  wir  es  doch  mehr  mit  den  Congruen- 
zen  Q'  zu  thun  haben,  die  Buchstaben  S,  6  anwenden.  Also  die  6  Punkte 
Si,  ...  S^,  welche  in  Bezug  auf  C^^,  ...  zu  der  singulären  Ebene  6 
gehören  und  auf  dem  Kegelschnitte  [6]  liegen,  seien  in  Involution: 

StS%f  s^s^,  S^S^. 

S^S^  ist  gemeinsamer  Strahl  von  Q*,  Cg*,  also  Strahl  von  F^r^, 
ebenso  S^S^  von  F^F^,  S^Sq  von  F^Fq.  Die  Ebene  6  schneidet  das 
dieser  Gruppirung  der  Strahlennetze  zugehörige  Fundamental-Tetraeder 
(12)  (34)  (56)  in  einem  Vierseite,  von  dem  S^S^,  S^S^,  S^Sq  Diagonalen 
sind;  da  sie  aber,  infolge  der  jetzigen  Voraussetzung,  in  einen  Punkt 
zusammenlaufen,  so  muss  6  durch  eine  Ecke  des  Tetraeders  gehen. 

Mithin  ist  die  involtäorische  Lage  der  6  Doppelpunkte  der  Kummer- 
sehen  Fläche  in  irgend  einer  der  doppelten  Berührungsebenen,  oder  die 
involutorische  Lage  der  6  Doppeltangenten  in  irgend  einem  Tangenten- 
huschet  der  Fläche,  oder  die  involutorische  Lage  der  6  Doppelgewinde  in 
der  BeiJie  der  consingulären  Complexe  äquivalent  mit  der  besondem  Lage 
der  Doppelelemente  m  dem  ausgezeichneten  Tetraeder, 
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Und  weil  die  16  Reihen  von  je  6  Doppelpunkten  alle  projectiv 
sind  und  ebenso  alle  BQschel  von  Doppeltangenten,  so  genügt  es,  dass 
die  Involution  in  irgend  einer  doppelten  Beriäirungsebenej  in  irgend  einem 
TangentenbUschel  statt  hat  Die  Bedingung,  die  eine  Kummer 'sehe 
Fläche  zum  Tetraedroide  macht,  ist  eben  einfach. 

Nach  Nr.  750  befinden  sich  im  harmanisclien  Complexe  H^  die  beiden  763 
Begelschaaren  einer  jeden  Flädie  f  {oder  F\  die  gusammen  mit  einer  ge- 
fvissen  andern  zu  seiner  Erzeugung  dient 

Diese  Eigenschaft,  zwei  verbundene  Begelschaaren  zugleich  zu  ent- 
halten, kommt  dem  harmonischen  Complexe  allein  zu.*) 

In  der  That,  es  seien  q  und  X  zwei  verbundene  Begelschaaren,  auf 
der  Fläche  2.  Grades  /i  gelegen,  welche  in  dem  Complexe  F*  sich  be- 
finden. Wir  legen  durch  X  und  einen  Strahl  g  von  q  das  Strahlen- 
netz; es  schneidet  eine  zweite  Begelschaar  aus,  welche  g  enthält  und 
X  zweimal,  in  Z',  T,  schneidet.  Da  aber  diese  Geraden  von  g  getroffen 
werden,  so  zerföUt  die  zweite  Begelschaar  in  die  beiden  Strahlenbüschel 
gl\  gV\  Somit  haben  wir  auf  der  Fläche  /i  eine  Curve  von  Punkten, 
aus  denen  Strahlenbüschel  an  F^  kommen,  von  welchen  jeder  einen 
Strahl  von  q  und  einen  von  X  enthält.  Jeder  Strahl  von  q  enthält 
2  Punkte  dieser  Curve  und  ebenso  jeder  Strahl  von  X\  also  ist  sie 
eine  Baumcurve  4.  Ordnung  I.  Art  r.  Die  fraglichen  Strahlenbüschel 
von  r^  sind  die  Tangentenbüschel  von  f^  in  den  Punkten  dieser  Curve, 
welche  eine  Congrueoz  4.  Grades  erzeugen.  In  dem  zweiten  Strahlen- 
büschel des  r^  aus  irgend  einem  Punkte  von  r  nehmen  wir  nun  einen 
der  Strahlen  g\  welche  r  nochmals  treffen;  er  bestimmt  mit  r  eine 
zweite  Fläche  2.  Grades  ^.  Der  harmonische  Complex  H^,  welcher  zu 
f\}  fi  gshört,  hat  mit  dem  gegebenen  F^  jene  Congrnenz  4.  Grades 
(Nr.  750)  und  den  Strahl  g'  gemein,  ist  folglich  mit  ihm  identisch. 
Wir  erhalten  daher  auch: 

Wenn  ein  Complex  I^  einmal  zwei  verbundene  Begelschaaren  enthalt, 
so  enthält  er  oo^  P<mre  verbundener  Begelschaaren, 

Ein  besonders  interessantes  Beispiel  eines  harmonischen  Complexes  764 
ist  der  Complex  der  Strahlen,  voti  denen  an  eine  gegebene  Fläche  2.  Gra- 
des F^  recJitwinMige  Berührungseibenen  kommen,  der  Paiuvin'sche  Com- 
plex.**) 

Die  zweite  Fläche  F^  ist  die  absolute  Curve  ß^.    Das  gemeinsame 


♦)  Schur,  a.  Nr.  769  a.  0.;  vgl.  Nr.  691. 

**)  Painvin,  Nouvelles  Annales  de  Matb^matiques  1872  S.  49;  Desmonlin, 
Bulletin  de  la  Soci^t^  mathematiqae  Bd.  20  S.  122. 
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Polartetraeder  besteht  daher  aus  den  drei  Hauptebenen  a,  ß,  y  Ton 
F^  und  der  unendlich  fernen  Ebene  d^(&.  Die  Kegel  {A\  (JB),  (^) 
des  Complexes  sind  die  Cylinder,  welche  in  den  Director- Kreisen  der 
Hauptschnitte  von  F^  in  a,  ß,  y  —  den  Orten  der  Punkte^  ron  denen 
an  diese  Curven  rechtwinklige  Tangenten  kommen  —  auf  diesen  Ebe- 
nen  senkrecht   stehen,   und   diese  Kreise   mit   den  Radien   Yb^  +  c*, 

y c*  +  a\  Ya^  +  6«  sind  die  Kegelschnitte  Ä\  B\  C\  Der  Kegel  (D) 
ist  der  Ort  der  Schnittlinien  rechtwinkliger  Berührungsebenen  des 
Asymptoten-Kegels  von  F^j  sein  unendlich  ferner  Schnitt  ist  D'. 

Ka,  Kßj  Ky  (Nr.  756)  sind  die  Focalcurven  von  F<^^  in  «,  /J,  y; 
£j  ist  ^\  letztere  ist  zugleich  die  Gomplexcurye  (d),  denn  yon  den 
Tangenten  von  9?  kommen  allein  parallele  und  zugleich  rechtwinklige 
Tangentialebenen  an  F^,  Somit  liegt  ^  auf  <by  auch  deshalb,  weil 
sie  BerühruDgscurve,  mit  F^  ^  ^^  des  F^  und  F^  umgeschriebenen 
Torsus  ist 

Die  Ouryen  (a),  (/5),  (y),  welche  bezw.  zu  den  Büscheln  J?Kay 
B^Kßy  (PKy  gehören  und  daher  coaxial  mit  ihren  Kegelschnitten  und 
also  auch  mit  den  Hauptschnitten  yon  F^  Bind,  haben  zu  Halbaxen  je 
die   Radien   der   Directorkreise    in   den   beiden   andern   Hauptebenen; 

z.  B.  sind  die  auf  h  und  c  gelegenen  Halbaxen  yon  (a)  Y^  ~i~  ^^ 
Yc?  -|-  c^.    Ueber  ihnen  stehen  ^   senkrecht   zu   ftj  ß,  y,  die  Cylinder 

«*,  /»*,  y*. 

Wenn  die  Polaren  pj^,  p^  einer  Geraden  p  in  Bezug  auf  F^  und 
auf  F^  ^  A^  sich  schneiden ,  so  heisst  dies^  dass  p  und  p^  rechtwink- 
lig sind. 

Daher  ist  der  tetraedrale  Complex,  der  nach  Nr.  750  durdh  die  Gon- 
gruene  der  singulären  Strahlen  unseres  Complexes  geht,  der  Axencomplex 
von  F,  (I,  Nr.  275). 

Der  Schnitt  eines  Strahls  dieser  Gongruenz  mit  der  zu  ihm  senk- 
rechten Ebene  durch  seine  Polare  in  Bezug  auf  F^  —  welche  Ebene 
auch  die  Polare  in  Bezug  auf  R*  enthält  —  ist  der  zugehörige  sin- 
gulare Punkt,  Dach  I,  Nr.  275  aber  der  Scheitel  des  Berührungskegels 
yon  Fl,  für  welchen  der  Strahl  Axe  ist;  und  da  die  Berührungsebenen 
aus  dieser  Axe  an  F^  und  den  Kegel  rechtwinklig  sind  und  längs  der 
Kanten  tangiren,  die  in  jener  Ebene  liegen,  so  ist  die  Oeffnung  des 
Kegels  in  der  einen  Hauptebene  90^. 

Die  singulare  Fläche  des  Painvin^schen  Complexes  ist  demnach  der 
Ort  der  Punkte,  von  denen  an  F^  TangentiaOcegel  kommen,  welche  in  der 
einen  Hauptebene  die  Oeffnung  9(P  haben;  und  die  eu  dieser  Ebene  senk- 
rechte  Axe  des  Kegels  ist  je  der  zugehörige  singulare  Strahl, 
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Der  Eegel  der  Schnittkanten  rechtwinkliger  Tangentialebenen  — 
Directorkegel  —  muss  für  einen  solchen  Eegel  zerfallen;  denn  ersicht- 
lich hat  dieser  Kegel  mit  seinem  Grundkegel  stets  die  Axen  und  Haupt- 
ebenen gemeinsam;  im  yorliegenden  Falle  geht  er  aber  durch  eine 
Axe,  nämlich  die  eben  erwähnte^  die  offenbar  nicht  in  ihre  Polarebene 
fällt.  Daraus  folgt ^  dass  er  sich  in  zwei  in  dieser  Axe  sich  schnei- 
dende Ebenen  zerspaltet. 

Jeder  Complexcylinder  ist  ein  Rotationscylinder,  dessen  Normal- 
schnitt der  Directorkreis  des  Normalschnitts  des  Tangentialcylinders 
Ton  JF\  aus  dem  nämlichen  unendlich  fernen  Punkte  ist. 

Die  singulare  Fläche  entsteht  durch  die  Schnittcurven  solcher 
zwei  zu  F^  confocalen  Flächen,  welche  zu  JF\  und  der  absoluten  Curve 
harmonisch  sind,  Gurren,  welche  je  für  beide  Flächen  Erümmungs- 
linien  sind. 

Wenn  F^  ein  EUipsoid  ist,  so  ist  das  Tetraedroid  0  eine  FresneVsche  765 
Wellenftäche^  eiber  nicht  die  zu  JF\  gehörige. 

Bekanntlich  entsteht  diese  Wellenfläche  als  Apsidalfläche  aus  dem 
zugehörigen  (FresneTschen)  Ellipsoide  dadurch,  dass  auf  jedem  Durch- 
messer desselben  vom  Mittelpunkte  nach  beiden  Seiten  die  Halbaxen  des 
zu  ihm  senkrechten  Gentralschnitts  aufgetragen  werden;  die  Endpunkte 
bilden  die  Wellenfläche.  Wenn  daher  dies  EUipsoid  die  Halbaxen  a^y 
\y  c^  hat,  so  liegen  in  der  Ebene  a,  welche  die  Axen  2»^,  c^  enthält^ 
ein  Ereis  vom  Radius  a^  und  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  c^y\  je 
auf  der  h^-,  q-Axe  des  gegebenen  Ellipsoids,  beide  concentrisch  mit 
dem  Hauptschnitte  desselben. 

Vergleichen  wir  dies  mit  den  Curven,  die  auf  ^  je  in  der  näm- 
lichen Hauptebene  liegen,  so  zeigt  sich,  dass  für  9  als  Wellenfläche  das 

Fresnersche  EUipsoid  die  Halbaxen  ^6« -f  c^  V'c^ä^  y¥+h^  hat 
Da  nun  auch  die  FresneTsche  Wellenfläche  längs  der  in  den 
Hauptebenen  gelegenen  Eegelschnitte  von  Oylindern  berührt  wird,  die 
zu  diesen  Ebenen  senkrecht  sind,  und  auch  durch  £^  geht,  so  muss 
sie  mit  9  identisch  sein;  denn  das  giebt  schon  eine  gemeinsame  Curve 
26.  Ordnung. 

Der  Ort  der  Punkte,  von  denen  an  F^  Tangentialkegel  kommen, 
denen  oo^  dreirechtwinklige  Dreiflache  umgeschrieben  sind,  ist  bekannt- 
lich die  Directorkugel  von  jPj.  Die  Kanten  dieser  Dreiflache  liegen 
dann  auf  dem  Eegel  des  Painyin'schen  Complexes,  und  dieser  ist 
gleichseitig. 

Von   den    Punkten   der   Directorkugel   von  F^   kommen    an    den 

Sturm,  Liniengoometrio.    JH.  23 
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Painvin'schen  Complex  gleichseitige  Kegel  —  die  Polarkegel  der 
Tangentialkegel  von  JF\.  — 

Ein  anderes  metrisches  Beispiel  ist  der  Complex  der  Strahlen,  welche 
eine  Fläche  2.  Grades  f^  so  schneiden^  dass  die  Sirahlen  aus  einem  festen 
Punkte  0  nach  den  Schnitten  rechtwihlUig  sind;  f^  ist  dann  die  Punkt- 
kugel  um  0  oder  der  Eegel  OÄ*.*) 

Wenn  f^  ein  EUipsoid  ist  und  0  sdn  Mittdpunkt,  dann  ist  das 
Tetraedroid  ebenfalls  eine  Wellenfläche,  aber  wiederum  nicht  die  eu  fi  ge- 
hörige. Die  Strahlen,  welche  einen  Kegelschnitt  mit  den  Halbaxen  a,  b 
so  schneiden,  dass  die  Schnitte  aus  dem  Mittelpunkte  rechtwinklig 
gesehen  werden,  umhüllen  einen  ihm  concentrischen  Kreis  vom  Radius 

*     Hat  daher  f^  die  Halbaxen  a,  b,  c,  so  sind  die  beiden  in  a 
ya^  +  b^  ^ 

gelegenen  Curven  des  Tetraedroids  ein  Kreis  mit  dem  Radius 


ab  ae 


und  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen                >    ,             auf  der  6-,  c-Axe; 
das  Fresnel'sche  Ellipsoid  hat  daher  die  Halbaxen  —-. j 


Vb*  +  c*    l/c»+a« 
ab 


1/a«  +  6« 

In  der  Theorie  der  Trägheitsmomente  tritt  ein  solcher  Complex 
ebenfalls  auf.  Bekanntlich  umhüllen  die  Ebenen,  in  Bezug  auf  welche 
das  Trägheitsmoment  eines  Systems  paralleler  Kräfte  mit  festen  An- 
griffspunkten 0  ist,  eine  Fläche  2.  Grades,  die  den  Mittelpunkt  des 
Systems  und  die  sogenannten  Hauptträgbeitsaxen  auch  zum  Mittel- 
punkt und  zu  den  Axen  hat;  die  Flächen,  welche  anderen  Werthen 
des  Trägheitsmoments  zngehören,  sind  confocal  zu  ihr. 

Oonstruirt  man  för  diejenige,  welche  dem  Werthe  \T  zugehört, 
den  Painyin'schen  Complex,  so  ist  derselbe  der  Ort  der  Strahlen^  in 
Bejsug  auf  welche  das  Kräftesystem  das  Trägheitsmoment  T  hat  Alle 
diese  Complexe  bilden  einen  Büschel:  seine  Grundcongruenz  besteht 
aus  den  Strahlenbüscheln,  die  in  den  Ebenen  des  den  confocalen  Flä- 
chen gemeinsam  umgeschriebenen  Torsus  4.  Klasse  liegen  und  die 
Scheitel  je  im  Berührungspunkte  der  Ebene  mit  R*  haben. 


*)  Weiler,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  Jahrg.  29  S.  191. 
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Eigenschaften  eines  Complexes  2.  Grades,  die  mit  einem  Doppelstrahle 

zusammenhängen. 

Ein  Strahl  d  ist  ein  Doppelstrahl  von  F*,  wenn  in  jedem  Strahlen-  766 
büschel,  zu  dem  er  gehört,  die  beiden  Strahlen  von  F^  in  ihn  zusammen- 
fallen. Daher  kommen  an  die  Complexcurve  jeder  Ebene  durch  d 
von  jedem  Punkte  von  d  zwei  in  d  vereinigte  Tangenten:  sie  ist 
ein  Punktepaar  mit  d  als  Doppellinie,  und  ebenso  ist  der  Complex- 
kegel  ans  jedem  Punkte  von  d  ein  Ebenenpaar,  ebenfalls  mit  d  als 
Doppellinie. 

Folglich  ist  d  für  jeden  seiner  Funkte ,  für  jede  seiner  Ebenen  sin- 
guiärer  Strahl, 

Und  umgekehrt,  wenn  die  eine  oder  andere  dieser  zu  einander 
dualen  Eigenschaften  yorausgesetzt  wird,  so  fallen  in  jedem  Strahlen- 
bQschel  durch  d  die  beiden  zu  F^  gehörigen  Strahlen  in  d  zusammen: 
d  ist  Doppelstrahl,  und  auch  die  andere  Eigenschaft  gilt. 

Mit  einem  Doppelstrahle  d  sind  drei  Correspondenzen  verbunden: 

1)  die  inyolutorische  Punkte-Correspondenz  [2]^  auf  d,  in  der 
sich  zwei  Punkte  entsprechen,  welche  das  Complex-Punktepaar  einer 
durch  d  gehenden  Ebene  bilden;  denn  wegen  der  beiden  Ebenen  des 
Yon  einem  Punkte  von  d  ausgehenden  Ebenenpaars  von  F^  ist  er  der 
eine  Punkt  für  2  solche  Punktepaare; 

2)  die  inyolutorische  Ebenen-Oorrespondenz  [2]^,  in  der  sich  zwei 
Ebenen  entsprechen,  welche  das  einem  Punkte  yon  d  zugehörige  Com- 
plex- Ebenenpaar  bilden; 

3)  die  Correspondenz  [2,  2Y  zwischen  der  Punktreihe  d  und  dem 
Ebenenbüschel  d,  in  welcher  jedem  Punkte  von  d  die  beiden  Ebenen 
seines  F^-Ebenenpaars,  jeder  Ebene  von  d  die  beiden  Punkte  ihres  F*- 
Punkt^paars  entsprechen. 

In  jedes  Strahlennetz,  für  welches  d  die  eine  Leitgerade  ist,  sendet 
jeder  yon  den  durch  d  gehenden  Strahlenbüscheln  yon  F^  einen  Strahl; 
daher  ist  [2,  2]^  auch  für  die  Regelfläche  4.  Grades,  in  der  dasselbe 

23* 
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und  r^  sich  durchschneiden,  die  Correspondenz,  in  welcher  die  Punkte 
von  d  und  ihre  Berührungsebenen  sich  entsprechen. 

Die  4  YerzweiguDgspunkte  von  [2,  2]^  sind  solche  Punkte,  deren 
Ebenenpaare  aus  zwei  vereinigten  Ebenen  bestehen,  also  stationäre 
Punkte  des  Complexes.  Zur  Unterscheidung  von  nicht  auf  d  gelegenen 
stationären  Punkten  wollen  wir  sie  D  nennen;  die  zugehörigen  Ebenen 
s,  in  denen  je  die  Vereinigung  statt  hat,  die  Doppelebenen  yon  [2,  2]^, 
sind  auch  die  Coincidenzebenen  von  [2,  2]^,  und  die  D  sind  offenbar 
auch  die  Verzweigungspunkte  Yon  [2]^ ;  denn  für  jeden  yon  ihnen  fallen 
mit  den  Ebenen  auch  deren  Punktepaare  und  also  auch  die  zweiten 
Punkte  derselben  zusammen,  die  dem  D  in  [2]^  entsprechenden  Punkte. 

Ebenso  sind  die  Verzweigungsebenen  d  von  [2,  2]^,  zugleich  die- 
jenigen von  [2]|,  stationäre  Ebenen  des  Complexes  und  die  zugehörigen 

Punkte  E,  die  Doppelpunkte  von  [2,  2]«*,  die  Coincidenzpunkte  von  [2]^. 
_  Mit  einem  Doppelstrahle  d  von  F*  incidiren  4  stationäre  Punkte 
D  und  4  stationäre  Ebenen  d,    soune  die  zugehörigen  Ebenen  i  und 

PunkU  ^-  __  _ 

Die  Punktreihe  der  D  und  E  ist  dem  Ebenenbüschel  der  S  und 
1  projectiv;  in  jener,  wie  in  diesem  haben  wir  3  Involutionen 
(Nr.  600,  601). 

Die  Complexfläche  einer  beliebigen  Geraden  l  schneidet  d  m  den 
4  Punkten  D  und  wird  von  den  4  Ebenen  ö  berührt;  denn  die  D  sind 
die  einzigen  Punkte  auf  ä,  deren  Complexkegel  d  „berühren'^,  d.  h.  zwei 
vereinigte  Schnitte  mit  ihr  haben  (vergl.  Nr.  533). 

Die  Complexcurve  in  einer  beliebigen  Ebene  durch  d  ist,  als 
Punktort,  die  doppelte  Gerade  d^  und  nur  in  den  4  Ebenen  8  erweitert 
sie  sich  zu  einem  ganzen  Strahlenbüschel. 

Die  zu  d  gehörige  Complexfläche  {ä)  besteht  als  Punktfläche  aus 
den  4  Ebenen  8 ,  als  Ebenenfläche  aus  den  4  Punkten  D. 

Die  cx>*  durch  d  gehenden  Strahlenbüschel  von  JT*  wollen  wir 
mit  @d  bezeichnen.  Zwischen  ihren  Scheiteln  und  Ebenen  besteht  die 
Correspondenz  [2,  2]'^.  Folglich  erzeugen  sie  die  Congruenz  2.  Grades 
— -  mit  der  singulären  Linie  d  — ,  welche  in  II,  Nr.  492  als  dritte 
Art  der  Untergattung  A.  besprochen  wurde,  und  zwar  für  n  =  2. 

767  Wenn  l  eine  Gerade  ist,  welche  den  Doppelstrahl  d  schneidet^  so 

seien  der  Punkt  Id  und  die  Ebene  Id  mit  L  und  X  bezeichnet.  In 
der  Correspondenz  [2,  2]i  (Nr.  511),  welche  durch  I^  zwischen  der 
Punktreihe  l  und  dem  Ebenenbüschel  l  bewirkt  wird,  sind  L  und  X 
Verzweigungselemente  und  zwar  so,  dass  jedes  da:>  andere  zum   zu- 
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gehörigen  Doppelelemente  hat;  schneiden  wir  daher  den  Ebenen- 
buschel  l  mit  einer  beliebigen  Geraden  V,  so  haben  in  der  aus  [2,  2]i 
sich  ergebenden  Correspondenz  [2,  2]  zwischen  den  Punktreiben  l  und 
V  die  Punkte  L  und  XV  die  nämliche  Eigenschaft;  folglich  wird  ihre 
Verbindungslinie  doppelte  Erzeugende  der  durch  diese  Correspondenz 
entstehenden  Regelfläche  4.  Grades  (Nr.  603).  Diese  hat  auf  l  und  l' 
je  nur  noch  2  Cuspidalpunkte,  also  hat  [2,  2]^  sowohl  in  der  Punkt- 
reihe^  als  auch  im  Ebenenbüschel,  ausser  L,  bezw.  l,  nur  2  Yer- 
zweigungselemente.  .  Folglich  trifft  l  die  singulare  Fläche  O^  ausser 
in  L,  nur  noch  zweimal  und  sendet  an  sie,  ausser  A,  nur  noch  zwei 
Berührungsebenen. 

Beides  sagt  aus,  dass  d  Doppelgerade  von  0  ist;  denn  bei  einer 
Fläche  4.  Ordnung  ist  eine  solche  ja  zugleich  Axe  eines  Büschels 
doppelter  Berührungsebenen. 

Ein  Doppelstrdhl  eines  Camplexes  2.  Grades  ist  auch  Doppelgerade 
der  singtUären  Fläche. 

Die  4  singulären  Strahlen  in  einer  Tangentialebene  von  0  sind 
der  ihr  zugehörige  singulare  Strahl,  doppelt  gerechnet,  und  die  beiden 
singulären  Strahlen,  die  zu  den  Punkten  ihres  Complex-Punktepaars 
gehören.  Wenn  die  Ebene  durch  d  geht,  so  fallen  alle  4  in  c2  zu- 
sammen. 

Ein  Doppeilstrahl  eines  I^  ist  vierfacher  Strahl  der  Congruene  S 
der  singulären  Strahlen. 

Alle  Strahlen  eines  Büschels  (JB,  d)  sind  singular  für  T*;  zu- 
gehörige singulare  Ebene  ist  d.  Die  singulären  Punkte  erfüllen  den 
Bestschnitt  von  d  mit  0  ausser  d,  und  da  d  in  allen  Punkten  des- 
selben tangirt,  so  ist  er  eine  Gerade. 

Die  4  Ebenen  d  berühren  O  (torsal)  je  längs  einer  Geraden  ^  die 
also  hier  an  Stelle  des  Kegelschnitts  [d]  des  allgemeinen  Falles  tritt. 
Unter  den  Ebenen  durch  d^  welche  O  im  allgemeinen  in  zwei  getrennten 
Punkten  berühren,  sind  sie  cuspidal,  da  in  jeder  von  ihnen  diese  beiden 
Punkte  sich  in  den  Schnitt  von  d  mit  der  torsalen  Geraden  vereinigen. 

Ebenso  sind,  dual,  die  4:  Punkte  D  die  Cuspidalpunkte  von  O  auf  d, 
und  die  Ebenen,  welche  den  sämmtlichen  Strahlen  eines  Büschels  (Z),  b) 
als  singulare  zugehoren,  bilden  den  Büschel  um  die  Cuspidalaxe  des 
Cuspidalpunktes  D ,  der  hier  an  Stelle  des  Kegels  [D]  getreten  ist. 

Die  Punkte  E  und  Ebenen  £  sind  für  O  nicht  ausgezeichnet. 

Jede  von  den  Ebenen  d  enthält  6  Punkte  D,  davon  4  auf  d,  also 
noch  2  andere;  zwei  Ebenen  d  gemeinsam  können  nur  die  4  Punkte 
D  auf  d  sein;  mithin  erg^>en  sich  8  weitere  stationäre  Punkte,  Mehr 
sind  auch  nicht  möglich,  denn  8  Knotenpunkte  ausserhalb  der  dop- 
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pelten  Geraden  bewirken  ja  bei  einer  Fläche  4.  Ordnung  mit  einer 
doppelten  Geraden  die  Klasse  4  (II,  Nr.  420,  421). 

Die  je  tswei  weiteren  Punkte  D  in  einer  Ebene  d  befinden  sich  auf 
der  torsdlen  Geraden  derselben. 

Die  auf  d  gelegenen  stationären  Punkte  D  sind  binäry  vertreten 
je  zwei  von  den  16  stationären  Punkten  des  allgemeinen  Falles. 

Ebenso  haben  unr  ausser  den  4  durch  d  gehenden  binären  stationären 
Ebenen  d  noch  8  andere  d^  von  denen  je  smei  durch  jeden  der  Tunkte  D 
gehen  und  sich  in  dessen  (Juspiddlaxe  schneiden. 

768  Von   den  früheren  Betrachtungen   dieser  Fläche   O  wissen   wir, 

dass  jede  der  8  conischen  Berührungsebenen  S  4  von  den  8  conischen 
Doppelpunkten  D  enthält,  von  jeder  der  4  torsalen  Geraden  in  den  d 
einen,  und  ebenso,  dual,  durch  jeden  der  Punkte  D  4  von  den  Ebenen 
S  gehen,  von  jeder  der  Gaspidalaxen  der  D  eine;  jede  von  den  S  entr 
hält  dann  auch  einen  D,  in  dem  sich  der  fünfte  und  der  sechste  ihrer 
stationären  Punkte  rereinigen,  durch  jeden  der  D  geht  eine  S. 

Der  Büschel  der  Strahlen  von  einem  beliebigen  Punkte  8  des 
Berührungs-Eegelschnitts  \S]  einer  der  8  Ebenen  d  nach  den  4  Punkten 
D  in  ihr  und  der  zu  ihm  duale  Büschel  aus  einem  D  sind  projectiv 
zu  dem  Büschel  der  4  Doppeltangenten  eines  jeden  Punktes  von  0. 

Der  fünfte  und  sechste  Strahl  in  jenem  Büschel  (ßj  S)  vereinigen 
sich,  wie  wir  eben  bemerkten,  in  den  Strahl  nach  dem  in  8  gelegenen 
D  oder  in  den  Strahl  des  (/S,  d),  welcher  d  trifft;  wir  werden  bald 
sehen,  dass  dasselbe  im  Tangentenbüschel  eines  beliebigen  Punktes 
von  ^  gilt. 

Aber  stellen  wir  zunächst  fest: 

Wenn  JT*  einen  Doppelstrahl  besitzt,  so  ist  die  singulare  Fläche  O 
die  Fläche^  die  wir  als  Brennfläche  einer  Congruenz  2.  Grades  mit  einem 
Doppelstrahle  d  gefunden  h(d)en,  (II,  Nr.  405),  so  wie  auch  diejenige^  mit 
der  wir  als  Complexfläche  einer  beliebigen  Geraden  l  in  Bezug  auf  einen 
allgemeinen  Complex  2.  Grades  zu  thun  gehabt  Jiaben  (Nr.  513,  515). 

Daher  sind,  wenn  wir  uns  der  Bezeichnung  dieses  letzteren  Falles 
erinnern,  unsere  2),  d  die  A^,  ...  Ä^]  /Sj ,  ...  /S^,  wobei  dann  wieder 
A^A^A^A^  7\  ßißißzß^  ^^^  Projectivität  zwischen  ihnen  sei;  die  D  und 
d  sind  die  JB/,  ...  B^']  «/,  ...  a/',  und  die  Tabelle  [a,  B]  von 
Nr.  516  giebt  die  Incidenzen  zwischen  ihnen.  Nehmen  wir  z.  B.  als  d, 
in  der  oben  der  Büschel  (S,  d)  construirt  wurde,  die  Ebene  a/  und 
S  also  auf  [a/],  so  ist  der  vierstrahlige  Büschel  S(Bj^'\  B^',  B^^  B^\ 
und  wenn  wir  ihn  durch  den  Strahl  nach  dem  in  a/  gelegenen  JD, 
also  nach  A^  erweitem,  so  haben  wir: 
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S(B,",  B,',  B,',  B:,  A,)  A  ^.  W,  -B;,  -B,',  -Bo  «.), 

wo  a^  die  Cuspidalaxe  von  A^  ist,  die  ja  den  [a/J  tangirt.  Aber 
Ai(Bi'y  . . .  J?/)  liegen  in  den  4  Ebenen  ß^,  ...  /S^,  a^  in  der  (ein- 
zigen) Berührungsebene  von  Ä^y  die  durch  d  geht;    mithin: 

S{Bi\  B^y  Bj',  J5/,  Ä^  7\  ßif  ßif  ßij  ßij  (h^f 
also  einem  festen  Gebilde. 

Die    4    oben    erwähnten   Doppeltangenten   in  jedem   Tangenten-  769 
büschel  {8,  ö)  von   9   gehören  zu  den  4  DcppeUangentenrCongrveneen 
Ci*,  ...  €4^  der  Oy  für  die  sie  gemeinsame  Brennflädie  ist  (II,  Nr.  419) 
und  welche  alle  den  d  zum  Doppelstrahle  haben. 

Die  Curve  öO  hat  zum  Doppelpunkte  8  noch  den  zweiten  öd 
erhalten  y  und  in  dem  Strahle  nach  ihm  haben  sich  die  ftLnfte  und 
sechste  Tangente,  die  im  allgemeinen  Falle  noch  möglich  sind,  ver- 
einigt, die  fünfte  und  sechste  Doppeltaugente, 

In  der  Prcjectivität  der  Tangentenbüschel  (S,  6)  von  9  sind  dem- 
nach auch  die  Tangenten  homolog,  welche  den  Doppelstrahl  d  treffen. 

Der  consinguläre  Complex,  für  den  aUe  diese  Tangenten  die  singu- 
Viren  Strahlen  sind,  artet  aus.  Die  beiden  weiteren  Schnitte,  mit  9, 
einer  jeden  dieser  Tangenten  fallen  in  den  Treffpunkt  mit  d  zusammen; 
also  fallen  auch  die  beiden  den  Complex  erzeugenden  Strahlenbüschel 
in  der  Tangentialebene  6  der  Tangente  zusammen.  Alle  diese  Büschel 
gehören  zum  Strahlengebüsche,  welches  den  Doppelstrahl  d  zur  Axe 
hat.  Dies  Gebüsche  [d],  doppelt  gerechnet,  büdet  den  gesuchten  Complex 
und  repräsentirt  zwei  Fundamentalgewinde  Fg,  fg.  Die  4  andern 
r\,  ...  F4  sind  natürlich  die,  welche  die  Congruenzen  C^*,  ...  C^* 
enthalten. 

Aber  nur  diese  sind  eigentliche  Fundamentai-Gewinde,  d.  h.  haben 
die  Eigenschaft,  dass  in  Bezug  auf  sie  polarisirt  der  Complex  F^  (und 
jeder  consinguläre)  in  sich  selbst  übergeht.  Das  Strahlengebüsche 
[d]  hat  sie  nicht.  Wir  wollen  daher  auch  nicht  sagen:  [d]  ist  ein  bi- 
näres Fundamental- Gewinde,  sondern  nur:  [d]  hat  zwei  Fundamental- 
Gewinde  in  sich  aufgenommen. 

Als  singulare  Strahlen  eines  eigentlichen  Fundamental-Gewindes, 
insofern  es,  doppelt  gerechnet,  zur  Reihe  der  consingulären  Complexe 
gehört,  haben  wir  die  zur  betreffenden  Q^  gehörigen  Strahlen  an- 
zusehen; als  singulare  Strahlen  des  eben  besprochenen  ausgearteten 
Complexes  fanden  wir  die  Tangenten  von  O,  weUlie  d  treffen;  diese 
bilden,  nach  II,  Nr.  490,  eine  Congruenz  2.  Grades  O]  in  ihr  haben 
sich  C5'  und  Q'  des  allgemeinen  Falles  vereinigt;  sie  hat  aber  nicht. 
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wie  die  Q^,  ...  C^^,  den  d  zum  Doppelstrahle,  sondern  zur  singulären 
oder  Leitlinie  (Nr.  627);  O  ist  für  sie  auch  Brennfläche. 

Bemchnet  man  nun  mit  \hik  . . .],  uxmn  A  +  i  +  ^  +  •'••=  6> 
einen  Complex  2.  Gerades,  bei  welchem  von  den  6  Doppeltangenten-Con- 
gruenzen  der  singulären  Fläche  und  demnach  auch  von  den  Fundamental- 
Gewinden  sich  je  h,  i,  k  . . .  vereinigt  haben,  so  entspricht  dem  allgemeinen 
Complexe  2.  Grades  die  Bezeichnung: 

[111111], 
dem  Complexe  mit  einem  einzigen  Doppelstrahle ,  der  sonst  keine  weiteren 
Bedingungen  zu  erfüllen  hat,  die  Bezeichnung: 

[21111].*) 

770  Es  seien  %  und  %q  zwei  Tangentenbüschel  von  O,  von  denen  der 

zweite  seinen  Berührungspunkt  S^  auf  d  hat;  die  6^  schneidet,  ausser 
in  d,  in  einem  durch  Sq  gehenden  Kegelschnitte,  und  von  Sq  aus- 
gehende anderwärts  berührende  Tangenten,  ,,Doppeltangenten''  der  4> 
sind  nicht  vorhanden:  alle  4  haben  sich  in  d  vereinigt,  der  ja  auch 
Doppelstrahl  aller  vier  Congruenzen  Q*  ist. 

In  %  aber  sind  die  4  Doppeltangenten  getrennt.  Die  Projectivität 
zwischen  %  und  %q  ist  daher  ausgeartet,  und  zwar  so,  dass  d  in  %q 
der  ausgezeichnete  Strahl  ist,  dem  alle  Strahlen  in  %  correspondiren. 
In  jedem  Tangentenbüschel  von  O,  zu  welchem  d  gehört,  ist  dieser 
Strahl  für  jeden  von  den  consingulären  Complexen  der  singulare  Strahl, 
also  für  jeden  seiner  Punkte,  jede  seiner  Ebenen. 

Wenn  ein  Complex  2,  Grades  einen  Doppelstrahl  besitzt,  so  ist  der- 
selbe auch  Doppelstrahl  für  alle  consingulären  Complexe,  also  natürlich 
nur  einfacher  und  sich  nicht  besonders  auszeichnender  Strahl  für  die 
allgemeinen  Fundamental-Gewinde. 

In  der  ausgearteten  Projectivität  zwischen  %  und  %q  ist  der  aus- 
gezeichnete Strahl  in  %,  dem  alle  Strahlen  in  %q  entsprechen,  der- 
jenige, welcher  d  triflFt:  der  singulare  Strahl  für  das  doppelte  Gebüsche 
[d]  als  Mitglied  der  Reihe  der  consingulären  Complexe.  Daher  sind 
auch  alle  Strahlen  von  %q  singulare  Strahlen  für  diesen  Complex,  also 
alle  Tangenten  von  O,  welche  auf  d  berühren;   und  in  der  That,  die 


*)  Diese  Bezeichnungen  und  die  analogen  weiteren  haben  sich  bei  der  An- 
wendung der  Sylyester-Weierstrass'schen  Theorie  der  Elementartheiler  auf 
die  analytische  Behandlung  der  quadratischen  Complexe  durch  Klein  (Inaogural- 
Dissertation  Bonn  1868,  abgedinickt  Math.  Annalen  Bd.  23  S.  639),  Weiler  (Math. 
Annalen  Bd.  7  S.  146),  Segre  (Studio  suUe  quadriche  und  Geometria  della  retta, 
Memorie  deir  Accademia  di  Torino,  Ser.  II  Bd.  36)  ergeben.  Ich  will  sie  im 
Folgenden  rein  geometrisch  begründen. 
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beiden  Büschel  in  der  BerQhrungsebene ,  die  ja  durch  d  geht,  um 
die  beiden  weiteren  Schnitte  der  Tangente  mit  9  gehören  zu  [d],  und 
jeder  dieser  BSschel  ergiebt  sich  zweimal^  weil  die  Ebene  in  zwei 
Punkten  tangirt.  Somit  ist  die  oben  erhaltene  Congruenz  O  nicht 
die  vollständige  Congruenz  der  singulären  Strahlen  für  diesen  Com- 
plex,  sondern  sie  wird  durch  die  Congruenz,  ebenfalls  2.  Grades,  der 
Tangenten  von  O  ergänzt,  welche  auf  d  berühren  (II,  Nr.  491),  oder 
sorgföltiger  ausgedrückt:  wenn  die  Beihe  der  consingulären  Complexe 
durchlaufen  wird,  so  geht  beim  Durchgange  durch  das  doppelte  Ge- 
büsche [d]  die  Congruenz  der  singulären  Strahlen  durch  das  System 
der  beiden  Congrueuzen  hindurch.  Jeder  Strahl  der  einen  oder  andern 
ist  nur  einmal  singulärer  Strahl;  daher  kann  keine  von  ihnen  doppelt 
gerechnet  werden;  jede  von  den  Doppeltangenten  aber  ist  es  zweimal: 
für  jeden  von  ihren  Berührungspunkten. 

Ein  jeder  von  den  consingtdären  Complexen  bewirkt  bei  dem  ge-  771 
ineinsamen  Doppelstrahle  d  eine  Correspondeng  [2,  2]**;  alle  diese  Corre- 
spondenzen  haben   die  Cuspidalelemente  1)  und  ö  von  O,  die  gemein- 
samen binären  stationären  Elemente  der  Complexe,  zu  Yerzweigungs- 
elementen  und  sind  daher  selbst  consingulär. 

Die  D  und  d  sind  allen  Complexen  gemeinsam;  die  Ebenen  i  und 
Punkte  J?,  die  Doppelelemente  der  Correspondenzen,  verändern  sich 
von  einem  Complexe  zum  andern,  und  jene  wie  diese  beschreiben  eine 
Involution  4.  Grades,  derartig,  dass  jede  Gruppe  zu  4  Complexen  ge- 
hört (Nr.  602).  Zu  diesen  Involutionen  gehört,  als  eine  Gruppe,  die 
der  d,  bezw.  der  D\  die  zugehörigen  Complexe  sind  die  doppelten 
Fundamental-Gewinde  r\,  ...  F^. 

Jeder  von  den  Complexen  enthält  ein  System  @2,8  von  durch  d 
gehenden  Strahlenbüscheln  @d,  deren  Scheitel  und  Ebenen  sich  in 
[2,  2]**  correspondiren:  wir  erhalten  also  ein  System  consingtdärer  ©g^g 
(Nr.  606). 

Jeder  durch  d  gehende  Strahlenbüschel  gehört  zu  2  von  diesen 
@2,2  oder  zu  2  von  den  Complexen;  und  nur  dann  blos  zu  einem, 
wenn  sein  Scheitel  oder  seine  Ebene  eins  der  gemeinsamen  Ver- 
zweigungselemente D  oder  ö  ist  (Nr.  606).  Vermittelst  eines  dieser 
Elemente  bringen  wir  daher  den  Ebenenbüschel  und  die  Punktreihe 
d  in  projective  Beziehung  zur  Beihe  der  consingulären  Complexe  und 
zu  den  Tangentenbüscheln  von  0. 

Unter  den  oo^  Correspondenzen  [2,  2]**  befinden  sich  4  Doppel- 
Projectivitäten,  in  denen  die  einen  Verzweigungselemente  den  andern 
entsprechen  (Nr.  603),  unter  den  ©2,2  also  4  Doppel -@i,i   (doppelte 
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Systeme  der  Strahlenbüschel  je  eines  singulären  Strahlennetzes);  sie 
rühren  von  den  Doppel-Gewinden  r\,  ...  F^  her. 

Ätich  die  Fläche  O  ruft  stoischen  der  Pwnktreihe  und  dem  Ebenen- 
hüschd  d  eine  Correspondenz  [2,  2]*  hervor ^  in  der  jedem  Punkte  von 
d  seine  beiden  Berührungsebenen,  jeder  Ebene  durch  d  ihre  beiden 
Berührungspunkte  entsprechen;  sie  hat  ebenfalls  die  D  und  d  zu  Ver- 
zweigungselementen  und  gehört  in  die  Reihe  consingulärer  Corre- 
spondenzen. 

Die  obige  Projectivität: 

S{B",  B/,  B^\  £/,  Aj)  A  A,  A,  A,  /'4>  «1^ 

zwischen  dem  Tangentenbüschel  {S^  a^')  und  dem  Ebenenbüschel  d  lehrt, 
weil  S{Bi\  . .  •,  B/)  zu  den  C^*,  ...  C4^  gehören ,  also  singulare 
Strahlen  der  Doppel-Gewinde  Fi ,  ...  F^  sind  und  SA^  als  derjenige 
des  Doppel-Gebüsches  [d]  anzusehen  ist  und  weil  ßi,  ...  ß^  dem  Ai 
in  den  4  Doppel-Projectivitäten  entsprechen  ^  welche  von  F^,  ...  F^ 
herrühren,  dass  a^d  dem  Ai  in  derjenigen  Correspondenz  [2,  2]"^  ent- 
spricht, welche  von  [d]  herrührt.  Nun  ist  diese  Ebene  die  einzige 
durch  d  gehende  Berührungsebene  von  O  in  A^,  entspricht  ihm  also 
in  [2,  2]^  und  zwar,  da  durch  das  einem  Verzweigungselemente  zu- 
gehörige Doppelelement  jede  von  den  [2,  2]"^  eindeutig  bestimmt  ist, 
nur  in  ihr;  [2,  2]*  rührt  also  von  [d]  her  oder  genauer,  da  eigentlich 
ein  Gebüsche  auf  seiner  Axe  keine  Correspondenz  hervorruft: 

Die  Correspondenz  [2,  2]***  ist  di^enige  in  der  Beihe  der  consingu" 
Viren  Correspondenzen  [2,  2]^,  die  sich  im  Continuum  ergiebt,  wenn  der 
consinguläre  Complex  durch  das  DoppelrGebüsche  [ä]  gehU 

772  W^^  haben  in  Nr.  606  gelernt,  wie   man  von  einem  der  consin- 

gulären  Strahlenbüschel- Systeme  ©2,2  zum  andern  gelangt;  insbeson- 
dere ist  es  werthvoll,  von  dem  Systeme  (S^^  der  mit  d  incidenten 
Tangentenbüschel  von  O  zu  den  andern  zu  gelangen. 

Jede  zwei  verbundenen  Involutionen  3^,  3i  des  ©*g  führen  zu 
einem,  zwei  in  einer  derselben  gepaarte  Büschel  von  ©^^  liefern  durch 
Yertauschung  ihrer  Ebenen  (oder  Scheitel)  zwei  Büschel,  die  dem 
neuen  ©s,«  angehören  und  auch  in  einer  von  dessen  Involutionen  ge- 
paart sind  und  zwar  einer  von  den  beiden  verbundenen,  welche  zu 
@*   zurückführen. 

Zu  diesen  beiden  verbundenen  Involutionen  des  einem  beliebigen 
von  den  consingulären  Complexen  zugehörigen  ©2,2  kann  man  auch 
unmittelbar  gelangen.  Es  sei  (X,  §)  ein  Büschel  ©^  von  F^  aus  dessen 
©2,2;  60  dass  X  und  S  in  der  zugehörigen  [2,  2Y  einander  entsprechen; 
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durch  einen  beliebigen  Strahl  y  von  @d  gehen  stets  zwei  weitere 
Büschel  von  F*:  ihre  Scheitel  Y\  Y"  sind  die  Schnitte  von  y  mit 
dem  Kegelschnitte  von  O  in  |^  ihre  Ebenen  i}',  v['  die  Berührnngs- 
ebenen  aus  y  an  den  Tangentialkegel  2.  Grades  aus  X  an  O.  Kommt 
y  nach  d,  so  fallen  Y',  Y"  in  die  Berührungspunkte  X',  X"  von  5 
mit  Oj  ir{y  rC  in  die  Tangentialebenen  ^y  i"  von  d^  in  X,  welche  der 
5,  dem  X  in  [2,  2]**^  entsprechen;  während  X'  und  5'>  X"  und  |"  in 
[2,  2]''  correspondirend  sind. 

Jedem  von  den  Strählenbüscheln  @j  der  F*,  welche  durch  den  Doppel- 
straM  d  geheii^  werden  so  zwei  andere  zugeordnet  ^  die  wir  ihn  im  engem 
Sinne  schneidend  nennen  können,  weil  sie  aus  Strahlenbüscheln  von  F*, 
die  den  ©^  in  einem  beliebigen  Strahle  schneiden,  durch  Continuität 
sich  ergeben:  ihre  Scheitel  sind  die  Berührungspunkte,  mit  O,  der 
Ebene  von  @^,  ihre  Ebenen  die  Berührungsebenen  seines  Scheitels. 

Man  ersieht,  (X,  5)  entsteht  ebenso  aus  (X',  5')  oder  (X",  |"), 
wie  umgekehrt  diese  aus  (X,  |).  Die  Zuordnung  ist  daher  eine  in- 
volutorische;  man  kann  den  einen  dem  (X^  |)  zugeordneten  Büschel, 
etwa  (X',  I'),  für  sich  verfolgen;  denn  wenn  auch  einmal  sein  Scheitel 
mit  dem  des  andern  Büschels  zusammenföllt,  so  thun  es  doch  nicht 
gleichzeitig  die  Ebenen.  Und  so  ergeben  sich  zwei  eindeutige  involu- 
torische  Beziehungen  oder  Tcurz  Involutionen  in  dem  eu  I^  gehörigen  ©2,2; 
von  denen  in  der  einen  (X,  |)  und  (X',  g'),  in  der  andern  (X,  5)  nnd 
(X",  I")  gepaart  sind:  es  sind  die  beiden  Involutionen  von  ©2,8,  welche 
zu  ©*  führen;  denn  (X,  g'),  (^',  I);  (X,  D,  (X",  |)  gehören  zu 
diesem  Systeme. 

Die  Scheitef  der  Strahlenbüschel  (F,  ri)  von  F*,  welche  den 
©rf  ^  (X,  I)  schneiden,  durchlaufen,  wie  wir  oben  fanden,  den  Kegel- 
schnitt SO,  ihre  Ebenen  umhüllen  den  Kegel  2.  Grades  XO,  der  sich 
so  zu  dem  Kegelschnitte  perspectiv  ergiebt.  Folglich  erzeugen  die  Büschel 
von  F^,  welche  den^  durch  den  Doppelstrahl  gehenden  BUschel  ©^  des 
Complexes  schneiden  ^  eine  Congruenz  2.  Grades  von  der  Art  2)  in  II, 
Nr.  499  für  n  =  2.*) 

Jeder  von  den  Büscheln  {¥,  1})  bestimmt  involutorisch  und  ein- 
deutig den  zweiten  durch  den  nämlichen  Strahl  y  von  ©^  gehenden 
Büschel. 


*)  Weiler,  Jonrhal  f.  Mathematik  Bd.  95  S.  142.  Damit  hat  Weiler  — 
schon  1881  —  eine  Congruenz  2.  Ordnung  gefunden,  die  nicht  unter  den  von 
Kummer  aufgezählten  sich  befindet  nnd  zu  den  von  Schnmacher  ermittelten 
gehört  (11,  Nr.  493);  freilich,  wie  es  scheint,  ohne  sich  dieser  Ueberschreitnng  des 
Gebiets  der  Kamm  er' sehen  Congmenzen  bewasst  zu  werden. 
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Die  eine  Regelschaar-Reihe  einer  solchen  Congruenz  besteht  aus 
lauter  Strahlenbüsehel-Paaren. 

773  Die  Complexfläche  (Z),  t4;el€he  0U  einer  den  DoppelstraM  d  von  T^ 

treffenden  Geraden  l  gehört,  hat  d  mr  Doppelgeraden, 

In  der  Tbat,  die  r*-Kegel,  welche  ihre  Spitze  auf  einer  Geraden 
m  haben,  erzeugen  (Nr.  513)  auf  l  eine  involu torische  Correspondenz 
[2];  die  Punkte  von  m,  deren  Eegel  die  l  berühren  oder  die  Coinci- 
denzen  von  [2]  "bewirken ,  sind  die  Schnitte  mit  (T).  Lassen  wir  m 
auch  den  d  treffen,  so  ergiebt  sich  L^ld  leicht  als  solcher  Punkt, 
der  mit  beiden  in  [2]  entsprechenden  Punkten  sich  vereinigt  hat,  weil 
sein  Kegel  sowohl  wie  der  aus  M  ^  md  ein  Ebenenpaar  mit  d  als 
Doppellinie  ist.  Daher  ist  L  doppelte  Coincidenz  von  [2]  (I^  Nr.  18)^ 
und  demnach  hat  m  ausser  dem  dem  L  entsprechenden  Punkte  M 
auf  m  nur  zwei  Schnitte  mit  (l),  welche  den  beiden  andern  Goinci- 
denzen  entsprechen;  d.  h.  d  ist  doppelt  auf  (l). 

Somit  besüist  (l)  sswei  sich  schneidende  Doppelgeraden  d,  l  und  auf 
jeder  von  ihnen  nur  noch  2  Cuspidalpunkte  (II,  Nr.  422).  Die  auf  l 
sind  die  Schnitte  A^,  A^  dieser  Geraden  mit  O  ausser  Z;  womit  noch- 
mals die  Zweifachheit  von  d  auf  O  bewiesen  ist.  Die  Cuspidalpunkte 
aber  auf  e?  sind  die  Punkte  des  Paars  (A),  wenn  k  die  Ebene  Id  ist; 
denn  die  Complexkegel  der  Punkte  von  l  müssen,  als  Tangentialkegel 
von  (II) y  durch  diese  Cuspidalpunkte  gehen;  andrerseits  ist  unmittel- 
bar ersichtlich,  dass  sie  auch  durch  die  Punkte  jenes  Paars  gehen. 
Ebenso  sind  die  Ebenen  des  Paars  (L)  die  beiden  Cuspidalebenen  von  d. 

Die  Cuspidalpunkte  A^y  A^  auf  l  führen  zu  4  conischen  Doppel- 
Berührungsebenen  a^',  a/',  a^y  a^\  und  ebenso  die  beiden  Cuspidal- 
ebenen /Sj ,  /Sg  durch  l  zu  den  4  conischen  Knotenpunkten  J?/,  . . .  B^\ 
Die  Complexfläche  (2),  mit  der  wir  es  jetzt  zu  thun  haben,  ist  die  in 
II,  Nr.  418,  422  besprochene  Fläche. 

Die  Cuspidalpunkte  A^^  A^,  die  Cuspidalebenen  ß^,  ß^  sind  in  L, 
bezw.  X  gerückt,  a^\  a^'  haben  sich  mit  «/,  «/'  in  die  Ebenen  von 
{L\  JBj',  JSj"  mit  JB/,  JB/'  in  die  Punkte  von  (A)  vereinigt.  Aus  der 
Tabelle  [a,  JB]  von  Nr.  516  entnehmen  wir,  dass  z.  B.  auf  «/  und 
ihrem  Kegelschnitte  [a/J  liegen:  JB/',  JB/,  der  Cuspidalpunkt  B^^B^ 
von  d  und  der  Cuspidalpunkt  A^  von  Z,  auf  der  Cuspidalebene  a^'^a^ 
die  beiden  Cuspidalpunkte  B^' ^^  B^\  B^'^^B^'  von  d,  die  beiden 
Doppelpunkte  J5/,  JB/,  längs  deren  Verbindungslinie  sie  berührt;  ß^ 
tangirt  längs  h^  ^  JB/  JB,".  Wir  haben  —  entsprechend  II,  Nr.  418 
—  das  Vierseit  torsaler  Geraden  B^  B"  B^'  B^^  längs  deren  die  4 
Cuspidalebenen  berühren  und  welche  je  zwei   conische  Doppelpunkte 
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yerbindeii.  Durch  die  Diagonalen  J5/Bg",  JB/'JBg'  gehen  je  zwei 
conische  Berührnngsebenen  a/'^  a^\  a^,  a^"]  diejenigen  zwei,  die  durch 
denselben  Cuspidalpunkt  von  l  oder  d  gehen^  schneiden  sich  in  dessen 
CuspidalaxC;  z.  B.  a^\  a^*  in  der  a^  von  A^^, 

Die  Schnittcongruem  von  F^  mit  einem  durch  dm  Doppeilstrahl  d  774 
gehenden  Gewinde  F  hat  d  mm  Doppelsirahl.  Denn  der  Strahlenbüschel 
aus  irgend  einem  Punkte  von  d  a,n  F  geht  durch  d,  das  Strablen- 
büschel-Paar  an  F^  hat  d  zur  Doppellinie;  demnach  ist  nur  d  beiden 
gemeinsam.  Die  beiden  Strahlen  der  Schnittcongruenz  aus  irgend 
einem  Punkte  von  d,  in  irgend  einer  Ebene  durch  d  yereinigen  sich 
durchweg  in.  d.  In  dem  Ebenenbüschel  d  entsteht  ferner  eine  Corre- 
spondenz  [2,  2],  in  der  sich  die  Ebenen  der  Strahlenbüschel  entsprechen^ 
welche  je  yon  demselben  Punkte  von  d  an  F  und  F^  kommen.  Die 
4  Coincidenzebenen  tragen  die  4  durch  d  gehenden  binären  Strahlen- 
büschel von  F^F  (II,  Nr.  402).  Auch  dadurch,  dass  4  Büschel  der 
Congruenz  durch  ihn  gehen,  giebt  sich  d  als  Doppelstrahl  derselben 
zu  erkennen  (Nr.  560). 

Wird  F  ein  Gebüsche^  dessen  Axe  l  den  Doppelstrahl  d  trifft,  so 
bekommt  infolge  dessen  die  Breunfläche  der  Congruenz,  d.  i.  die  Com- 
plexfläche  (2),  den  d  zum  Doppelstrahl. 

Die  Regelfläche  4.  Grades^  in  welcher  F^  von  einem  durch  d  gehen- 
den StroMennetee  geschnitten  wird^  hat  d  zur  doppelten  Erzeugenden; 
denn  die  Stützpunkte  von  d  auf  die  beiden  Leitgeraden  sind  Ver- 
zweigungspunkte  der  erzeugenden  Correspondenz  [2,  2]  und  zwar  so, 
dass  jeder  den  andern  zum  zugehörigen  Doppelpunkte  hat  (Nr.  603). 

Demnach  schneidet  ein  Strahlennetz,  welches  durch  eine  d  nicht 
enthaltende  Regelschaar  von  F^  und  durch  d  gelegt  ist^  in  einem 
Strahlenbüschel-Paar,  yon  dem  d  die  Doppellinie  ist 

Die  Regelfläche  4.  Grades  wird  von  einer  Regelschaar,  welche 
durch  die  doppelte  Erzeugende  geht  und  die  Leitgeraden  in  ihrer  Leit- 
schaar  hat,  noch  in  2  Erzeugenden  geschnitten.  Folglich  eählt  unter 
den  4  Strahlen  ^  welche  F^  mit  einer  durch  den  Doppelstrakl  gellenden 
Begdschaar  gemeinsam  hat,  dieser  zweifach. 

Durch  einen  Strahl  von  F*  gehen  oo^  Gewinde  und  in  der  Schnitt- 
congruenz eines  jeden  eine  endliche  Zahl  von  Regeischaaren  oder  <x>\ 
je  nachdem  der  Strahl  ein  einfacher  oder  doppelter  Strahl  des  F^  und 
also  auch  der  Schnittcongruenz  ist;  andererseits  ergiebt  sich  jede  Regel- 
schaar von  r*  auf  diese  Weise  bei  allen  oo*  durch  sie  gehenden  Ge- 
winden. Ein  einfacher  Strahl  von  F^  gehört  zu  oo*-*  Regeischaaren 
des  Complexes,  was  wir  längst  wissen,  eine  doppelter  aber  zu  oo*+^""*. 
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Durch  einen  Dqppelstrdhl  d  eines  Complexes  2.  Grades  gehen  cx>' 
demselben  angehörige  Begelschaaren,  und  deshalb  durch  d  und  einen  be- 
liebigen Strahl  g  des  Complexes  cx>^  Begelschaaren.  Diese  oo^  Begel- 
schaaren  erfüllen  die  Schniitcongruenz  von  F*  mit  demjenigen  TangentidL- 
getoinde  von  g,  welches  durch  d  geht.  Für  sie  sind  d  und  g  beide  doppeÜ, 
d  als  Doppelstrahl  von  F^,  g  wegen  der  Berührung^  und  in  der  Regel- 
schaar-Beihe  sind  zwei  Paare  verknüpfter  Regelschaar-Reihen  zu- 
sammengefallen (II,  Nr.  407):  sie  ist  quatemär. 

Die  Begelschaaren,  welche  dnrch  d,  g  und  die  verschiedenen 
Strahlen  x  eines  Oomplexkegels  [(P)  oder  einer  Complexcurve  (x) 
gehen,  bilden  eine  Congruenz  2.  Grades  (II,  Nr.  409);  zu  der  Begel- 
fläche  8.  Grades,  welche  sie  mit  F*  gemein  hat,  gehören  (P)  oder  (pc) 
und  die  Büschel  dx',  dxf\  wo  x,  x"  die  beiden  von  d  getroffenen 
Strahlen  von  (P)  oder  (n)  sind.  Ist  y  ein  Strahl  des  weiteren  Schnitts, 
so  hat  die  Begelschaar  (dgxy)  mit  F^  5  Strahlen  gemeinsam,  weil  d 
doppelt;  folglich  zerßLUt  dieser  Schnitt  in  zwei  Begelschaaren;  daher 
senden  von  den  durch  d  und  g  gehenden  Begelschaaren  des  F^  2  einen 
Strahl  durch  P  oder  in  ni  ihre  Congruenz  ist  2.  Grades,  wie  wir  eben 
auf  andere  Weise  erkannten. 

775  Es  sei  Qq  eine  beliebige  Begelschaar  von  F^\  jede  andere  Begel- 

schaar des  durch  sie  bestimmten  Begelschaar-Gebüsches  |  q^  \  von  JT* 
befindet  sich  mit  Qq  so  in  einem  Gewinde  F,  dass  beide  zur  nämlichen 
Beihe  von  FF^  gehören.  Soll  sie  durch  d  gehen,  so  gehört  sie,  weil 
Qq  den  d  nicht  enthält,  nicht  zu  einer  der  binären  Reihen  von  FJ^, 
deren  sämmtliche  Begelschaaren  durch  den  Doppelstrahl  d  dieser  Con- 
gruenz gehen;  sie  wird  also  von  einer  nicht  durch  d  gehenden  Begel- 
schaar (der  verknüpften  Beihe)  zum  vollen  Schnitte  eines  Strahlen- 
netzes ergänzt  und  ist  daher  Strahlenbüschel-Paar  mit  d  als  Doppellinie. 

Jedes  Begelschaar-Crebüsche  von  F^  enthält  oo^  durch  d  gehende 
Begelschaaren,  die  aber  durchweg  in  zwei  Strahlenbüschel  @d  zerfallen. 

Oder:  Das  oo^- System  der  Büschelpaare  aus  zwei  @d  sendet  in 
jedes  Begelschaar-Gebüsche  von  F*  oo^  Paare. 

Jeder  Büschel  @^  von  F^  bestimmt  mit  Qq  ein  Gewinde  und  wird 
dann  durch  einen  zweiten  @d  zu  einer  Begelschaar  ergänzt,  die  in  der 
Schnittcongruenz  zur  nämlichen  Beihe  wie  Qq  gehört,  also  zu  einer 
Begelschaar  von  |  Qq  |.  Sei  (X,  £)  jener  Büschel  und  (X^,  i^)  dieser, 
so  befindet  sich  das  Paar  (X,  |j),  (X^,  g),  als  Leitschaar,  in  dem  dem 
1 9o  I  zugeordneten  consingulären  Complexe  F^K  Jenes  Paar  gehört  zu 
der  einen  der  beiden  verbundenen  Involutionen  in  dem  @2,2  des  F*^ 
die  zu  dem  @2,a  des  F^^  führen,  und  dieses   zu  der  einen  der  Invo- 
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lutionen  dieses  @2,si  welche  zu  jenem  führen.  Also  ist  der  Büschel 
@d  von  r^,  welcher  einen  gegebenen  Büschel  @d  dieses  Complexes  zu 
einem  Büschelpaar  ergänzt^  das  einem  bestimmten  Begelschaar- Ge- 
büsche von  r^  angehört,  ihm  in  der  einen  der  beiden  Involutionen 
des  @2,8  des  F'  gepaart,  welche  zu  dem  @2,8  desjenigen  consingulären 
Complexes  führen,  der  diesem  Gebüsche  zugeordnet  ist,  und  der  ihn 
zu  einem  Büschelpaar  des  verknüpften  Gebüsches  ergänzende  Büschel 
ist  ihm  in  der  verbundenen  Involution  gepaart. 

Auch  diese  Ueberlegung  zeigt,  dass  d  für  alle  consingulären  Com- 
plexe  Doppelstrahl  ist. 

Jedem  Büschel  ®a  von  F*  ist  also,  wenn  es  sich  um  die  Zu- 
gehörigkeit zu  einem  bestimmten  Regelschaar-Gebüsche  handelt,  ein- 
deutig ein  anderer  zugeordnet;  da  aber  aus  jedem  Punkte  von  d  zwei 
Büschel  ®a  kommen,  so  bilden  die  Scheitel  zugeordneter  Büschel  eine 
involutorische  Correspondenz  [2]  auf  d,  und  ebenso  die  Ebenen  um  d. 

Zwei  Regeischaaren  Qa  von  F',  welche  durch  d  gehen,  gehören, 
wegen  des  gemeinsamen  Strahls,  zum  nämlichen  Gewinde,  und  schnei- 
den sich  im  allgemeinen  nicht  mehr;  denn  jede  wird  nur  von  oo^ 
Regelscfaaaren  Qa  noch  in  einer  zweiten  Geraden  geschnitten,  indem 
durch  jede  von  ihren  Geraden  oo^  gehen.  Folglich  gehören  sie  in  dem 
verbindenden  Gewinde  zu  der  nämlichen  von  den  beiden  binären  Reihen 
der  Schnittcongruenz;  d.  h.  sie  gehören  zu  demselben  Gebüsche  von  FK 
Da  femer  alle  Regeischaaren  von  I^  durch  d  und  einen  einfachen 
Strahl  des  Complexes  zwei  zusammengefallene  verknüpfte  Reihen  der 
von  ihnen  erzeugten  Congruenz  bilden  (Nr.  774),  so  haben  wir: 

Die  oo^  Begelschaaren  Qd  von  f*,  welche  den  Doppelstrahl  d  ent- 
halten y  bilden  für  sich  ein  Gebüsche  Ut^d,  das  mit  seinem  verknüpften 
identisch  ist;  was  zu  erwarten  war,  da  in  dies  Gebüsche  die  beiden 
Doppelgebüsche  273,6  und  2^3,6  sich  vereinigen. 

Die  Leitschaaren  der  Qd  erfüllen  das  Strahlengebüsche  [c2],  das 
so,  doppelt  gerechnet,  unter  die  consingulären  Complexe  kommt.  Zur 
Erzeugung  genügt  schon  der  Inbegriff  der  Leitschaaren  der  Regel- 
schaaren  eines  Feldes  von  2^z^d'i  wenn  der  Träger  Qd  ist,  so  sind 
die  Regeischaaren  des  Feldes  die  oo'  Qdy  welche  durch  die  ver- 
schiedenen Geraden  von  qJ^  gehen.  Ist  also  t  ein  Strahl  von  \d]y  so 
können  die  Regeischaaren  des  Feldes,  die  ihn  in  der  Leitschaar  haben, 
nur  in  der  Reihe  sich  befinden,  die  durch  d  und  die  zweite  von  t  ge- 
troffene Gerade  von  qJI^  geht;  die  Strahlen  aus  einem  beliebigen  Punkte 
von  ^  an  die  Congruenz  2.  Grades,  die  durch  diese  Reihe  entsteht, 
gehören  somit  zu  zwei  Regeischaaren  des  Feldes,  und  in  deren  Leit- 
schaaren befindet  sich  ti  so  entsteht  [ä]  doppelt. 
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Das  dem  U^^d  zugeordnete  System  4.  Stufe  S^^  von  Gewinden 
hat  [d]  zum  Doppelgewinde:  alle  seine  Gewindenetze  gehen  durch  [d]] 
denn  die  Leitschaaren  aller  Qd  sind  in  [d]  enthalten. 


Die  Complexe  2.  Grades  mit   einem  oder  mehreren  Doppelstrahlen, 
nnter  denen  keine  zwei  windschiefen  sich  befinden. 

776  Die    singulare  Fläche    O  eines  Complezes  2.  Grades   mit  einem 

Doppelstrahle  d  ist,  im  allgemeinen  Falle^  die  Fläche,  welche,  in  Bezug 
auf  einen  allgemeinen  Complex  2.  Grades,  zu  einer  beliebigen  Geraden 
l  ^  d  als  Complexfläche  gehört.  Wir  erhalten  also  Complexe  mit 
specielleren  singulären  Flächen  y  wenn  wir  dem  Träger  d  die  früher  be- 
sprochenen speciellen  Lagen  geben. 

Wir  müssen  aber  jetzt  unterscheiden  unsem  speciellen  Gomplex 
r^,  um  dessen  singulare  Fläche  es  sich  handelt,  von  dem  allgemeinen 
Fq^,  zu  welchem  sie  als  Complexfläche  gehört,  und  versehen  deshalb 
auch  die  dem  letzteren  zugehörigen  Elemente  mit  dem  Zeiger  0.  Die 
betrachteten  speciellen  Lagen  von  d  waren:  1)  ein  Strahl  von  Fq^, 
2)  ein  beliebiger  singulärer  Strahl  dieses  Complexes,  3)  ein  drei- 
punktig  berührender  singulärer  Strahl  (oder  ein  singulärer  Strahl 
2.  Ordnung),  4')  ein  beliebiger  Strahl  in  einer  der  stationären  Ebenen 
Öq  von  Fq*,  5')  ein  Strahl  des  Büschels  (E^y  d^),  6')  einer  der  16  Strahlen 
sSo  (singulärer  Strahl  3.  Ordnung),  oder  dual,  4")  ein  Strahl  durch 
einen  der  stationären  Punkte  2)q,  5")  ein  Strahl  von  (D^,  Bq\  6")  einer 
von  den  16  Strahlen  Sd^. 

In  den  drei  Fällen  1),  2),  3)  erhalten  wir  eine  in  sich  duale 
Fläche  O  und  einen  eben  solchen  Gomplex;  während  4')  und  4"),  5') 
und  5"),  6')  und  6")  zu  Paaren  von  dual  einander  gegenüberstehenden 
singulären  Flächen  und  Complexen  führen. 

Im  Fälle  1),  wo  der  Träger  d  der  Complexfläche  von  Fq^,  wddve 
singulare  Fläche  O  von  F*  tvird,  ein  Strahl  von  Fq*  isty  ist  er  cnspidal 
für  dieselbe  (Nr.  519),  so  dass  in  jedem  Punkte  von  d  die  beiden  Be- 
rührungsebenen von  O  sich  vereinigt  haben.  Die  Correspondenjs  [2,  2]''^ 
ist  in  eine  doppelte  Prcjectivität  übergegangen:  das  System  der  den 
Doppelstrahl  d  enthaltenden  Tangentenbüschel  von  O  ist  das  Strahlen- 
büschel-Sjstem  @i,i  eines  singulären  Strahlennetzes. 

Wir  haben  aber,  nach  wie  vor,  die  4  Cuspidalpunkte  -4i,o, . . .  -44,o 
und  die  4  Cuspidalebenen  /3i,o, . . .  ß^^o,  derartig  jedoch,  dass  die  einen 
für  die  andern  die  zugehörigen  Doppelelemente  sind,  wenn  eben  diese 
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Doppel-Projectiyität  als  Specialfall  einer  [2^  2]  betrachtet  wird.  Dem 
BQscbel  (Af^oy  ßi^o)  gehören  die  Cuspidalaxe  a,-,o  von  At^o  und  die 
Torsallinie  6<,o  von  /J/,o  an  (Nr.  519). 

Während  (Nr.  772)  im  allgemeinen  Falle  in  ©9,2  zwei  verbundene 
Involutionen  3^?  3i  (oder^  was  genügt^  eiue  von  ihnen)  zu  legen  waren, 
um  zu  dem  ©i,«  eines  consingulären  Complezes  zu  gelangen,  haben 
wir  hier  in  dieses  Doppel -@i,i  eine  involutorische  Correspondenz  [2] 
zu  legen  (Nr.  606)  mit  den  Verzweigungselementen  {Äi^o,  /3,-,o)  und  bei 
jedem  Paare  entsprechender  Büschel  derselben  dann  die  Ebenen  aus- 
zutauschen, damit  wir  zu  dem  Strahlenbüschel- Systeme  ©§,2  und  der 
Correspondenz  [2,  2]^  gelangen,  welche  einem  der  consingulären  Com- 
plexe zugehören.  Die  00^  möglichen  Correspondenzen  [2]  in  @i,i  mit 
den  genannten  Verzweigungselementen  liefern  die  ©2,2  und  [2,  2]^^  fOr 
die  ganze  Reihe  der  consingulären  Complexe. 

Die  [2,  2]^  gehört  dem  Doppelgebüsche  [d]  als  Mitglied  dieser 
Reihe  an;  da  sie  eine  Doppel- Projecti  vi  tat  ist,  so  haben  wir  nur  noch 
3  andere  Doppel -Projectivitäten,  welche  von  den  3  Fundamental -Ge- 
winden herrühren,  die  durch  die  in  diesem  Falle  nur  vorhandenen 
3  Doppeltangenten-Congruenzen  (Nr.  561)  gehen.  In  ihnen  entsprechen 
den  Ai^o,  -^2,0,  -4«,o,  -^4,0  die 

ft,0>    ft,0,   /'4.O,    /S8,o;     ^3,0,    ßl,0,   ßl,Of    ft,0;     /^M»   ft,0,   ßi,0,    ft,0. 

Das  Gänische  \d'\  hat  demnach  nunmehr  3  Fundamental- Gewinde 
des  allgemeinen  Faüs  in  sich  aufgenommen,  und  wir  haben  den  Complex 
2.  Grades^  dessen  singulare  Fläche  die  Complexßiche,  in  Bezug  auf  einen 
allgemeinen  Complex  2.  Grades,  für  einen  Strahl  desselben  ist,  mit: 

[3111] 
0ti  besieichnen. 

In  den  Tangentenbüscheln  von  9  haben  wir  zur  Festlegung  der 
Projectivität  noch  4  Strahlen:  die  3  Doppeltangenten  und  den  d  tref- 
fenden Strahl. 

Auf  O  ist  d  cuspidal.  Nehmen  wir  in  Bezug  auf  (einen  zu  O 
gehörigen)  F*  die  Complexfläche  eines  d  treffenden  Trägers  l^di^ 
so  wird  (Nr.  773)  auf  ihr  d  doppelt,  aber  im  allgemeinen  nicht  cuspidal. 

Aber  kehren  wir  zunächst  noch  zu  unseren  weiteren  Fällen  2),  3)  777 
zurück,  in  denen  die  zur  singulären  Fläche  von  F'  gewählte  Complex- 
fläche von  Fq^  nur  eine  doppelte  Gerade  hat,  ihren  Träger  d. 

Wenn  d  für  Fq^  singulärer  Strähl  Sq  ist,  so  vereinigen  sich  (Nr.  527) 
^1,09  ^2,0  im  zugehörigen  singulären  Punkte  Sq,  ß^^oy  ß^^o  in  der  zu- 
gehörigen Ebene  6q.    Infolge  dessen  fallen  die  Projectivitäten: 

St  arm,  Liniongoometrio.    m.  24 
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-4l,0-48,0 -45,0-44,0  A  /Jm/J«, 0^8, 0^4,0, 

A  /'2,0/Jl,0^4,oft,0 

in  die  eine: 

iSo^o^8,o^o  A  /'i,o/'a,o<^o<^o 

zusammen:  eine  ausgeartete  Prcjectivität,  für  toelche  Sq,  öq  die  ausgegeich- 
neten  Elemente  sind.  Sie  repräsentirt,  doppelt  genommen,  die  [2,  2]^]  das 
zu  @i,i  gehörige  Strahlennetz  zerfallt  in  den  Bündel  Sq  and  das  Feld 
6q  und  @i,i  in  zwei  Reihen  von  Strahlenbüscheln,  von  denen  die  einen 
alle  aus  Sq  kommen  und  in  den  Ebenen  durch  d  liegen ,  die  andern 
in  6q  sich  befinden  mit  den  Scheiteln  auf  d.  Die  beiden  andern  Pro- 
jectivitäten  sind: 

So-48,0-44,0  A  <^o/'i,oA,o, 

Sie  rühren  von  den  beiden  Fundamental-Gewinden  her^  welche  durch 
die  in  diesem  Falle  allein  noch  vorhandenen  Doppeltangenten -Con- 
gruenzen  von  9  gehen  (Nr.  562). 

Das  Gebüsche  \d\  hat  demzufolge  noch  ein  weiteres  Fundamental- 
Gewinde  in  sich  aufgenommen^  und  dem  Complexe,  dessen  singulare  Fläche 
die  in  Bezug  auf  einen  allgemeinen  Complex  2,  Grades  genommene  Com- 
plex fläche  eines  singulären  Strahls  desselben  ist,  kommt  die  Bezeichnung: 

[411] 

0U. 

In  das  zerfallende  Strahlenbüschel -System  @i,i  soll  nun  eine  in- 
volutorische  Correspondenz  [2]  gelegt  werden  und  zwar  mit  den  Bü- 
scheln (Äo,  /Ji,o),  (Soy  ß%,o)f  (Ao;  <fo),  (Ao>  ^o)  als  Verzweigungs- 
elementen. Wenu  der  Kegelschnitt  K,  auf  welchem  die  Tangeuten 
eines  andern  Kegelschnitts  ^  eine  involutorische  Correspondenz  [2] 
hervorrufen,  in  zwei  Gerade  zerfallt,  so  ist  die  [2]  übergegangen  in 
eine  Correspondenz  [2,  2]  zwischen  den  beiden  Geraden  mit  der  be- 
sondem  Eigenschaffc,  dass  der  Schnittpunkt  sich  sowohl  mit  den  einen 
als  mit  den  andern  entsprechenden  Punkten  deckt  und  dadurch  für 
jede  der  Punktreihen  doppelter  Yerzweigungspunkt  ist,  während  die 
andern  die  Schnitte  mit  $  sind.  Eine  solche  Correspondenz  haben 
wir  in  unser  @i,i  zu  legen,  oder  wir  haben,  da  die  Büschel  der  einen 
Reihe  einen  festen  Scheitel,  die  der  andern  eine  feste  Ebene  besitzen, 
eine  Correspondenz  [2,  2]  herzustellen  zwischen  dem  Ebenenbüschel  d 
und  der  Punktreihe  d,  und  zwar  so,  dass  bei  jedem  der  Elemente  Sq, 
öq  beide  entsprechenden  Elemente  in  das  andere  fallen,  ßi^Q,  ßi^o,  J^^o; 
^,0  aber  die  übrigen  Yerzweigungselemente  sind. 

Sind  dann  |,  X  in  dieser  [2,  2]  und  demnach  (Sq,  £),  (X,  6^  in 
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der  Correspondenz  zwischen  den  BQschelreihen  entsprechend,  so  sind 
{S^y  0q),  (Xy  I)  Strahlenbüschel  desjenigen  consingularen  Complexes, 
zu  dem  diese  [2, 2]  (oder  die  [2],  an  deren  Stelle  sie  getreten  ist) 
führt. 

Solcher  [2,  2]  zwischen  dem  Ebenenbüschel  d  und  der  Panktreihe 
haben  wir  oo^ 

Wenn  X  nach  8^  oder  ^  nach  öq  fallt,  vereinigen  sich  beide 
entsprechenden  §  in  6^  oder  beide  X  in  Sq]  im  Gontinuum  der  (X,  S) 
ist  (Sq,  6^  ein  Doppelbüschel.*) 

Die  Projectivität  zwischen  den  Tangentenbüscheln  der  O  ist  noch 
bestimmt,  da  wir  noch  zwei  Doppeltangenten  nnd  die  Treffgerade  von 
d  haben.  — 

Wird  aheir  d  singulärer  Strahl  2,  Ordnung  von  F^  —  der  die  sin- 
gulare Fläche  ©Q  dreipunktig  berührt  — ,  so  rückt  (Nr.  528)  auch  -^8,0 
in  iS>o,  /38,o  in  6^'^  die  ausartende  Projectivität,  in  der  vorhin  schon  zwei 
der  4  sich  vereinigt  haben,  nimmt  noch  eine  der  beiden  übrigen  in  sich 
au£  In  der  andern  sollen  Sq  und  6qj  Ai^q  und  /3i,o  einander  entsprechen; 
damit  ist  sie  nicht  bestimmt.  Auch  zur  Festlegung  von  oo^  Oorre- 
spondenzen  [2,  2]  zwischen  den  beiden  Strahlenbüschel -Reihen  sind 
diese  Elemente  nicht  hinreichend.  Und  ebenso  haben  wir  in  den 
Tangentenbüscheln  von  O  je  in  der  einzigen  Doppeltangente  und  dem 
Treflfstrahle  von  d  nicht  die  für  die  Festlegung  der  Projectivität  er- 
forderlichen Elemente.  Aber  unbestimmt  sind  diese  Beziehungen  kei- 
neswegs; es  sind  eben  nur  die  ausgezeichneten  Elemente,  welche  bis- 
her zur  Bestimmung  gewählt  wurden  und  auch  genügten,  nicht  mehr 
zahlreich  genug.  Nach  wie  vor  haben  wir  eine  einfach  unendliche 
Zahl  von  consingularen  Complezen  zu  O, 

Biese  Fläche  9,  die  Complex fläche,  in  Bezug  auf  einen  allgemeinen 
Camplex  2.  Grades,  eines  singulären  Strahls  2.  Ordnung  desselben,  hat 
nur  noch  eine  Boppeltangenten-Congruene,  der  Complex  F*  nur  noch  ein 
nicht  in  [d]  verschwundenes  Fundamentai-Oewinde;  seine  Bezeichnung  ist: 

[51]. 

Wenn  wir  die  Lagen  4'),  5'),  6')  oder  4"),  5"),  6")  von  d  an-  778 
nehmen,  so  kommen  wir  zu  zerfallenden  Complexflächen  als  singulären 
Flächen  und  zu  3  Doppelstrahlen;  wir  haben  daher  erst  diejenigen  Fälle 
vorzunehmen ,  in  denen  der  Complex  nur  zu)ei  und  zwar  sich  schneidende 
BoppelstraJilen  hai.  Der  zweitnächste  Abschnitt  wird  zeigen,  dass  unnd- 


*)  Ersetzt  man  den  Ebenenbüschel  dnrch  eine  perspective  Panktreihe,   so 
erhalt  die  erzeugte  Regelfläche  4.  Grades  eine  doppelte  Erzeugende  (Nr.  608). 

24* 
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schiefe  Doppelstrahlen  eine  wesentliche  Modification  hervorbringen; 
weshalb  wir  diesen  Fall  noch  verschieben. 

In  Nr.  773  sind  wir  zu  den  singulären  Flächen  mit  zwei  sich 
schneidenden  Doppelstrahlen  gelangt;  es  waren  Complexfiächen^  in 
Bezug  auf  einen  Complex  mit  einem  Doppelstrahle,  für  einen  Träger 
l^di,  der  diesen  Doppelstrahl  schneidet.  Aber  es  empfiehlt  sich 
doch  mehr,  tvenn  wir  auch  diese  singulären  Flächen  als  zu  einem  aüge- 
meinen  Complexe  F^  gehörige  Compkxflächen  ansehen.  Und  da  habe  ich 
erst  an  dieser  Stelle  erkannt^  dass  ich  in  dem  Abschnitte  über  spe- 
cielle  Complexfiächen^  wie  ich  dort  schon  in  einer  Anmerkung  S.  69 
erwähnt^  einen  wichtigen  Fall  und  die  sich  ihm  unterordnenden  Spe- 
cialfälle ausgelassen  habe^  die  ich  hier  nun  nachhole. 

Wir  haben  die  Complexfiäche  zu  betra^chten^  deren  Träger  l^d  eine 
beliebige  Tangente  der  singulären  Fläche  Oq  von  Fq^  ist.  Wenn  (Sq^  0^^ 
der  Tangentenbüschel  von  O^  isty  in  dem  sich  d  befindet,  und  s^  der  sin- 
gulare Strahl  von  Fq*  in  ihm,  so  wird  dieser  die  zweite  Doppelgerade  der 
Complexfläche  (d)  sein.*) 

In  der  That,  die  4  Punkte  auf  einer  beliebigen  Geraden  m,  deren 
Complexkegel  von  F^^  die  Gerade  d  tangiren^  sind  die  Schnitte  von  m 
mit  (d),  und  die  4  Berührungspunkte  sind  die  Coincidenzen  der  in- 
volutorischen  Correspondenz  [2],  welche  durch  die  Complexkegel  aus 
den  Punkten  von  m  auf  d  entsteht  (Nr.  513):  wenn  X  ein  Punkt  von 
d  ist,  so  schneide  der  Kegel  (X)  die  m  in  Y\  Y",  die  Kegel  (T'), 
(Y")  gehen  beide  durch  X  und  ihre  zweiten  Schnitte  X\  X"  mit  d 
correspondiren  dem  X  in  [2]. 

Nun  lassen  wir  m  jenen  singulären  Strahl  s^  schneiden;  wenn 
dann  X  in  ^^  gelegt  wird,  so  wird  (X)  ein  Ebenenpaar  mit  der  Dop- 
pellinie Sq,  Y\  Y"  vereinigen  sich  in  den  Punkt  s^m,  {Y),  (Y")  in 
den  Complexkegel  aus  ihm;  derselbe  berührt  längs  s^  die  zugehörige 
singulare  Ebene  6^  und  damit  die  in  ihr  liegende  d\  X\  X"  fallen  in 
Sq.  Dieser  Punkt  hat  sich  also  mit  beiden  entsprechenden  Punkten 
vereinigt  und  ist  doppelte  Coincidenz  von  [2]  (I,  Nr.  18). 

Folglich  ist  der  ihm  entsprechende  Punkt  s^m  auf  m  zweifach 
zählender  Schnitt  von  m  mit  ((2);  was,  da  m  eine  beliebige  Treffgerade 
von  Sq  ist,  bedeutet,  dass  diese  Gerade  Sq  auf  {d)  doppelt  ist.  Wir 
bezeichnen  sie  deshalb  lieber  mit  d^  und  ebenso  den  Funkt  und  die  Ebene 
dd^  —  bisher  S^  und  6^  —  mit  Ifi,  8\ 

Von  den  4  Cuspidalebenen  der  Complexfläche  oder  Tangential- 
ebenen von  Oq,  die  durch  d  gehen,  sind  zwei  in  ö^^Eid^  gerückt;  es 


*)  Vergl.  II,  Nr.  292. 
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bleiben^  wie  uns  für  diese  Fläche  längst  bekannt,  nur  2  Caspidalebenen 
/3i,o;  /32,o  und  daher  auch  nur  2  torsale  Geraden  bi^o,  b^^o  mit  darauf 
liegenden  conischen  Knotenpunkten  JBi,o  ...  £2/0;  und  ebenso  haben 
wir  nur  2  Cuspidalpunkte  auf  d,  die  weiteren  Schnitte  mit  Oq,  und 
4  conische  Doppel-Berührungsebenen. 

Durch  die  beiden  Cuspidalpunkte  von  d^  müssen  alle  Complex- 
kegel  aus  den  Punkten  von  d  gehen,  als  Tangentialkegel  der  Fläche 
(d);  diese  Complexkegel  gehen  aber  alle  durch  die  Punkte  des  Punkte- 
paars (d^),  in  dessen  Ebene  ja  d  liegt.  Also  sind  diese  Punkte  jene 
Cuspidalpunkte,  und  die  Ebenen  von  (D^)  die  Cuspidalebenen  von  d^. 
Die  torsalen  Geraden  in  diesen  beiden  Ebenen  bilden  mit  jenen  beiden 
2^1,0;  2^2,0  in  den  Cuspidalebenen  von  d  das  uns  bekannte  Yierseit,  in 
dessen  Ecken  sich  die  Knotenpunkte  Bi^o,  •  •  .  befinden. 

Es  sei  I  eine  Ebene  durch  d^]  der  Kegelschnitt,  in  dem  sie  die 
Fläche  (d)  schneidet,  berührt  die  Geraden  |  (/Si,o>  ft,©)   auf  61,0,  62,0. 

Wenn  nunmehr  d  eine  Haupttangente  von  Oq  ist,  dann  rückt  noch 
ein  weiterer  Cuspidalpunkt  von  d  in  Ifi  und  eine  weitere  Cuspidalebene 
nach  S^,  nehmen  wir  an:  /S^^o;  folglich  fällt  bei  jeder  Ebene  S  durch 
Ji  die  Tangente  |/32,o  in  (2^.  Alle  Kegelschnitte,  in  denen  die  Com- 
plexfiäche  (d)  von  den  Ebenen  durch  d^  geschnitten  wird,  tAngiren  d^ ; 
d.  h.  diese  Gerade  ist  eine  cuspidale  Doppelgerade  für  (d). 

Eine  beliebige  Tangente  d  Yon  Oq  in  einem  Punkte  dieser  Fläche, 
dessen  singulärer  Strahl  dreipunktig  berührt,  gehört  zum  Complexe  Fq^ 
(Nr.  547)  und  ist  infolge  dessen  für  ihre  Complexfläche  cuspidal,  wäh- 
rend der  genannte  singulare  Strahl  eine  allgemeine  Doppelgerade   ist 

Wenn  aber  als  Träger  die  zweite  Haupttangente  genommen  wird? 
so  werden  beide  Doppelgeraden  cuspidal. 

So  haben  wir  erkannt^  wie  die  drei  FäUe  einer  singulären  Fläche  O 
mit  sswei  sich  schneidenden  Doppelgeraden  sich  als  Complexflächen  eines 
allgemeinen  Complexes  ergeben.  Die  mit  zwei  cMgemeinen  Doppelgeraden 
entsteht^  wenn  der  Träger  d  eine  beliebige  Tangente  der  singulären  Fläche 
dieses  Complexes  ist;  gtveite  Doppelgerade  ist  der  dem  Berühningsptmkte 
mgehörige  singulare  Strahl  d^. 

Eine  der  beiden  Geraden  wird  cu^idal  und  zwar  d  oder  d^,  wenn 
dl  oder  d  dreipunktig  berührt,  und  sie  werden  beide  cuspidcd,  sobald  sie 
beide  dreipunktig  tangiren. 

Die  Fläche  O  des  ersten  Falls  hat  zwei  Doppeltangenten -Con- 
gruenzen  (II,  Nr.  418);  die  4  übrigen  haben  sich  zu  je  zweien  in  die 
Congruenzen  der  Tangenten,  welche  sich  auf  c2,  bezw.  di  stützen,  ver- 
einigt-, und  jedes  der  beiden  Gebüsche  [d],  [(2J  hat  zwei  Fundamental- 
Gewinde  in  sich  aufgenommen;   es  bleiben  nur  zwei  eigentliche,  und 
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dem  Complexe  2.  Grades,  dessen  singulare  Fläche  die  erste  der  3  Flächen 
ist,  kommt  die  Bezeichnung: 

[2211] 
m. 

Jede  Berührangsebene  von  O  bat  3  Doppelpunkte;  zwei  rühreu 
von  dy  dl  her;  von  ihnen  ist  einer  im  zweiten  Falle  in  einen  Rück- 
kebrpunkt  übergegangeD.  Von  den  Tangenten^  die  der  Berübrangs- 
punkt  an  die  Scbnittcurye  sendet ,  Doppeltangenten  der  9,  ist  daher 
eine  in  die  Gerade  nach  dem  Rückkebrpunkt  gerückt.  Wir  haben 
nur  noch  eine  Doppeltangenten-Congmenz  und  das  Gebüsche ,  dessen 
Axe  die  cuspidale  Gerade  ist,  nimmt  noch  ein  Fundamental -Gewinde 
in  sich  auf.  Im  dritten  Falle  verschwindet  dann  auch  noch  das  letzte 
Fundamental-Gewinde  im  andern  Gebüsche. 

Die  Complexe,  deren  singulare  Flächen  die  zweite  und  dritte  der 
oben  besdiriebenen  Flächen  sind,  erhalten  die  Bezeichnung  : 

[321] , 
bezw. 

[33]. 

Im  ersten  Falle  [2211]  giebt  es  4  unäre  stationäre  Punkte  B  in  den 
conischen  Knotenpunkten  der  O,  A  binäre  D  in  den  2.2  Cuspidälpunkten 
der  d,  dii  und  ähnliches  gilt  für  die  stationären  Ebenen. 

Ber  Punkt  BP  und  die  Ebene  d^  sind  quatemäre  stationäre  Ele- 
mente, derartig,  dass  jedes  von  ihnen  für  das  andere  auch  zugehöriges  E, 
bezw.  6  ist.  Denn  zunächst  ist  klar^  dass  der  ganze  Büschel  dd^  zum 
Complexe  F*  gehört^  weil  er  ja  mit  ihm  die  Doppelstrahlen  d,  d^^,  also 
4  Strahlen  gemein  hat  Ferner  ist  die  Ebene  d^  Berührungsebene  von 
O  im  Punkte  D^;  also  sind  alle  Strahlen  des  BQschels  Tangenten  von 
O.  Eine  Tangente  von  O  ist  aber  singulärer  Strahl  des  Complezes^ 
wenn  die  beiden  Strahlenbüschel  um  ihre  beiden  weiteren  Schnitte  mit 
9  in  ihrer  Berührungsebene  zum  Complexe  gehören.  För  einen  Strahl 
von  ddi  vereinigen  sich  diese  Schnitte  in  den  Punkt  B^  und  die  bei- 
den Büschel  in  unsem,  wie  wir  eben  erkannten,  zum  Complexe  ge- 
hörigen Büschel  dd^.  Also  sind  alle  Strahlen  desselben  singulär,  und 
zwar  SO;  dass  alle  zum  Punkte  B^  und  zur  Ebene  d^  gehören. 

Die  Ebenen  e,  welche  zu  den  beiden  auf  einem  Doppelstrahle 
gelegenen  stationären  Punkten  B  gehören^  erzeugen^  wenn  F^  die  Reihe 
der  consingulären  Complexe  durchläuft^  eine  Involution^  von  welcher 
jedes  Paar  bei  zwei  Complexen  sich  ergiebt:  entsprechend  den  beiden 
möglichen  Zuordnungen  seiner  Ebenen  zu  den  beiden  Punkten  D. 

Im  zweiten  Falle  [321]  ist,  wenn  wir  etwa  d  als  cuspidal  anneh- 
meU;  der  eine  Cuspidalpunkt  und  die  eine  Cuspidalebene  von  d^  nach 
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Ifi  und  d^  gerückt.  Also  sind  Ifi  und  S^  senäre  stationäre  Elemente. 
Die  BQscIielpaare  in  /}i,o;  ßi,o  müssen  d  berühren;  d.  h.  zwei  von  den 
4  Punkten  JBq  rücken  auf  d  und  zwar  in  die  Cuspidalpunkte  dieser 
Geraden  (Nr.  519),  die  damit  temäre  stationäre  Punkte  werden.  Binär 
bleibt  der  zweite  Guspidalpunkt  auf  d^  und  unär  bleiben  die  einzigen 
ausserhalb  der  Doppelstrahlen  liegenden  Punkte  Bq\  ihre  Verbindungs- 
linie ist  die  einzige  d^  treffende  torsale  Gerade. 

Endlich  im  letzten  Falle  [33]  rückt  auch  noch  auf  d  der  eine 
Guspidalpunkt  nach  Ifi  und  einer  der  beiden  vorhinigen  Bq  in  den 
Guspidalpunkt  von  ä^.  Z^  repräsentirt  9  stationäre  Putzte,  jeder  der 
beiden  einzigen  Cuspidalpunkte  auf  dj  d^  3;  nur  ein  unärer  verUeibt, 
im  Schnitte  der  beiden  d,  bezw.  d^  treffenden  torsalen  Geraden,  die 
noch  verschieden  von  diesen  d  sind.  Und  analoges  gilt  hier  und  vor- 
hin für  die  stationären  Ebenen« 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  den  oben  verlassenen  Fällen  4'),  . . .  6"),  779 
In  4')  ist  der  Träger  d  der  eu  dem  allgemeinen  Complexe  Fq^  gehörigen 
Complexflächef  die  wir  als  singulare  Fläche  des  specieUen  Complexes  I^  haben 
wollen^  ein  beliebiger  Strahl  in  einer  stationären  Ebene  Sq  von  Fq^  Die 
Complexfläche  tserfällt  dünn  (Nr.  557)  in  die  Ebene  Sq  und  eine  cubische 
Fläche  4.  Klasse  mit  4  Knotenpunkten:  O^,  Die  Ebene  d^  ist  die 
Ebene  der  drei  unären  Geraden  dieser  Fläche;  von  ihnen  ist  eine  d,  die 
beiden  andern  d„  d^  sind  die  Geraden  von  dem  der  d^  zugehörigen 
Punkte  Eq  nach  den  Schnitten  der  d  mit  dem  Kegelschnitte  [S^]  auf 
Oq.  Sie  sind  für  die  vollständige  Fläche  Doppelgerade  und  für  O^^ 
allein  Äxen  von  Büscheln  doppelter  Berührungsebenen.  Für  F*  werden 
sie  sich  als  Doppelstrahlen  herausstellen. 

Wegen  ihrer  wichtigeren  Beziehung  zum  Complexe  r*  wollen  wir 
die  Ebene  Öq  lieber  st  nennen.  Zunächst  wollen  wir  zeigen,  dass  das 
ganze  Strahlenfeld  dieser  Ebene  Öq^tc  zu  einem  jeden  der  Complexe 
F*  gehört,  für  welche  9  ^  (sr,  fl^/)  singulare  Fläche  ist.  Doppel- 
tangenten  hat  diese  Fläche  nicht:  an  ihre  Stelle  sind  die  Gongruenzen 
2.  Grades  der  Tangenten  von  ^/  getreten,  welche  sich  auf  d,  d^,  d^ 
stützen,  jede  zwei  Doppeltangenten- Gongruenzen  repräsentirend.  In 
jedem  Tangentenbüschel  (S,  6)  von  ©/  haben  wir  3  solche  „Doppel- 
tangenten^  t^t^t^]  durch  sie  ist  die  Projectivität  der  Tangentenbüschel 
festgelegt:  wir  können  mit  Hilfe  des  festen  Doppelverhältnisses  (ttit^s) 
den  Inbegriff  der  {OJ  tangirenden)  singulären  Strahlen  s  eines  F^ 
herstellen.  Die  weiteren  Schnitte  eines  jeden  von  ihnen  mit  O  sind 
der  Schnitt  B  mit  ^r,  der  dritte  Schnitt  B'  mit  0^\  Die  Büschel 
(Bj  6)y  {B'f  ö)  erzeugen  den  Gomplex  oder,  wie  wir  aus  der  Betrach- 
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tung  des  allgemeinen  Falls  wissen,  schon  die  einen^  z.  B.  die  (B,  6). 
Jeder  dieser  Büschel  hat  einen  Strahl  in  x,  und  umgekehrt,  jeder 
Strahl  g  von  ^r  wird  ein  solcher  Strahl  und  kommt  in  ^'^  Construirt 
man  nämlich  auf  ihm  den  Punkt  B,  der  mit  den  Schnittpunkten 
g(d,diyd^)  das  Doppel verhältniss  (tyt^^t^,s)  bildet,  und  dann  die  ein- 
zige Tangentialebene  6  aus  g  an  O^^  neben  der  dreifachen  tCj  so  wird 
der  in  dieser  construirte  s  gerade  durch  B  gehen,  also  g  dem  Büschel 
(Bj  ö)  angehören. 

Der  zweite  Strahlenbüschel  aus  B  an  F^  liegt  in  jc,  und  g^  beiden 
gemeinsam,  ist  der  zum  Punkte  B  ^  8'  gehörige  singulare  Strahl  s\ 
Bekanntlich  bildet  auch  /  mit  den  Strahlen  aus  S'  nach  den  Ecken 
did^f  d^d,  ddi  das  nämliche  Doppelverhältniss,  und  die  beiden  ein- 
ander zugehörigen  singulären  Elemente  S',  s',  welche  durchweg  inci- 
diren,  bilden  ein  quadratisches  Nnüsystem,  In  ihm  sind  die  Ecken  und 
Seiten  des  Dreiecks  dd^d^  die  Hauptelemente:  einer  Ecke  entspricht 
jeder  durch  sie  gehende  Strahl,  einer  Seite  jeder  auf  ihr  gelegene 
Punkt.  Bewegt  sich  8'  auf  einer  Geraden  m,  so  umhüllt  s'  einen 
Kegelschnitt  ft^,  der  sie  und  die  drei  Seiten  tangirt;  dreht  sich  s'  um 
einen  Punkt,  so  durchläuft  8'  einen  Kegelschnitt,  der  durch  ihn  und 
die  drei  Ecken  geht.  Jene  Gerade  m  sei  Spur,  in  ^r,  eines  beliebigen 
Strahlenbüschels  (P,  m)]  mit  fi^  ^^^  ^4^  ausser  den  drei  Büscheln 
doppelter  Tangentialebenen  durch  die  d^  noch  einen  Kegel  2.  Grades 
von  Berührungsebenen  gemeinsam.  Die  beiden  durch  P  gehenden  Ebe- 
nen desselben  liefern  diejenigen  Büschel  {B,  0),  welche  zu  (P,  x)  ge- 
hörige Strahlen  des  Gomplexes  enthalten;  so  dass  der  Grad  2  desselben 
so  direct  erkannt  ist. 

Der  Complex  entsteht  also  folgendermassen: 

Von  jeder  Geraden  g  in  der  dreifachen  Beruhrungsebene  %  der  9^ 
wird  die  einfache  Berührungsebene  6  an  diese  Fläche  gelegt;  sodann  auf 
g  der  Punkt  B  construirt  ^  welcher  mit  den  Punkten  ^  in  denen  sie  die  3 
in  %  gelegenen  Geraden  der  Fläche  schneidet^  ein  gegebenes  Doppelver- 
hältniss  bildet;  die  8trahleribüschel  (J?,  ö)  erzeugen  den  Complex. 

Wenn  m  durch  eine  Ecke,  z.  B.  ddy^j  geht,  so  zerfällt  der  Kegel- 
schnitt fCj  in  den  Büschel  um  diesen  Punkt  und  einen  zweiten,  welcher 
d^  „berührt'',  d.  h.  seinen  Scheitel  M  auf  d^  hat.  Folglich  gehen  die 
Ebenen  der  nicht  in  %  gelegenen  Complex -Strahlenbüschel  aus  den 
verschiedenen  Punkten  von  m  alle  durch  M  und  umhüllen  den  Kegel 
2.  Grades,  der  von  diesem  Punkte  tangential  an  9^  kommt.  Derselbe 
berührt  n  und  demnach  auch  m;  und  die  Büschel  erzeugen  die  Con- 
gruenz  2.  Ordnung  1.  Klasse,  welche  zu  der  in  II,  Nr.  305  betrachteten 
(n  <»  2)  dual  ist;  sie  subsumirt  sich  unter  11,  Nr.  493  a)  für  n «»  1. 
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Der  Strahl  m  und  der  Pankt  M  bewegen  sich,  nach  bekannter 
Eigenschaft  der  quadratischen  Verwandtschaft ,  projectiv  um  dd^  und 
auf  d^,  und  den  d,  d^  entsprechen  die  Punkte  d^  (d^  d^).  Die  Con- 
gruenzen  (2,  1)  durchlaufen  den  Complex. 

Legt  man  also  bei  einer  Fläche  O^  in  der  dreifachen  Beruhrungs- 
ebene  ic  ztoischen  dem  Strählenbüschd  um  eine  Ecke  des  in  ihr  enthalte- 
nen Dreiseits  der  Fläche ^  etwa  dd^^  und  der  Punktreihe  auf  der  Gegen- 
seite d^  eine  der  cx>^  Projectivitäten  fest,  in  denen  die  Seiten  d,  d^  ihren 
Schnitten  mit  d^  homolog  sind,  und  construirt  für  jeden  Strahl  jenes  Bü- 
schels die  Congruenjs  (2,  1)  der  Strahlen,  die  ihn  treffen  und  den  Tan- 
genüalkegel  2.  Grades  aus  dem  entsprechenden  Punkte  an  O^  tangiren, 
so  ist  der  Ort  dieser  Congruenz  der  Complex,  mit  dem  wir  es  jetzt  zu 
thun  haben.  Und  alle  jene  Projectivitäten  geben  die  consingulären 
Gomplexe,  denen  (O/,  tc)  als  gemeinsame  singulare  Fläche  zugehört.*) 

Aber  eine  Congruenz  (2,  1)  derselben  Art  ergiebt  sich  auch  im 
allgemeinen  Falle^  wo  m  eine  beliebige  Gerade  von  x  ist;  alle  Strah- 
lenbüschel-Ebenen gehen  durch  denjenigen  Punkt  des  Punktepaars  in 
der  Berührungsebene  aus  m,  der  nicht  in  sr  liegt.  Der  berührte  Kegel 
ist  der,  welcher  aus  diesem  Punkte  den  der  m  im  Nullsystem  ent- 
sprechenden Kegelschnitt  ft*  projicirt:  einer  der  beiden  Berührungskegel 
2.  Grades  aus  diesem  Punkte  an  9^\ 

Während  ein  Strahl  s'  Yon  ic  nur  für  ein  Complex -Ebenenpaar 
Doppellinie  a  ist,  ist  er  für  oo^  —  vollständig  in  yc  gelegene  —  Com- 
plex-Punktepaare  Doppellinie  b.  Ausgenommen  sind  d,  d^,  d^.  In  jeder 
Ebene  durch  d  fallen,  welchen  der  beiden  Berührungspunkte  mit  <&/ 
man  auch  nimmt,  zwei  von  den  „Doppeltangenten^^  t,  t^,  t^  in  d  zu- 
sammen, die  dritte  wird  unbestimmt;  jenes  Zusammenfallen  und  das 
bestimmte  Doppelverhältniss  fordern  dann,  dass  auch  s  in  d  fällt;  so- 
mit wird  d  für  das  Complex-Punktepaar  jeder  ihrer  Ebenen  Doppel- 
linie und  damit  Doppelstrahl  des  Complexes.  Eine  einfache  Berührungs- 
ebene von  ^/  hat  nur  einen  Punkt  ihres  Complex-Punktepaars  auf 
TCf  eine  doppelte  —  und  das  sind  allein  die  Ebenen  durch  d,  d^,  d^ 
—  beide. 

Die  Complexe  2,  Grades,  welche  zu  einer  singulären  Fläche  gehören, 
die  aiis  einer  cubischen  Fläche  4.  Klasse  mit  4  Knotenpunkten  O^  und 
ihrer  einzigen  dreifachen  Beriihrungsebene  n  besteht,  haben  die  3  —  in  % 
gelegenen  —  unären  Geraden  der  Fläche  zu  Doppelsirahlen  und  enthalten 
das  ganze  Strahlenfeld  jc. 

Dual:    Die  Complexe  2,   Grades,    welche  zu  einer   Steiner' sehen 


*)  Weiler,  Jonrn.  f.  Mathematik  Bd.  95  S.  146. 
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4.  Ordnung  3.  Klasse  O^*"  mit  3  doppelten  Geraden,  die  in  einen  drei- 
fachen Punkt  P  msammenlaufeny  in  Verbindung  mit  dem  Ebenenbündd 
P  zur  singulären  Fläche  haben,  besitzen  jene  3  Geraden  ais  Dappelstrahlen 
und  enthalten  den  ganzen  StrahUnbiindel  P. 

In  dem  einen  wie  dem  andern  Falle  vertreten  die  3  Congraenzen 
der  Tangenten  der  Fläche  O^,  bezw.  9^,  welche  sich  auf  die  3  Dop- 
pelstrahlen stützen,  die  6  Doppeltangenten-Congmenzen  des  allgemeinen 
Falles,  jede  zwei,  und  die  Fundamental- Gewinde  sind  zu  je  zweien  in 
die  Gdnische  [d],  [d^],  [d^]  übergegangen.  Es  erhellt,  dass  wir  diese 
Complexe  mit  [222]  zu  bezeichnen  haben.  Wir  unterscheiden  und  be- 
zeichnen denjenigen,  dessen  singulare  Fläche  {9^,  z)  ist^  mit: 

[222]' 

und  den  dualen,  für  welchen  sie  (0^\  P)  ist,  mit: 

[222]".*) 

780  Zeigen  wir  nunmehr  umgekehrt,  dass,  wenn  ein  Complex  2.  Grades 

r^  ein  ganzes  Strahlenfeld  st  enthält,  er  dann  3  demselben  angehSrige 
Doppelstrahlen  besitzt. 

In  der  That,  für  jeden  Punkt  von  je  zerfallt  der  Complexkegel  in 
zwei  Büschel,  von  denen  einer  in  tc  liegt;  somit  gehört  tc  zur  singu- 
lären Fläche  und  der  andere  Bestandtheil  ist  3.  Ordnung  4.  Klasse,  also 
mit  4  Knotenpunkten:  O^^,  Wenn  g  eine  beliebige  Gerade  von  yc  ist, 
so  ist,  weil  eben  der  Complexkegel  eines  jeden  Punktes  X  von  g  ein 
Ebenenpaar  mit  der  Doppellinie  in  tc  ist,  in  der  durch  den  Complex 
zwischen  der  Punktreihe  und  dem  Ebenenbüschel  g  inducirten  Pro- 
jectivität  die  Ebene  ^  jedem  Punkte  X  entsprechend:  diese  Projecti- 
vität  ist  ausgeartet  mit  tc  als  ausgezeichneter  Ebene  im  Büschel. 
Folglich  ist  g  singulärer  Strahl;  das  ausgezeichnete  Element  in  der 
Punktreihe:  der  Berührungspunkt  von  g  mit  der  Complexcurve  in 
irgend  einer  Ebene  durch  g  und  damit  in  allen  ist  der  zugehörige  sin- 
gulare Punkt  Die  Ebene  des  zweiten  Complex -Strahlenbüschels  aus 
diesem  Punkte  ist  die  einzige  durch  g  gehende  und  von  n  verschiedene 
Tangentialebene  von  O^^]  n  ist  daher  dreifache  Berührungsebene  dieser 
Fläche  oder  die  Ebene  durch  ihre  drei  unären  Geraden.  Und  damit 
sind  wir  zur  früheren  Voraussetzung  gelangt. 

Wir  haben  also  auch:  Wenn  durch  einen  Doppelstrahl  d  eines 
Complexes  2.  Grades  eine  Ebene  %  geht,  deren  ganzes  Strahlenfeld 
dem  Complex  angehört,  so  sind  noch  2  Doppelstrahlen  vorhanden, 
welche  auch  in  dieser  Ebene  liegen. 


*)  Weiler  sagt  (Math.  Annalen  Bd.  7):  [222]  Fall  A  und  Fall  B. 
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Bei  einem  solchen  Doppelstrahle  d^  der  einem  gans  im  Compiexe 
enthaltenen  StraMenfdde  n  angehört  y  artet  die  Corre^Mndenjs  [2,  2y  ewi- 
sehen  Punktreihe  und  Ehenenbüschd  dahin  aus,  dass  von  den  einem 
Punkte  entsprechenden  Ebenen  die  eine  fest  ist,  die  Ebene  ^;  demnach 
bandelt  es  sieb,  wenn  von  ibr  abgesehen  wird,  nur  um  üne  dorre- 
spondenjs  [2, 1],  und  die  Complex-Punktepaare  der  verscbiedenen  Ebenen 
durch  d  bilden  eine  Involution  (I,  Nr.  21).  Ein  Paar  derselben  ent- 
spricht der  Ebene  tc]  und  in  seinen  Punkten  haben  wir  demnach  zwei 
stationäre  Punkte  D  mit  x  als  zugehöriger  Ebene  i.  Da  sie  für  9 
Guspidalpunkte  sein  müssen,  so  müssen  in  jedem  die  beiden  Berüh- 
rungsebenen von  O  zusammenfallen,  d«  h.  die  Berührungsebene  von  9^^ 
mit  7C]  folglich  handelt  es  sich  um  die  Schnitte  von  d  mit  den  beiden 
andern  Doppelstrahlen  d^,  d^]  in  ihnen  haben  sich  die  4  Punkte  D 
des  allgemeinen  Falls  vereinigt.  Jeder  der  3  Punkte  dd^,  dd^y  did^ 
ist  ein  quatemärer  stationärer  Punkt  des  Complexes;  die  übrigen  unären 
Punkte  D  sind  die  4  Knotenpunkte  von  0^\ 

Die  Ebenen  durch  d,  denen  die  Paare  der  Involution  mit  ver- 
einigten Punkten  zugehoren,  sind  stationär;  das  sind  offenbar  die  bei- 
den durch  g  gehenden  Ebenen,  welche  je  längs  einer  Enotenpunkts- 
Yerbindungslinie  berühren:  Cuspidalebenen  von  d.  Damit  haben  wir 
3,2  binäre  stationäre  Ebenen  S;  die  4  übrigen  hat  die  Ebene  st  in  sich 
aufgenommen,  in  welcher  jeder  Punkt  die  Eigenschaft  besitzt,  die  sonst 
ein  E  hat,  nämlich  Scheitel  eines  Büschels  von  singulären  Strahlen 
zu  sein. 

Wir  erkannten  jeden  Strahl  von  sr  als  singuIär,  und  die  Congruene 
S  der  singulären  Strahlen  besteht  also  aus  dem  StraMenfelde  n  und  einer 
Congrueng  (4,  3),  gebildet  durch  digenigen  singulären  Strählen  s,  welche 
9^  berühren. 

Unser  Complex  mit  einem  Strahlenfelde  besitzt  dreierlei  Strählen- 
büschel:  die  in  m  liegenden,  zweitens  diejenigen,  deren  Scheitel  sich  in 
jt  befindet,  während  die  Ebene  0^^  tangirt,  endlich  die,  bei  denen  auch 
der  Scheitel  dieser  Fläche  angehört.  Jeder  nicht  in  x  befindliche 
Strahl  des  Complexes  ist  in  einem  Büschel  von  der  zweiten  und  in 
dreien  von  der  dritten  Art  enthalten,  so  dass,  wie  wir  schon  bemerk- 
ten, die  der  zweiten  Art  den  Complex  einfach  erfüllen.  Von  den 
16  BQscheln  einer  Schnittcongruenz  I^F  liegt  einer  in  m,  die  5  ihn 
schneidenden  geboren  zur  zweiten  Art,  die  10  übrigen  zur  dritten. 
Jeder  von  diesen  ist  zum  ersten  windschief;  also  giebt  es  2,  welche 
beide  schneiden  (II,  Nr.  372)  und  zu  denen  der  zweiten  Art  gehören. 

Auch  die  Begelschaaren  des  Complexes  zerfallen  in  zwei  Arten,  je 
nachdem  sie  einen  Strahl  in  n  haben  oder  nicht;  jedes  Strahlennetz,  das 
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durch  eine  Begelscliaar  der  einen  Art  geht;  schneidet  noch  eine  der 
andern  aus.  Also  gehören  alle  RegeUchaaren  aas  demselben  Geiniscke  eur 
nämlichen  Art,  aus  verknüpften  Gebüschen  eu  verschiedenen;  beispiels- 
weise die  Complexcuryen  zur  ersten,  die  Complexkegel  zur  zweiten. 

Die  Leitschaaren  der  Regeischaaren  der  ersten  Art  haben  auch 
einen  Strahl  in  sr;  so  erhellt ,  dass  das  Strahlenfeld  jc  auch  in  allen 
consingulären  Complexen  sich  befindet. 

781  Wir  Hessen  bis  jetzt  d  einen  beliebigen  Strahl  von  Öq^x  sein. 

Es  sei  nunmehr  d  ein  Strahl  des  Büschels  (Eq,  d^),  dann  fallen  (Nr.  558) 
ffwei  van  den  3  Geraden^  welche  Doppelstrahlen  von  F*  loerden^  in  diesen 
Strahl  msammen,  und  daher  auch  zwei  von  den  3  Congruenzen  des 
vorigen  Falls,  welche  selbst  schon  je  zwei  des  allgemeinen  Falls  ver- 
treten. Das  zugehörige  Gebüsche  [d]  ^  [dj  hol  also  4  Fundamental' 
Gewinde  in  sich  aufgenommen  und  das  andere  [d^]  deren  2, 
Der  Complex  ist  daher  mit: 

[42]' 
eu  bezeichnen. 

Wenn  endlich  (Nr.  559)  d  in  den  singulären  Strahl  5.  Ordnung  ss^ 
gelegt  wird,  so  vereinigen  sich  alle  3  Doppelstrahleny  so  dass  scheinbar  nur 
ein  einziger  Doppelstrahl  vorhanden  ist,  der  aber  eben  ternär  ist 

Nun  sind  alle  6  Doppeltangenten -Congruenzen  in  die  Congruenz 
der  Tangenten  von  O^^,  welche  sich  auf  diesen  Strahl  d  stützen,  zu- 
sammengefallen, und  das  Gebüsche  [d]  hat  alle  6  Fundamental- Gewinde 
in  sich  aufgenommen. 

Dem  Complexe  kommt  die  Bezeichnung: 

[6]' 

zu,  und  die  beiden  dualen  Complexe  sind  natürlich  mit: 

[42]"     und    [6f 
zu  bezeichnen. 

Die  cubischeii  Flächen  $/,  die  mit  ^q  ^  ;r  die  singulären  Flächen 

von  [42]',  [6]'  bilden,  sind  in  Nr.  558,  559  genauer  beschrieben. 
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782  Hat  r*  einen  Doppdstrahly  so  bekommt  die  Hauptcurve  k{'  im  Funkir 

räume  Z^  bei  der  Caporali* sehen  eindeutigen  Abbildung  (Nr.  711  ff.) 
einen  Doppelpunkt,  Unter  den  Strahlenbüscheln  ©^  von  F*  giebt  es  nämr 
lieh  einen,  ®a^,  welcher  den  Hauptbüschel  (0,  lo)  schneidet;  sein  Scheitel 
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ist  dcD,  seine  Ebene  dO.  Alle  Strählen  dieses  Büschels,  unter  ihnen  dy 
haben  denselben  Punkt  D^  zum  Bude. 

Einer  durch  D^  gehenden  Ebene  1^  von  H^  correspondirt  also  in 
r*  eine  Congruenz  C^  durch  (0,  ©)  und  ©/,  also  durch  d,  der  somit 
Doppelstrahl  für  sie  wird;  die  durch  d  gehenden  Regelschaar  -  Reihen 
sind  binär:  @/  repräsentirt  2  von  den  5  den  (0,  o)  schneidenden 
Büscheln  von  C*;  die  Ebene  1^  hat  mit  h^,  ausser  B^,  nur  noch  3 
Schnitte:  B^  ist  Doppelpunkt  von  h^. 

Wir  haben  den  Kegel  3.  Ordnung  K^,  welcher  Jc^  aus  B^  pro- 
jicirty  und  den  Büschel  {B^,  rj,  der  durch  die  beiden  Doppelpunkts- 
Tangenten  bestimmt  ist:  seine  Strahlen  treffen  jede  durch  Ic^*  gehende 
Fläche  in  2  auf  dieser  Curve  gelegenen  Punkten^  sie  in  By  berührend^ 
und  sind  daher  als  Sehnen  von  Tc^  anzusehen. 

In  der  vorhin  betrachteten  O  haben  wir  2  binäre  (durch  d  gehende) 
und  6  unäre  Regelschaar- Reihen;  die  eine  binäre  bildet  sich  in  den 
Strahlenbüschel  {B^,  l^)  ab,  die  andere  in  den  Eegelschnitt-Büschel 
durch  By  und  die  3  weitern  Schnitte  X^  von  h{*  mit  S^;  die  eine  von 
zwei  verknüpften  uuären  in  den  Strahlenbüschel  in  S^  um  einen  der 
drei  X^^  die  andere  in  den  Kegelschnitt-Büschel,  der  durch  die  beiden 
andern  X|  geht  und  in  B^  die  t^  berührt.  Ferner  bilden  sich  von 
den  4  binären  und  8  unären  Strahlenbüscheln,  welche  C'  besitzt,  jene, 
unter  denen  sich  ^d  befindet,  in  B^  und  die  3  Kanten  von  K^  in  |^ 
ab.  Zu  diesen  gehört  (0,  o);  die  übrigen  haben  zu  Bildern  die  3  Punkte 
Xi,  ihre  Verbindungslinien  und  die  Gerade  r^^^.  Der  @/,  der  sich 
in  By  abbildet,  schneidet  die  3  andern  binären,  (0,  (d)  und  den,  wel- 
cher iTilj  zum  Bilde  hat. 

Bie  Strahlen  des  Kegels  K{^  sind  daher  die  Bilder  der  Strahlen- 
büschel  ®d)  die  Strahlen  von  (Dj,  t^)  hingegen  die  Bilder  derjenigen 
Büschel  von  Jf,  welche  (SJ^  schneiden.  Zu  beiden  gehört  der  Strahl 
<i®  von  Bi  nach  dem  fünften  Punkte  T^  von  \^  in  t^:  eine  Trisecante 
von  ky^  und  das  Bild  des  gemeinsamen  Strahls  von  (0,  <o)  und  ©J^ 
und  somit  das  geradlinige  Bild,  das  dem  SJ*  im  Continuum  der  @^ 
doch  auch  zukommen  muss. 

In  (Dj,  Tj)  haben  wir  eine  Involution,  in  der  die  Bilder  zweier 
Strahlenbüschel  gepaart  sind,  die  je  durch  denselben  Strahl  von  QJ^ 
gehen. 

Jeder  @^  hat  mit  (0,  coi)  ausser  QJ^  noch  einen  gemeinsam  schnei- 
denden Büschel;  daher  stützen  sich  die  Bilder  der  @<i  noch  einmal  auf 
Jcj^f  den  Ort  der  Punkte,  in  die  sich  die  Büschel  von  JT*  abbilden, 
welche  (0,  ca)  schneiden.  Zweimal  fällt  dieser  zweite  Büschel  mit  @/ 
zusammen:  die  beiden  Büschel  sind  die,  welche  (Nr.  772)  ®J^  im  engem 
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Sinne  schneiden;  Bilder  sind  die  Doppelpunkts-Tangenten,  welche  also 
ein  Paar  in  der  eben  erwähnten  Involution  bilden.  Für  jeden  der  Bü- 
schel von  r^y  die  @/  schneiden,  ist  der  zweite  Büschel ,  der  ihn  and 
(0;  m)  trifift,  stets  in  @/  gefallen;  zu  ihnen  gehören  die  eben  er- 
wähnten beiden  @<|. 

Wegen  des  Doppelpunktes  D^  hat  hj^  nur  noch  den  Bang  10; 
jede  Trisecante  triflTt  nur  4  Tangenten.  Die  Involution  I^  bekommt 
dadurch  4  Doppelpunkte,  zu  denen  als  fünfter  (binärer)  D^  tritt.  Sie 
führen  zu  den  Bündeln,  in  deren  Ebenen  sich  die  Bilder  der  Regel- 
schaaren  der  Doppel-Gebüsche  befinden. 

Bei  den  Ebenen  1^  des  Bdndels  D^  ist  aber  wohl  zu  unterschei- 
den: Die  Kegelschnitte  durch  D^  und  die  X^,  bei  denen  also  der 
zweite  in  D|  liegende  Punkt  „ausfällt'^  und  BüDdelscheitel  wird,  sind 
allein  die  Bilder  der  durch  d  gehenden  Regelschcuiren,  welche  das  dem  D^ 
entsprechende  Doppd-Gebüsche  erfüllen;  die  Kegelschnitte  hingegen  durch 
nur  2  von  den  X^  und  mit  t^i^  als  gemeinsamer  Tangente  in  D^  sind 
Bilder  von  Regeischaaren,  welche  @/  schneiden;  diese  gehören  dann 
je  zu  dem  Gebüsche,  das  dem  Bündel  um  den  dritten  Punkt  X^  cor- 
respondirt. 

Wenn  P^^,  P^"  wieder  die  Punkte  von  h^  sind,  deren  Bündel 
den  Gebüschen  der  Kegel  und  der  Kegelschnitte  von  JT'  entsprechen, 
so  schneiden  die  Ebenen  durch  DiPi^,  bezw.  B^P^  den  Kegel  K^ 
in  2  Kanten,  welche  Bilder  von  ®a  iiut  demselben  Scheitel  oder  der- 
selben Ebene  sind;  geht  die  Ebene  nach  ^^,  so  handelt  es  sich  um 
die  Bilder  der  zweiten  Büschel  aus  dem  Scheitel,  der  Ebene  von  @/. 

Die  4  Berührungsebenen  durch  Aj^i^;  bezw.  A-^i"  ^^  -^i*  führen 
zu  den  4  Büscheln  (Z),  i),  bezw.  (E^  S).  Der  Kegel  4.  Ordnung, 
welcher  Tc^"  aus  P^^  oder  P^  projicirt,  mit  2  Doppelkanten  hat  8 
doppelte  Berührungsebenen;  ihre  Berührungssehnen  mit  ä;^^  sind  die 
Bilder  der  8  übrigen  Büschel  (D,  «),  bezw.  {E^  S). 

Die  Congruenz  C,  welche  der  Ebene  t^  correspondirt,  ist  die  in 
Nr.  772  beschriebene  Congruenz  (mit  einem  Kegelschnitte  als  singu- 
lärer  Linie),  welche  durch  die  den  ®d  schneidenden  Strahlenbüschel 
von  F*  entsteht.  Die  Involution  der  je  durch  denselben  Strahl  von 
@/  gehenden  Büschel  bildet  sich  in  eine  Involution  von  Geraden- 
paaren in  ti  ab  und  zwar  so,  dass  die  beiden  durch  d  gehenden  Büschel 
die  Doppelpunkts-Tangenten,  die,  welche  durch  den  gemeinsamen  Strahl 
von  @<i^  und  (0,  cd)  gehen,  die  beiden  Geraden  der  einzigen  Fläche 
2.  Grades  0^  durch  h^^^  welche  in  D^  sich  schneiden,  zu  Bildern 
haben:  (0,  o)  diejenige,  welche  h^  zweimal  trifft,  der  andere  die  t^. 
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Ätich  die  in  Nr,  706  ff.  beschrid>ene  einsweidetiUge  Abbildung  des  783 
r^  in  den  Punktraum  U^  unrd  hier  eindeutig,  wenn  eine  der  beiden  Gre- 
raden  u,  v,  etwa  v,  in  den  Doppelstrahl  d  gelegt  wird  (Nr.  774);    wir 
begnügen  ims  jedoch^  die  Haupteigenschaften  ohne  Beweis  anzugeben. 

Durch  d  und  u  gehen  oo^  Regeischaaren  Qdu  von  T^;  sämmtliche 
Strahlen  einer  solchen  Regelschaar  haben  denselben  Bildpunkt;  der 
Ort  dieser  Punkte  ist  ein  Kegelschnitt  c^.  Ebenso  bilden  die  Strahlen- 
büschel ®d  von  r^  sich  nur  in  Punkte  ab;  diese  Punkte  erzeugen 
eine  Raumcurve  4.  Ordnung  erster  Art  S-^^  welche  den  c^  in  4  Punkten 
U^  begegnet;  den  Bildern  der  4  Strahlenbüschel  von  I^y  die  durch 
u  gehen. 

Die  Bilder  der  übrigen  Strahlenbüschel  von  JT*  sind  die  Geraden, 
welche  zugleich  c^  und  5/  treffen;  die  Regeischaaren  q^j  Qu  von  r\ 
welche  durch  dy  bezw.  u  gehen,  (im  ersten  Falle  oo^,  im  zweiten  oo^ 
bilden  sich  in  die  Treffgeraden  (Secanten)  von  c^^  die  Doppelsecanten 
von  5|^  ab,  eine  beliebige  Regelschaar  aber  in  einen  Kegelschnitt,  der 
sowohl  Ciy  als  8^  zweimal  trifft. 

Die  Kegelschnitte  in  den  Berührungsebenen  einer  durch  8^^  gehen- 
den Fläche  2.  Grades  F^j  welche  c^  zweimal  treffen  und  durch  die 
beiden  Punkte  von  8^  gehen,  welche  auf  der  Geraden  aus  der  einen 
Schaar  von  F^  in  der  betreffenden  Berührungsebene  gehen,  sind  die 
Bilder  der  Regeischaaren  eines  Gebüsches  von  r**;  ersetzt  man  die 
Schaar  durch  die  andere,  so  ergiebt  sich  das  verknüpfte  Gebüsche. 

Die  4  Kegel  des  Büschels  (iS>/)  führen  zu  den  Doppelgebüschen 
278.1,  ...  2t, 4;  „Berührungsebenen'^  sind  die  Ebenen  durch  die  Spitze. 
Der  Fläche  F^^,  welche  den  c^  enthält,  entspricht  das  Gebüsche  der 
Regeischaaren  qa* 

Alle  Punkte  von  F\  ^  sind  Bilder  von  d,  alle  Punkte  der  Ebene 
yi  von  c^  Bilder  von  w. 

Einer  Congruenz  F^F  entspricht  eine  Fläche  4.  Ordnung,  welche 
einfach  durch  8^*'j  doppelt  durch  c^  geht;  enthält  F  den  Strahl  d,  so 
löst  sich  Fl^  ab  und  es  bleibt  eine  Fläche  2.  Grades  f^^  die  einfach 
durch  c^  geht  und  8^  in  4  Punkten  trifft,  die  in  einer  Ebene  liegen; 
geht  r  auch  noch  durch  u,  so  zerföUt  die  f^  in  die  Ebene  y^  und 
eine  andere  Ebene,  diejenige,  die  dem  F  als  Gewinde  von  G  in  der 
der  Abbildung  zu  Grunde  gelegten  Oorrelation  entpricht. 

Dem  Schnitte  von  F^  mit  einem  Strahlennetze  correspondirt  eine 
Raumcurve  4.  Ordnung  erster  Art,  welche  dem  c^,  so  wie  der  8^  je 
viermal  begegnet. 

Ein  beliebiger  Kegelschnitt  in  E^  ist  das  Bild  einer  Begelfläche 
8.  Grades  in  I^,  für  welche  d  vierfache,  u  zweifache  Erzeugende  ist. 
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784  Handelt  es  sich  nun  um  einen  Complex  mit  Doppelsträhl  d^  der 

auf  der  singulären  Fläche  cuspidäl  ist:  [3111];  so  sind  die  beiden  ®df 
welche  @/  im  engem  Sinne  schneiden  (Nr.  772);  zusammengefallen; 
weil  in  jedem  Punkte  von  d  die  beiden  Tangentialebenen  von  0,  Yon 
jeder  Ebene  durch  d  die  beiden  Berührungspunkte  sich  vereinigt  haben; 
also  findet  dies  (Nr.  782)  bei  der  Caporali' sehen  Abbildung  mit  den 
beiden  Tangenten  des  Doppelpunktes  D^  von  k^^  statt;  dieser  Punkt 
Dl  ist  ein  RückJcehrpunkt  der  Curve  k^.  Infolge  dessen  ist  ihr  Bang 
9  und  die  Involution  J^  hat,  ausser  dem  ternären  D^;  nur  noch  3  Doppel- 
punkte; der  Complex  nur  noch  3  Fundamental-Gewinde. 

In  dem  nächsten  FallC;  wo  die  singulare  Fläche  die  ComplexftäcJw 
eines  aUgemeinen  Complexes  F^  für  einen  singulären  Strahl  als  Träger 
ist,  haben  wir  in  Nr.  777  gefunden;  dass  der  Büschel  (Sq,  o^  im 
Continuum  der  Büschel  ®d  von  F*  ein  doppelter  ist;  folglich  entspricht 
ihm  am  Kegel  Kj^  eine  Doppelkante;  weil  aber  die  Projectivität  zwischen 
den  Punkten  von  O  auf  d  und  ihren  Berühruugsebenen  eine  ausgeartete 
mit  S^y  6q  als  singulären  Elementen;  so  ist  der  den  SJ^  im  engeren 
Sinne  schneidende  Büschel;  also  der;  welcher  sich  in  die  Tangente 
von  Dl  an  kj^  abbildet,  der  {S^y  6q).  Wenn  diese  Tangente  aber  Dop- 
pelkante des  k^^  aus  D^  projicirenden  Kegels  K^^  ist;  so  bedeutet  dieS; 
dass  der  diese  Doppelkante  bewirkende  Doppelpunkt  unendlich  nahe 
neben  D^  liegt:  die  Curve  k^  hat  in  D^  eine  Sdbsfberiihrung,  Der  Rang 
ist  dann  8;  und  die  Involution  I^  hat;  ausser  dem  quatemären  Dop- 
pelpunkte D^y  nur  noch  2  Doppelpunkte,  der  Complex  nur  noch  2 
Fundamental-Ge winde,  entsprechend  der  Bezeichnung  [411]. 

Die  Yerzweigungselemente  D  und  d  sind;  wie  wir  wissen;  den 
[2;  2]^;  die  den  verschiedenen  consingulären  Complexen  F^  zugehoreU; 
und  auch  der  [2;  2]"^  gemeinsam:  die  Cuspidalelemente  Ä^,  . . .  Ä^] 
ßi,  ...  ß^  der  Fläche  «.  In  den  Fällen  [21111]  und  [3111],  wo  der 
Punkt  Dl  Doppel-  oder  Rückkehrpunkt  und  K^^  allgemeiner  Kegel 
3.  Ordnung  ist,  kommen  von  den  Kanten  D^Pi^,'  D^Pi"  (Nr.  782) 
4  Berührungsebenen  und  ihre  Berührungskanten  sind  die  Bilder  der 
(D;  e),  (Ey  d).  Bei  [411]  hat  K^^  eine  Doppelkante  bekommen;  und 
jene  beiden  Kanten  senden  daher  je  nur  noch  2  Tangentialebenen  an 
Ki^y  entsprechend  den  beiden  von  Sq,  bezw.  6^  verschiedenen  Cuspi- 
dalelementen  Ä^y  A^]  ß^,  ß^. 

Wenn  nun  im  weiteren  Falle  [51]  noch  A^  in  S^y  ß^  in  6q  rückt, 
so  müssen  wir  daraus  schliesseu;  dass  diese  Doppelkante  von  K^^  eine 
Rückkehrkante  geworden  ist.  Dies  bewirkt  wiederum  eine  weitere 
Erniedrigung  des  Rangs  von  kj^  auf  7  und  die  Verminderung  der  von 
Dl   verschiedenen  Doppelpunkte  der  Involution  J^   auf  einen  einzigen 
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und  der  Zahl  der  eigentlichen  Fnndamental-Gewinde  auf  ebenfalls  ein 
einziges. 

Bekommt  der  Complex  noch  einen  zweiten  den  ersten  schneiden-  785 
den  Doppelstrahl  d^  so  erhält  die  Gurve  k^^  noch  einen  zweiten  Dop- 
pelpunkt D,,i;  und  in  den  3  Fällen  [2211],  [321],  [33]  handelt  es 
sich  um  2  eigentliche  Doppelpunkte,  einen  Doppelpunkt  und  einen 
Rückkehrpunkt,  zwei  Bückkehrpunkte;  der  Rang  ist  8,  7,  6;  und  die 
Involution  J^  hat  2,  1,  0  von  diesen  binären,  bezw.  ternären  Doppel- 
punkten verschiedene  Doppelpunkte,  der  Complex  so  viele  Fundamental- 
Gewinde. 

Von  der  Geraden,  die  einen  Dj  mit  P^^  verbindet^  gehen  —  gleich- 
giltig,  ob  D|  getrennte  oder  vereinigte  Tangenten  hat  —  2,  bezw. 
1  Berührungsebene  an  W  je  nachdem  der  andere  D^  ein  Doppel-  oder 
Rückkehrpunkt,  also  die  Verbindungslinie  Doppel-  oder  Rückkehrkante 
des  Ki^  aus  dem  ersten  ist;  d.  h.  wir  haben  auf  einem  der  beiden 
Doppelstrahlen  2,  bezw.  1  Cuspidalpunkt  D,  je  nachdem  der  andere 
nicht  cuspidal  oder  cuspidal  ist. 

Der  Kegel  4.  Ordnung,  welcher  Jc^^  aus  P^^  projicirt,  hat  3  Dop- 
pelkanten, von  denen  2  nach  den  beiden  D^  gehen;  je  nach  der  Art 
dieser  Punkte  und  der  projicirenden  Kanten  hat  der  Kegel  4,  2,  1 
Doppel-Berührungsebenen;  die  Sehnen,  welche  die  beiden  Berührungs- 
punkte mit  k^^  unter  einander  verbinden,  sind  die  Bilder  der  4,  2,  1 
nicht  mit  einem  der  Doppelstrahlen  incidenten  (D,  c).  Der  Punkt  P^" 
liefert  die  dualen  Ergebnisse. 

Doppelpunkt  und  Selbstberührung  würden  Zerfallen  der  Gurve  kj^ 
bewirken. 

In  dem  Falle  [222]',  wo  die  singulare  Fläche  aus  9^  und  der  786 
Ebene  %  durch  ihre  3  unären  Geraden  dy  d^^  d^  besteht,  die  dann  Dop- 
pelstrahlen des  Complexes  sind,  wollen  wir  als  Hauptbüschel  (0,  cai) 
der  Caporali'schen  Abbildung  einen  von  der  dritten  Art  nehmen, 
dessen  Scheitel  und  Ebene  zu  ^/  gehören.  Die  Strahlenbüschel  (J5^,  ßf^) 
oder  kürzer  93^,  welche  ihn  schneiden  und  sich  in  die  Punkte  von  \^ 
abbilden,  sind  entweder  von  der  zweiten  Art:  89»^  oder  von  der  dritten, 
und  ki^  zerfällt  infolge  dessen.  In  der  Congruenz  C^,  die  einer  Ebene 
ii  von  Ui  correspondirt^  giebt  es  2  Strahlenbüschel,  welche  den  (0,  (d) 
und  den  in  x  befindlichen  schneiden  (Nr.  779)  und  deshalb  fßn^  sind. 
Daraus  folgt,  dass  die  iön^  sich  abbilden  in  die  Punkte  eines  Kegel-. 
Schnitts  kj*  und  die  übrigen  S3^  in  die  einer  cubischen  Raumcurve  Ä:^'. 
In  diese  beiden  Curven  k^  und  k^  iserfäJU  k^,  und  damit  sie  auch  so 
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4  scheinbare  Doppelpunkte  habe^  müssen  sie  einander  in  3  Punkten 
Dl  begegnen;  das  sind  die  Büder  der  Doppelstrab len  dj  d^y  d^  oder 
vielmehr  derjenigen  von  den  Büscheln  S^,  ©rf^,  ©d^,  welche  (0,  m) 
schneiden.  Diese  haben  ihre  Scheitel  zugleich  auf  der  Geraden  und 
der  Gurve  3.  Ordnung^  in  denen  die  Ebene  m  die  beiden  Theile  von 
9  schneidet  und  von  deren  Punkten  die  einen  und  die  andern  Bfischel 
S3^  kommen. 

Die  a3^<>  bilden  eine  Congruenz  (2,  1)  (Nr.  779),  also  (Nr.  711) 
die  übrigen  93^  eine  Congruenz  (2,  3);  ihre  Ebenen  umhüllen  den  zwei- 
ten Tangentialkegel  2.  Grades,  der  aus  0  an  9^  kommt,  und  daher 
ist  sie  die  in  U,  Nr.  499  2)  besprochen»  für  n  =»  3. 

Alle  Büschel  ^j?  befinden  sich  in  dem  Gebüsche  \mn\j  das,  durch 
(0,  a>)  gehend,  zum  Gewinde- Gebüsche  G  gehört,  welches  für  die  Ab- 
bildung benutzt  wurde;  folglich  liegt  der  Kegelschnitt  Tc^  in  der  dem- 
selben entsprechenden  Ebene  it^  des  Bildraums. 

In  derselben  Ebene  tc^  liegen  daher  auch  die  Bildpunkte  aller 
Strahlen  von  ^,  denn  %  gehört  auch  zu  [lo^];  und  die  in  %  gelegenen 
Strahlenbüschel  bilden  sich  in  die  Geraden  von  n^  ab,  so  dass  wir 
eine  Correlation  zwischen  den  Feldern  %  und  n^  haben. 

Während  so  die  Bilder  der  Sirdhlenbüschd  in  %  Sehnen  von  ky^  sind, 
sind  die  der  Büschel  der  aweiten  Artj  deren  Scheitel  in  %  liegen^  wahrend 
die  Ebenen  9/  tangiren,  Sehnen  von  k^^  und  die  der  Büschel  dritter  Art 
gemeinsame  Treffgeraden  von  k^*  und  k^;  denn  durch  einen  Punkt  von 
2^1,  das  Bild  eines  Strahls  von  F^,  geht  eine  von  jenen  und  3  von 
diesen. 

Je  nachdem  eine  Regelschaar  q  von  F^  eine  Gerade  in  jc  hat 
oder  nicht,  sendet  sie  1  oder  2  Gerade  in  Büschel  93»^;  ihr  Bild-Kegel- 
schnitt trifiFfc  dann  k^  in  1  oder  2  Punkten  und  infolge  dessen  k^  in 
3  oder  2  Punkten;  und  der  fünfte  Schnittpunkt  seiner  Ebene  mit  kj^y 
der  Scheitel  des  Bündels,  dessen  Ebenen  die  Bilder  der  zum  Gebüsche 
I  Q I  gehörigen  Regeischaaren  von  F^  enthalten,  liegt  auf  k^  oder  k^. 

Auf  der  einzigen  Fläche  2.  Grades  0^  durch  \^  sind  die  dreimal 
treffenden  Geraden  die,  welche  k^  zweimal  schneiden;  die  andern, 
welche  im  allgemeinen  die  Involution  /^  hervorrufen,  treffen  k^  und 
ky^  je  einmal,  und  diese  Involution  I^  ist  im  vorliegenden  FaUe  eine  Pro- 
jedivität  wünschen  den  beiden  Curven;  sie  hat  nur  3  binäre  Doppelpunkte 
in  den  D^,  wir  haben  kein  Fundamental-Gewinde,  entsprechend  der 
Bezeichnung  [222]'.  Der  eine  von  zwei  gepaarten  Punkten  Pj,  P^ 
liegt  also  immer  auf  k^^j  der  andere  auf  k^^]  das  eine  von  zwei  ver- 
knüpften Gebüschen  enthält  Regeischaaren  mit  keinem  Strahle  in  sr, 
das  andere  solche,  welche  tc  berühren. 
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Auf  Ä/  liegt  Pj^,  der  Punkt,  der  dem  Oebüsche  der  Kegel  corre- 
spondirt^  auf  k^^  P^^  derjenige,  der  dem  Gebüsche  der  Kegelschnitte 
entspricht;  and  hierin  unterscheidet  sich  die  Abbildung  von  der  des 
dualen  Complexes  mit  einem  Bündel:  [222]''. 

Von  der  Geraden,  welche  einen  der  D,  mit  P|^  verbindet^  kommt 
keine  Berührungsebene  an  k^^  oder  i^';  *  wir  haben  keinen  Punkt  D 
ausserhalb  der  Schnittpunkte  der  d,  diy  d^  (Nr.  780);  dagegen  kommen 
aus  Pj^  4  gemeinsame  Berührungsebenen  Yon  kj^  und  k^^]  ihre  Be- 
rührungssehnen sind  die  Bilder  der  4  Büschel  (D,  a)  aus  den  Doppel- 
punkten von  0^. 

Wird  hingegen  einer  von  den  D,  mit  P^"  (der  auf  kj^  liegt)  ver- 
banden, so  sind  2  Berührungsebenen  an  k^^  möglich;  wir  erhalten  2 
mit  der  betreffenden  d  incidente  Büschel  (JB/,  d)  (Nr.  780);  eine  dop- 
pelte Berührungsebene  aus  Pj^  ist  nicht  vorhanden. 

In  den  weiteren  Specialfallen  [42]',  [6]'  oder  [42]",  [6]"  rücken  2, 
bezw.  alle  3  Punkte  D^  zusammen. 

Es  erübrigt  noch^  die  Mannigfaltigkeit  der  verschiedenen  bis  jetzt  be-  787 
sprochenen  Complexe  zu  ermittein.    Die  des  allgemeinen  [111111]  ist  19 
(Nr.  616).     Die  Mannigfaltigkeit  eines  Complexes  2.  Grades  ist  um  1 
grosser  als  die  der  singulären  Flache;  femer  gehört  jede  Complex- 
fläche  zu  oo^  Complexen  (Nr.  627). 

Wenn  ein  allgemeiner  Gomplex  2.  Grades  Fq^  gegeben  ist,  so 
giebt  es  oo^  Gerade  in  beliebiger  Lage,  cx>'  Strahlen,  die  ihm  ange- 
hören, oo'  singulare  Strahlen  überhaupt,  oo^  singulare  Strahlen  2.  Ord- 
nung; denin(Kh  hat  die  singtüäre  Fläche  der  Complexe: 

[21111],      [3111],      [411],      [51] 

die  Mannigfaltigkeit: 

19  4-  4  -  6  =  17,      19  -f  3  -  6  =  16,      19  +  2  —  6  =  15,*) 

19  +  1  _  6  =  14, 

und  die  Complexe  selbst  haben  die  Mannigfaltigkeit: 

18,      17,      16,      15. 

In  eine  stationären  Ebene  d^  eines  allgemeinen  F*  können  wir 
oo^  Gerade  legen,  oo^  aus  dem  Büschel  (J?^,  d^),  eine  endliche  Zahl 
Yon  Sd^]  somit  ist  die  Mannigfaltigkeit  der  singulären  Fläche  von: 

[222],        [42],        [6] 

*)  Vergl.  Nr.  527,  sowie  auch  Nr.  627^629,  wo  umgekehrt  ans  der  Mannig- 
laltigkeit  17,  16,  15  auf  die  MannigÜEbltigkeit  6  geschlossen  warde. 

26* 
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he0W. 

19  4.  2  -  6  —  15,      19  +  1  -  6  =  14,      19  —  6  =  13 

und  die  der  Gamplexe: 

16,  15,         14; 

so  dass  [6]  an  [51]  sich  anschliesst. 

Die  Mannigfaltigkeit  der  singnlären  Fläche  (<D/,  jc)  von  [222] 
oder,  da  ä  durch  O^^  bestimmt  ist,  die  von  9^^  ist,  wegen  der  4  Kno- 
tenpunkte, 19 — 4. 

Die  singulare  Fläche  Oq  von  F^^  besitzt  00'  Tangenten,  00*  Haupt- 
tangenten  (oder  00^  Tangenten,  die  mit  einem  dreipnnktig  berührenden 
singulären  Strahle  von  F^  den  Berührungspunkt  gemeinsam  haben) 
und  00^  Haupttangenten,  bei  denen  die  im  nämlichen  Punkte  berüh- 
rende zweite  Haupttangente  singulärer  Strahl  von  F^^  ist;  folglick  ist 
die  Mannigfaltigkeit  der  singulären  Flächen  y  die  m  den  Complexen: 

[2211],       [321],        [33] 
gehören^  be0tv. 

19  +  3  _  6  =  16,      19  +  2  —  6  =  15,       19  +  1  -  6  =  14 

und  daher  die  der  Complexe: 

17,  16,         15. 

Die  Mannigfaltigkeit  der  ersten  dieser  3  Flächen  mag  noch  auf 
andere  Weisen  dargethan  werden.  Dieselbe  ist  ja  ein  Specialfall  der 
Fläche  4,  Ordnung  F^  mit  einem  Doppel -Kegelschnitte,  und  deren 
Mannigfaltigkeit  ist  21.  Sie  kann  aus  einer  cubischen  Fläche  F^  durch 
die  Geiser'sche  Transformation  (II,  Nr.  373,  394)  abgeleitet  werden 
und  F^  aus  ihr.  Die  Mannigfaltigkeit  von  F^  ist  19,  auf  ihr  giebt  es 
00^  Kegelschnitte,  die  man  als  Gurve  k^^  der  Transformation  wählen 
kann,  der  Punkt  K  kann  jeder  der  00^  Punkte  des  Raums  sein,  die 
Grundfläche  F^  dann  jede  der  00^  Flächen  2.  Grades,  welche  dem  Kegel 
K  h^  längs  Ic^  eingeschrieben  sind.  Umgekehrt,  wenn  F^  gegeben  ist, 
so  ist  ihre  Doppelcurve  als  h^  und  K  auf  ihr  zu  wählen,  wenn  wir  zu 
einer  jF^  gelangen  wollen;  d.  h.  jede  F^  ergiebt  sich  durch  diese  Trans- 
formation aus  00^+^  cubischen  Flächen,  und  ihre  Mannigfaltigkeit  ist: 

19-f  1-f  3 -f  1  —  3  =  21. 

Oder  wir  erinnern  uns,  dass  Flächen  F^  sich  ergeben,  wenn  wir 
bei  der  eindeutigen  Abbildung  eines  Gewindes  F  in  den  Punktraum  S^ 
(I,  Nr.  202  ffi)  die  Congruenzen  2.  Grades  von  F  abbilden  (H,  Nr.  374). 
Deren  giebt  es  in  F  oo^»  (Nr.  625). 

Alle  Bildflächen  haben  die  Hauptcurve  %/  der  Abbildung  zur 
Doppelcurve;  daher  giebt  es  00^^  Flächen  4.  Ordnung  mit  fester  Doppel- 
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curve^   und   cx>^'+^   Oberhaupt,   weil   die  Mannigfaltigkeit  des  Kegel- 
schnitts im  Räume  8  ist. 

Diese  Mannigfaltigkeit  21  wird  um  1  +  4  auf  16  verringert^  wenn 
die  Doppelcurve  in  zwei  Gerade  sich  zerspaltet  und  die  Fläche  ausser- 
dem noch  4  Knotenpunkte  erhält. 
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Wenn  ein  Complex  2,  Grades  JP  zwei  windschiefe  Doppelstrahlen  788 
dy  d^  hat,  so  sind  diese  auf  der  singulären  Fläche  O  Doppelgerade; 
dieselbe  ist  daher  eine  Begelfläche  4.  Grades  L  Art,  auf  welcher  die  beiden 
Strahlen  die  Leitgeraden  sind;  denn  die  von  einem  beliebigen  Punkte 
der  Fläche  ausgehende  und  d,  d'  treffende  Gerade  muss,  wegen  ihrer 
5  Schnitte  mit  der  Fläche,  ihr  ganz  angehören. 

Complexfläche  ist  eine  solche  Fläche  nicht. 

Wir  haben  (Nr.  767)  nur  noch  8  binäre  stationäre  Punkte  D,  die 
Cuspidalpunkte  Ä^,  ... .  Ä^,  B^,  , . .  B^  auf  d,  d',  und  ebenso  8  binäre 
stationäre  Ebenen  S,  die  Cuspidalebenen  a^,  ...  ß^,  welche  je  durch  die 
Cuspidalpunkte  der  andern  Geraden  gehen.  Sie  sind  die  Verzweigungs- 
elemente der  Correspondenzen  [2,  2]**,  [2,  2]*^,  die  durch  den  Complex 
bei  d  und  d'  entstehen;  aber  auch  diejenigen  der  Correspondenzen 
[2^  2]  zwischen  den  Punktreihen  oder  den  Ebenenbüscheln^  durch  welche 
die  Fläche  erzeugt  wird. 

Jede  Begelschaar  (dd'g),  wo  g  ein  beliebiger  Strahl  von  F*  ist, 
hat  mit  dem  Complexe  5  Strahlen  gemeinsam  (Nr.  774)  und  gehört 
ihm  vollständig  an. 

So  erhalten  wir  <x?  durch  die  Doppelstrahlen  d  und  d'  gehende 
Begelschaaren,  welche  dem  Complexe  angehören  und  ihn  einfach  erfüllen; 
sie  mögen  Xddr  heissen. 

Beziehen  wir  nun  das  Gebüsche  G  von  Gewinden,  die  durch  d 
und  d'  gehen,  correlativ  auf  den  Punktraum  2\,  so  entsteht  durch  die 
Punkte,  welche  diesen  Begelschaaren  Xd^  correspondiren,  eine  Fläche 
2.  Grades,  da  auf  eine  Gerade  von  27,  2  zu  liegen  kommen,  weil  das 
ihr  entsprechende  Strahlennetz  2  Regeischaaren  t^^'  enthält;  sein  Schnitt 
nämlich  mit  ly  bekommt  d  und  d'  zu  doppelten  Erzeugenden  (Nr.  774) 
und  muss  deshalb  in  zwei  Regeischaaren  zerfallen,  welche  d  und  d' 
gemeinsam  haben. 
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Jeder  Camplex  2.  Grades  mü  gwei  tomdsMefen  DappdstraUen  ent- 
steht daher  in  folgender  Weise: 

Ein  Gdmsdie  von  Gewinden  wird  eorrdativ  auf  den  PknUraum  le- 
zogen;  die  BegdstAaaren  des  GebüsdieSj  wdehe  den  Punkten  einer  FläAe 
2.  Grades  F^  entsprechen^  erzeugen  den  Comftex. 

Weil  die  Regelschaareq,  welche  d,  d'  mit  den  einzelnen  Strahlen 
eineB  Büschels  (JSl,  |)  verbinden,  ein  Strahlennetz  bilden,  dessen  Bild- 
gerade in  27|  der  Fläche  F^  2  mal  begegnet,  so  haben  wir  2  erzen- 
gende Begelschaaren,  welche  einen  Strahl  in  den  Büschel  bringen. 
Legen  wir  aber  (X,  |)  durch  dy  so  fallen  alle  verbindenden  Regel- 
scbaaren  in  dasselbe  Böschelpaar  [(X,  |),  {d'%y  ^'X)]  zusammen.  Der 
Punkt,  der  ihm  in  I\  entspricht,  fliegt  nicht  auf  F^'^  woraus  folgt, 
dass  (X,  I)  mit  dem  erzeugten  Compleze  nur  d  gemein  hat,  dieser 
Strahl  ond  ebenso  d'  Doppelstrahl  ist. 

Die  Abbildung  von  Nr.  704  ist  ausgeartet:  einem  beliebigen  Punkte 
von  iJj  entsprechen  nur  J,  d\  einem  Punkte  von  F^  aber  alle  Strah- 
len einer  Regelschaar  x^a* 

In  Bezng  anf  ein  Gewinde  des  Büschels  durch  \äd\  nach  wel- 
chem also  ä  und  d'  polar  sind,  gehört,  weil  2  Paare  Polaren  eines 
Gewindes  stets  in  der  nämlichen  Regelschaar  sich  befinden,  die  Polare 
einer  Geraden  einer  Xda  ebenfalls  zu  dieser  Regelschaar;  also  geht  F', 
in  Bezug  auf  ein  solches  Gewinde  polarisirt,  in  sich  selbst  Ober,  und 
demnach  auch  dieses  Gewinde,  in  Bezug  auf  T^  polarisirt,  in  sich 
selbst  über« 

So  erhalten  wir  einen  ganzen  Büschel  von  Fundamental' Gewinden: 
alle  Gewinde  durch  das  Strahlmnetz,  dessen  Leitgerade  die  beiden  Doppel- 
strahlen  sind;  unter  ihnen  die  beiden  Gä)üsche,  welche  diese  Geraden  zu 
Axen  halben. 

Indem  wir  den  durch  irgend  zwei  von  seinen  Gewinden^  insbesondere 
die  beiden  Gebüsche  [cü],  \d'^  bestimmten  Büschel  von  Fundamental' 
Gewinden  mit  (11)  bezeichnen,  ergibt  sich  als  Bezeichnung  des  Complexes: 

[(11)1111]. 

Andrerseits  aber  hat  die  singulare  Fläche  als  Regelfläche  4.  Gra- 
des (II,  Nn  416)  4  Doppeltangenten-GoDgruenzen  2.  Grades  (mit  d^  d' 
als  Doppelstrahlen),  und  daher  haben  unr  4  Fundamental- Gewinde  F^, 
. . .  r^  von  derselben  Art  une  bisher. 

Der  fundamentale  Büschel  ist  in  Involution  zu  den  einzelnen  Fun- 
damental-Gewinden,  weil  zu  dem  Gebüsche  (ßd')^  in  welchem  sie  ent- 
halten sind. 

Seine  Gewinde  haben  jedoch  nicht  die  Eigenschaft,  doppelt  gerechnet 
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0ur  Beihe  der  consingulären  Complexe  m  gehören^  welche,  wie  wir  bald 
sehen  werden,  den  F^,  ...  zukommt. 

Sei  Fq  ein  Gewinde  aas  dem  fundamentalen  Büschel,  so  geht  F^ 
z.  B.  auch  durch  das  Polarsystem  von  F^F^Fq  in  sich  selbst  über. 
Die  Basisfläche  desselben  geht  durch  die  Leitgeraden  (12)  von  F^F^y 
sowie  durch  die  Treflfgeraden  von  (12),  d,  d\  die  in  F^F^  und  in  F^ 
sich  befinden;  aber  nach  I,  Nr.  183  sind  (12);  (34);  d^  d'  die  Paare 
Gegenkanten  eines  Tetraeders;  daher  sind  (34)  die  Treffgeraden;  unsere 
Basisfläche  geht  also  durch  (12),  (34)  und  ergiebt  sich  ebenso  bei  J],, 
F^  wie  bei  Fj,  F^,  Wir  haben  daher  dreimal  oo*  solche  Polarsysteme, 
deren  Basisflächen  durch  die  Vierseite  (12)  (34),  (13)  (24),  (14)  (23) 
gehen. 

Die  beiden  Geradenschaaren  auf  F^  führen  zu  swei  Schctaren  oder  789 
Reihen  van  Strahlennetzen ,  welche  in  F^  enthalten  sind.  Die  einen  une 
die  andern  gehen  durch  d  und  d' ;  je  zwei  Neige  aus  derselben  Schaar 
haben  nur  die  Geraden  ä,  d'  gemein,  zwei  aber  at4S  verschiedenen  Schaa- 
ren  eine  Begelschaar  Xddey  die  dem  Schnittpunkte  der  correspondirenden 
Geraden  von  J\*  entspricht.  Folglich  befinden  sie  sich  in  demselben  Ge- 
winde,  das  der  Tangentialebene  dieses  Punktes  correspondirt.  Verbindet 
man  zwei  Netze  der  einen  Schaar  mit  allen  der  andern,  so  ergd)en  sich 
zwei  projective  Büschel  von  Gewinden,  entsprechend  den  projectiven 
Ebenenbüscheln  um  zwei  Gerade  derselben  Schaar  von  Fj*,  und  F^ 
als  deren  Erzeugniss;  es  handelt  sich  also  um  den  Complex,  mit  dem 
wir  in  I,  Nr.  159,  160  uns  beschäftigt  haben.  ^) 

Dass  der  Complex  ganze  Strdhlennetze  enthalt**),  ist  für  ihn  cha- 
rakteristisch. 

Und  wenn  ein  Complex  F*  ein  Strahlennetz  enthält,  so  enthält  er 
zwei  Schaaren  oder  Eeihen  von  Strahlennetzen. 

Denn  zunächst  schneiden  die  Gewinde  durch  jenes  Netz  Hq  die 
Netze  L  der  einen  Schaar  ein,  so  dass  durch  jeden  Strahl  von  F^  eins 
geht.  Die  Regeischaaren,  in  denen  H^  von  diesen  L  geschnitten  wird, 
durchlaufen  im  allgemeinen  Hq  vollständig.  Legt  man  ebenso  durch 
eins  der  L,  etwa  L^,  alle  Gewinde,  so  erhält  man  die  zweite  Reihe  H, 
in  der  sich  Hq  befindet.  Jedes  dieser  Gewinde  hat  mit  jedem  L  eine 
Regelschaar  gemeinsam,  welche  dann  dem  ausgeschnittenen  H  ange- 
hört,  so  dass  alle  H  mit  allen  L  durch  Gewinde  verbunden  werden 


*)  Vergl.  auch  Beye,  Geometrie  der  Lage,  3.  Auflage  Bd.  2  S.  362. 
**)  Ueber  Complexe  2.  Grades,  welche  Strahlexmetze  enthalten,  vergl.  auch 
Lie,  Mathem.  Annalen  Bd.  6. 
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können  und  also  aus  jedem  L  so  abgeleitet  werden  können  wie  aus 
Lq;  und  ebenso  alle  L  aus  jedem  H.  Daraus  folgt  dann:  die  Gewinde- 
büschel durch  zwei  H  oder  zwei  L  sind  projectiv^  die  gemeinsamen 
Strahlen  der  beiden  H  oder  L  sind  doppelt  auf  F^  und  befinden  sich 
deshalb  auch  in  allen  L  und  H  und  allen  Regelschaaren^  in  denen  die 
H  mit  den  L  sich  durchschneiden. 

Alle  oo*  verbindenden  Gewinde  gehören  dem  GebQsehe  von  Ge- 
winden an^  das  die  Doppelstrahlen  von  F^  zu  Grundstrahlen  hat,  und 
bilden  innerhalb  desselben  ein  System  2.  Grades;  d.  h.  2  von  ihnen 
befinden  sich  in  jedem  BQschel  des  GebüscheS;  entsprechend  den  Tan- 
gentialebenen von  Fi^f  die  von  der  dem  Büschel  correspondirenden 
Geraden  kommen. 

Aus  dieser  Erzeugung  des  Complexes  durch  zwei  projective  Ge- 
windebüschel ergiebt  sich  auch  seine  Mannigfaltigkeit  17y  wie  sie  auch 
durch  die  beiden  Doppelstrahlen  gefordert  wird;  denn  zunächst  ge- 
langen wir^  weil  es  oo^  Strahlennetze  und  Gewindebüschel  giebt  und 
zwischen  je  zweien  oo^  Projectivitäten  möglich  sind,  zur  Mannigfaltig- 
keit 2.8  4~  3;  ^^^^  jeder  Complex  mit  zwei  Doppelstrahlen  kann  auf 
oo*  Weisen  durch  projective  Gewindebüschel  erzeugt  werden. 

Die  Doppelstrahlen  d^  d'  können  wir  auf  oo^  Weisen  wählen;  in 
einer  bestimmten*)  Correlation  zwischen  dem  Gewindegebüsche  (dfd') 
und  dem  Punktraume  27,  entspricht  dann  jedem  Complexe  mit  jenen 
Doppelstrahlen  eine  Fläche  F^^  und  wir  haben  oo®  Complexe  f*  mit 
2  gegebenen  Doppelstrahlen^  insgesammt  also  oo^^. 

Wir  fanden  in  I,  Nr.  159  schon  die  Erzeugung  des  Complexes, 
die  zur  Erzeugung  durch  projective  Gewindebiischel  in  derselben  (im 
Gewindegebüsche  dualen)  Beziehung  steht,  wie  die  Erzeugung  des 
Hyperboloids  durch  projective  Punktreihen  zu  der  durch  projective 
Ebenenbüschel,  nämlich  die  Erzeugung  durch  projective  Büschel  von 
Gewindenetzen;  dieselben  Strahlennetze,  welche  bei  der  einen  Erzeugung 
Schnitte  entsprechender  Gewinde  sind,  sind  bei  der  andern  die  Basen 
der  Gewindebüschel,  welche  zwei  entsprechenden  Gewindenetzen  ge- 
meinsam sind. 

Wenn  (Hi),  (H^)  die  Büschel  von  Gewinden  der  einen  Erzeugung 
(mit  den  Grund-Strahlennetzen  H^,  H2)  sind,  so  erhalten  wir,  die  Ge- 
winde von  (Hj)  mit  dem  Büschel  (Hg)  und  die  Gewinde  von  (Hg)  mit 
dem  Büschel  (H^)  durch  Gewindenetze  verbindend,  die  beiden  Büschel 
von  Gewindenetzen  der  andern  Erzeugung.     Beachten  wir  aber,  dass 


'*')  Jede  Correlatioii  zwischen  {dd£)  und  2^  rnuBS  zu  allen  Gomplezen  r*  füh- 
ren, welche  d  und  cT  zu  Doppeletrahlen  haben. 
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zwei  solche  BQschel  von  Gewindenetzen  nicht  beliebig,   sondern    aus 
demselben  Gewindegebüsche  genommen  werden  müssen. 

Nun  können  wir  uns  überzeugen,  dass  jede  Leitgerade  eines  Stroh-  790 
lennetees  der  einen  Reihe  zugleich  Leitgerade  eines  Netzes  der  andern  Beihe 
ist  Es  sei  h  die  eine  Leitgerade  von  H  oder  die  Axe  des  einen  Strah- 
lengebüsches  im  Büschel  (H),  h'  die  Polare  von  h  nach  dem  Gewinde, 
das  diesem  Gebüsche  in  (H')  entspricht,  so  sind  %,  h'  polar  in  Bezug 
auf  beide,  also  Leitgerade  des  Strahlennetzes  L,  in  dem  sie  sich  durch- 
schneiden. 

Diese  Leitgeraden  der  einen  und  der  andern  Netze  erfüllen  dieselbe 
Begelfläche  mit  d,  <jt,  denen  sie  alle  begegnen,  als  Leitgeraden,  offenbar 
die  Begelfläche  4.  Grades  9,  welche  die  singulare  Fläche  unseres  Com- 
plexes  ist. 

Denn  von  jedem  Punkte  nnd  in  jeder  Ebene  einer  dieser  Geraden 
haben  wir  2  Strahlenbüschel  des  Complexes,  enthalten  in  den  beiden 
Strahlennetzen  H  und  L,  deren  Leitgerade  sie  ist. 

Die  Dupel  h\  der  Leitgeraden  der  H  und  die  Dupel  11^  der  Leit- 
geraden  der  L  erzeugen  in  der  Begelfläche  O  je  eine  Involution,  und  das 
sind  zwei  verbundene  Involutionen  hj  Ii*),  wie  wir  sie  in  Nr.  590 
erkannt  haben;  d.  h.  aus  jedem  Dupel  der  einen  können  durch  Regel- 
schaaren  die  der  andern  abgeleitet  werden.  In  der  That,  da  H  und  L 
eine  Regelschaar  gemein  haben,  so  befinden  sich  auch  die  Leitgeraden- 
Dupel  hhj^,  11^  in  einer  Regelschaar,  der  Leitschaar  jener. 

Jeder  Strahl  g  von  I^  gehört  zu  einem  Netze  H  und  zu  einem 
L;  folglich  bilden  die  4  Erzeugenden  von  O,  welche  er  trifft:^  ein  Dupel 
von  Ja  and  eins  von  /{. 

Weil  jede  der  Involutionen  Ja,  Ii  4  Doppelstrahlen  besitzt,  so 
enthält  jede  der  beiden  Beihen  von  Strahlennetzen  H,  L  ^  singulare  Strah- 
lennetze, deren  sämmtliche  Strahlen  also  die  9  tangiren,  je  auf  der 
Leitgeraden. 

Jeder  von  den  Strahlenbüscheln  des  Complexes  gehört  ganz  in  ein 
Netz  aus  der  einen  Beihe,  während  seine  Strahlen  sich  auf  die  verschie- 
denen Netze  der  andern  Beihe  verfheHen. 

Die  beiden  BQschel  aus  demselben  Punkte  von  O  geboren  zu 
Netzen  aus  verschiedenen  Reihen.  Wenn  jener  Punkt  auf  der  Erzeu- 
genden h^l  von  O  liegt,  so  gehen  die  Ebenen  der  beiden  Büschel 
nach  den  gepaarten  Geraden  \,  l^,  auf  denen  auch  die  Scheitel  der 


*)  Vergl.  Weiler,  Zeitschr.  f.  Math,  nnd  Phjs.  Jahrg.  27  S.  26. 
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Büschel  in  den  Ebenen  durch  h^l  liegen.  Die  Geraden  der  Regel- 
schaar  \h^l,  h^,  2,]  sind  daher  die  zugehörigen  singulären  Strahlen. 

Danach  gerkgt  sich  die  Congruenz  S  der  svngtdären  Strahlen  in 
oo^  Begelschaaren;  längs  jeder  Tfriseugenden  von  *  berührt  eine.  Weil 
viermal  h^  mit  h  oder  l^  mit  l  zusammenfallt,  so  giebt  es  unter  diesen 
Begdschaaren  8,  welche  Q  osctUiren,  deren  Gerade  also  singulare  Sirahlen 
2.  Ordnung  sind.  Die  Regelfläche  16.  Grades  der  dreipunktig  berüh- 
renden singulären  Strahlen  haben  wir  damit,  die  Beriihrungscurve  liat 
sich  aber  auf  die  8.  Ordnung  reducirt  und  besteht  aus  8  Erzeugenden. 

Die  singulären  Strahlennetze,  für  welche  diese  die  (einzigen)  Leit^ 
geraden  sind,  setzen  mit  S,  doppelt  gerechnet,  die  Congruenz  zu- 
sammen, welche  F^  mit  dem  Tangentencompleze  8.  Grades  von  9 
gemeinsam  hat. 

Auch  von  einem  Punkte  X  auf  einer  der  Doppelgeraden  u,  v 
gehen,  obwohl  er  zwei  Erzeugende  aussendet,  nur  zwei  Strahlenbüschel 
von  r^  aus;  sind  jene  h^ly  h'  ^t^  so  geht  die  Ebene  des  einen 
nach  h^  und  2/,  die  des  andern  nach  \  und  h^y  und  jeder  solche 
Strahlenbüschel  gehört  daher  sowohl  zu  einem  Netze  H,  als  zu  einem 
L;  er  enthält  den  betreffenden  Doppelstrahl. 

Wenn  der  Punkt  X  ein  Cuspidalpunkt  ist,  so  fallt  h^l  mit 
V  ^l\  hl  mit  hi\  li  mit  7/  zusammen,  also  auch  die  Ebene  nach  h^ 
und  li  mit  der  nach  l^  und  h^']  der  Punkt  wird,  wie  wir  schon  wissen, 
ein  stationärer  Punkt  D;  die  zugehörige  Ebene  i  geht  also  durch  die 
beiden  Geraden,  die  der  Torsallinie  aus  dem  Cuspidalpunkte  in  Ja,  Ii 
gepaart  sind. 

Die  beiden  Erzeugenden  h^  und  {/,  in  derselben  Ebene  gelegen, 
treffen  sich,  wenn  X  auf  d  liegt,  auf  d\  ebenso  l^  und  \']  und  so 
werden  jedem  X  von  d  zwei  Punkte  auf  d'  zugeordnet;  die  Regelfläche 
4.  Grades,  welche  durch  die  so  sich  ergebende  Correspondenz  [2,  2] 
entsteht,  ist  dem  F*  mit  dem  Strahlennetze  [dd']  gemeinsam.  Sie 
hat  dieselben  Cuspidalelemente  wie  O  und  ist  dieser  also  consingulär 
(Nr.  603). 

791  Die  Oorrelation  zwischen  dem  Gewinde-Gebüsche  6r  ^  (ddT)  und 

dem  Punktraume  2]^,  in  der  unser  F*  der  Fläche  J?\^  entspricht,  legt 
Montesano  der  Untersuchung  unseres  Complexes  und  seiner  speci eilen 
Fälle  zu  Grunde.*) 


*)  D.  Montesano,  Sui  complessi  di  rett^  di  seoondo  grado  generati  da  dne 
fasci  projettivi  di  complessi  lineari.  Doctot-DisBertation  der  üniverBität  Rom. 
(Neapel,  1886).  —  Auf  diese  Abbildung  hat  &eilich  schon  vorher  Segre  in  seiner 
Abhandlung:   Sulla  geometria  della  retta  etc.  (Nr.  166  Anm.)  hingewiesen;   wir 
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Wie  uns  die  Erzeugung  der  jF\'  durch  projectiye  Ebenenbüschel 
zu  der  Erzeugung  des  Complexes  durch  projective  Gewindebüschel  ge- 
fuhrt hat^  80  führt  auch  die  Erzeugung  jener  durch  correlative  Bündel 
zur  Erzeugung  des  Complexes  durch  correlative  Bündel  von  Gewinden; 
wobei  jedoch  die  Grund-Regelschaaren  dieser  Bündel  2  Gerade  (die 
Grundgeraden  von  G)  gemein  haben,  welche  dann  die  Doppelstrahlen 
des  Complexes  werden. 

Wir  haben  im  Baume  Z^  eine  ausgezeichnete  Fläche  2.  Grades  K^^ 
die  wir  Grundfläc/ie  nennen:  sie  wird  von  den  Ebenen  eingehüUty  denen 
die  Strahlengebüsche  von  G  entspredien,  von  welchen  ja  jeder  Büschel 
von  G  2  enthält.  Den  Geraden  von  K^  correspondiren  Strählennetge^ 
durch  welche  lauter  Gebüsche  gehen,  also  solche,  die  in  ein  Feld  und 
einen  Bündel  gerfaüen,  und  bei  denen,  welche  den  Geraden  der  einen 
Schaar  von  K^*  entsprechen,  incidirt  das  Feld  mit  dj  der  Bündel  mit 
d\  bei  den  andern  umgekehrt.  Zwei  solche  zerfallende  Strablennetze 
von  verschiedener  Art  liegen  in  einem  Gebüsche  [Z],  dessen  Axe  die 
beiden  Scheitel  verbindet  und  Schnitt  der  beiden  Ebenen  ist,  und  haben 
eine  Regelschaar  gemeinsam,  welche  sich  in  die  beiden  Büschel  dZ,  d'l 
zerlegi  Den  Punkten  der  Grundfläche  K^  correspondiren  daher  die 
gerfällenden  Begelschaaren  von  Gy  den  Tangenten  ersichtlich  die  Strählen'' 
netse  von  G  mit  vereinigten  Leitgeraden, 

Wenn  einer  Geraden  in  JS^  -das  Strahlennetz  [IV]  in  G  correspon- 
dirt,  80  entsprechen  ihren  Schnitten  mit  Kj*  die  Büschelpaare  dl,  dT] 
dr,  d'l. 

Zwei  Ebenen  von  2]^,  welche  in  Bezug  auf  J^^^  conjugirt  sind, 
entsprechen  in  G  Gewinde  in  Involution;  denn  sie  sind  zu  den  Ge- 
büschen ihres  Büschels  harmonisch  (I,  Nr.  106);  den  Polartetraedern 
von  £,'  correspondiren  daher  Gruppen  von  4  gegenseitig  sich  stützen- 
den Gewinden  von  G. 

Zwei  Geraden,  die  nach  J^^^  polar  sind,  entsprechen  Strahlennetze, 
bei  denen  die  Gewinde  des  einen  zu  denen  des  andern  in  Involution 
sind;  so  dass  die  Leitgeraden -Dupel  ein  windschiefes  Yierseit  bilden, 
welches  d,  d'  zu  Diagonalen  hat. 

Wenn  eine  Ebene  und  ihr  Pol  nach  Kj^  als  Ebene  x  und  Cen- 
trum einer  harmonischen  Homologie  genommen  werden,  so  sind  zwei 
Gewinde  von  G,  die  'zwei  in  dieser  Homologie  entsprechenden  Ebenen 
correspondiren,  zu  einander  polar  in  Bezug  auf  das  jener  Ebene  » 
entsprechende  Gewinde. 


wollen  sie  aber  doch  nach  Montesano,  der  sich  zuerst  eingehend  mit  ihr  be- 
sclAftigt  hat,  benennen. 
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Die  Erzeugenden  der  singtdären  Fläche  9  van  F*  sind  die  Axen 
der  Strahlengebüsche,  welche  den  gemeinsamen  BerührungsAenen  van  K^ 
und  F^  entsprechen;  die  beiden  Geraden  7on  J^^'  in  einer  von  diesen 
Berübrungsebenen  entsprechen  den  Strahlennetzen  H  nnd  L,  f&r  welche 
die  Axe  des  entsprechenden  Gebüsches  gemeinsame  Leitgerade  ist 

Die  Gebüsche  von  G^  deren  Axen  eine  Gerade  m  treffen,  ent- 
sprechen den  Berübrungsebenen  des  Tangentialkegels  von  K^^  welcher 
Ton  dem  der  Regelschaar  (ßd'm)  correspondirenden  Punkte  kommt, 
derselbe  hat  mit  jP^^  4  Ebenen  gemeinsam;  die  Axen  der  entsprechen- 
den Gebüsche  sind  die  von  m  getroffenen  Erzeugenden  von  9, 

Jedem  Schnittpunkte  einer  Geraden  von  J^^'  mit  J^^^^  correspon- 
dirt  ein  Strahlenbüschel-Paar  von  JT^,  von  dem  der  eine  Büschel  seinen 
Scheitel  etwa  auf  d  hat,  der  andere  seine  Ebene  durch  d'  schickt. 
In  der  betreffenden  Schaar  von  K^  giebt  es  4  Gerade,  welche  F,* 
berühren:  den  Berührungspunkten  entsprechen  Büschelpaare,  welche 
aus  einem  durch  d  gehenden  Büschel  (D,  i)  und  einem  durch  d'  gehen- 
den Büschel  {E,  S)  bestehen. 

792  Die  oben  besprochenen  Regeischaaren  [h^l,  Aj,  2^],  deren  sämmi- 

liehe  Geraden  singfdäre  Strahlen  von  F^  sind,  sind  den  Strahlennetzen 
[h,  AJ,  [Z,  {,]  gemeinsam,  befinden  sich  also  in  dem  Gebüsche,  dessen 
Axe  die  gemeinsame  Leitgerade  ist;  folglich  entsprechen  ihnen  die  Punkte 
der  Saumcurve  4.  Ordnung  1.  Art  r^\  längs  deren  F^  von  dem  Tarsus 
Fy^K^^ti  berührt  wird.  Es  sei  p  der  Strahl  von  \dd"\  aus  dem 
Punkte  P  oder  in  der  Ebene  sr,  so  enthält  die  dem  Gebüsche  [p]  von 
G  entsprechende  Ebene  4  Punkte  dieser  Raumcurve;  folglich  senden 
4  von  jenen  Regeischaaren  einen  Strahl  durch  P,  in  ^r;  und  wir  er- 
halten auch  auf  diese  Weise  Ordnung  und  Klasse  der  Gongruenz  S 
der  singulären  Strahlen. 

Die  Nd>encomplexe  A^  ergeben  sich  hier  sehr  leicht:  sie  rühren  vofi 
den  weiteren  Flächen  2.  Grades  in  E^  durch  r^  her  und  haben  alle  eben- 
falls d,  d'  0u  Doppelstrahlen,  welche  dadurch  für  S  vierfache  Strahlen 
werden  (Nr.  767).  Aber  nur  für  unsern  F^  ist  S  Congruenz  der  sin- 
gulären Strahlen,  weil  die  Torsen  der  Tangentialebenen  der  andern 
Flächen  längs  r/  nicht  auch  K^^  umgeschrieben  sind. 

Die  consingulären  Camplexe  entsprechen  den  weiteren  Flächen  2,  (xror 
des,  welche  dem  Tarsus  x^  eingeschrieben  werden  hännen. 

Eine  Gerade  bestimmt  in  G  eine  Regelschaar;  durch  den  ihr  ent- 
sprechenden Punkt  gehen  3  von  diesen  Flächen;  also  gehen  durch  die 
Gerade  (und  die  Regelschaar,  die  sie  mit  d,  d'  bestimmt)  3  von  den 
consingulären  Gomplexen,   oder  der  Grad  der  Beihe  der  cansinguiären 
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Complexe  ist  nur  3.  Nachdem  wir  dies  Ergebniss  nochmals  auf  andere 
Weise  erhalten  haben  werden,  wollen  wir  erläutern,  wie  der  Wider- 
spruch aufzuklären  ist^  in  dem  es  zu  dem  allgemeinen  Satze  yön  Nr.  537 
steht. 

Zu  den  consingulären  Complexen  fuhren  uns  aber  in  viel  einfacherer  793 
Weise  die  oo^  Pcuire  verbundener  Involutionen  von  Q^  welche  uns  je  die 
Dupd  der  Leitgeraden  der  beiden  Beihen  von  StrcMenneteen  liefern. 

Zunächst  haben  wir  da  das  ausgeaeichnete  Paar,  bei  welchem  die 
gqaaarten  Geraden  in  der  einen  Involution  auf  d,  in  der  andern  auf  d' 
sich  schneiden,  während  die  verbindenden  Ebenen  dort  durch  d\  hier 
durch  d  gehen.  Die  Strahtennetge,  sämmtlüh  eerfaUend,  erzeugen  das 
Gdmschepaar  {d]  \d'],  das  so  in  die  Beihe  der  consingulären  Complexe 
kommt,  und  zwar  in  dem  einen  Falle  das  Gebüsche  [d]  mit  ihren  Bün- 
deln, [d'}  mit  ihren  Feldern,  im  andern  Falle  umgekehrt. 

Dieser  zerfallende  Complex  entspricht  der  Fläche  K^^  in  der  Schaar 
F^^Kj^]  von  den  beiden  Strahlenbüscheln,  in  welche  alle  den  Punkten 
von  K^^  entsprechenden  Regeischaaren  zerfallen,  befindet  sich  immer 
der  eine  in  [d],  der  andere  in  [d']. 

Damit  haben  unr  ein  Besultat  von  ganz  anderer  Art  erhallen  als 
früher.  So  lange  unr  es  nickt  mit  umdschiefen  Doppelstrahlen  zu  Ihun 
hatten,  lieferte  jeder  DoppelstraM  des  Complexes  in  die  Beihe  der  consin- 
gulären Complexe  sein  Gebüsche,  doppelt  gerechnet;  jetzt  liefern  zwei  wind- 
schiefe Doppelstrahlen  in  diese  Beihe  ihr  Gänischepaar,  wobei  also  jedes 
der  beiden  Gebäsche  nur  einfach  zu  zählen  ist 

Beachten  wir  auch  schon  folgenden  Unterschied:  Die  singulare 
Fläche  eines  Complexes  mit  zwei  sich  schneidenden  Doppelstrahlen  hat  in 
jedem  ihrer  Tangentenbüschel  zwei  verschiedene  Tangenten,  die  den  einen 
und  den  andern  DoppelstraM  treffen;  sie  sind  singulare  Strahlen  für  die 
beiden  Doppdgebüsche. 

Die  Begelfläche  4.  Grades,  mit  der  unr  jetzt  zu  ihun  haben,  hat  in 
jedem  Tangentenbüschel  einen  Strahl,  der  beide  Doppelgeraden  trifft:  die 
Erzeugende,  die  so  singulärer  Strähl  für  das  Gebüschepaar  wird. 

Wenn  %i,  l^  die  Erzeugenden  sind,  welche  der  h^l  auf  d,  bezw. 
d'  begegnen,  so  zerfallt  die  Regelschaar  [h^l,  h^,  l^]  singulärer  Strah- 
len in  die  beiden  Büschel  aus  dem  Punkte  hh^  in  der  Ebene  nach  l^ 
und  aus  11^  in  der  Ebene  nach  A^«  Diese  Ebenen  enthalten  d,  bezw. 
d'  und  sind  Berührungsebenen  von  9  in  den  Scheiteln. 

Im  Continuum  der  consingulären  Complexe  ergieit  sich  für  diesen 
zerfallenden  Complex  als  Congruenz  der  singulären  Strahlen  das  Paar  der 
beiden  Congruenzen  der  Tangenten  von  9  in  den  Punkten  von  d,  bezw.  d\ 
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Wir  haben  ferner  unter  den  Paaren  verbundener  Involutionen  4 
sich  selbst  verbundene  Involutionen.  Bei  den  entsprechenden  Gomplezen 
fallen  also  die  beiden  Reihen  von  Strahlennetzen  zusammen ^  demnach 
bei  den  Flächen  in  der  Schaar  F^K^  die  beiden  Geradenschaaren;  wir 
haben  es  mit  den  4  Kegelschnitten  der  Schaar  zu  thun^  die  nach  den 
Ebenen  ^i,i,  ...  y^^i  des  gemeinsamen  Polartetraeders  der  Schaar,  in 
denen  sie  liegen,  mit  (yi,i),  . . .  bezeichnet  werden  mögen.  Die  Punkte 
der  Fläche  (71,1)  erfüllen  die  Ebene  yi^i  doppelt,  also  die  ihnen  ent- 
sprechenden Regeischaaren  das  Gewinde  doppelt,  dem  diese  Ebene 
correspondirt.  Wir  erhalten  so  die  4  Fundamental-Ge winde  I\, .,.  F^, 
welche  durch  die  zu  O  als  Brennfläche  gehörigen  Gongruenzen  C]', 
. . .  C4*  —  mit  d,  d'  als  Doppelstrahlen  —  gehen  (II,  Nr.  416). 

Weil  die  Ebenen  yi,i,  ...  ein  Polartetraeder  von  K^  bilden,  so 
sind  die  F^,  ...  in  Involution  (Nr,  791). 

Die  Strahlen  der  Q',  . . .  gelten  als  singulare  Strahlen  der  Doppel- 
gewinde Fl,  . . .;  also  sind  ihre  Berührungspunkte  auf  zwei  gepaarten 
Geraden  der  betreffenden  sich  selbst  verbundenen  Involution  gelegen; 
jede  dieser  Involutionen  führt  ja  (Nr.  598)  zu  00^  Regeischaaren  von 
Doppeltangenten  der  O.  Dieselben  entsprechen  den  Punkten  der  Kegel- 
schnitte (yi,i),  . . . 

In  Nr.  599  haben  wir  direct  erkannt,  dass  die  Strahlennetze,  welche 
die  Dupel  einer  sich  selbst  verbundenen  Involution  zu  Leitgeraden 
haben,  in  dem  nämlichen  Gewinde  enthalten  sind. 

Verbinden  wir  zwei  von  ihnen,  als  zur  einen  Reihe  gehörig,  mit 
allen,  als  zur  andern  Reihe  gehörig,  so  ist  die  entstehende  Projecti- 
vität  so  ausgeartet,  dass  das  gemeinsame  Gewinde  in  beiden  Büscheln 
dasjenige  Element  ist,  dem  im  andern  alle  entsprechen,  und  daher, 
doppelt,  das  Erzeugniss  bildet 

794  Die  consingulären  Compleze  schneiden  in  das  Strahlennetz  \dd'\ 

consinguläre  Regelflächen  ein,  f&r  welche  die  gemeinsamen  stationären 
Elemente  D  und  8  der  Complexe  gemeinsame  Cuspidalelemente  sind 
(Nr.  603).  9  befindet  sich  unter  ihnen  und  ergiebt  sich  im  Conti- 
nuum  als  Schnitt  von  [ä][ä']. 

Eine  Gerade  l  trifft  4  Erzeugende  von  <&,  welche  der  Regelschaar 
\dd'l\  angehören.  Sie  bilden  3  Paare  von  Dupeln,  welche  je  zwei 
verbundenen  Involutionen  angehören;  daraus  entnehmen  wir  von  neuem, 
dass  jede  Gerade  eu  3  von  den  consingulären  Complexen  gehört. 

Trifft  {  einen  der  Doppelstrahlen  oder  beide,  so  befindet  sich 
[d][d']  unter  den  3  Complexen,  so  dass,  wie  noth wendig  (Nr.  603), 
durch  einen  Strahl  von  [dc^]  2  von  den  consingulären  Regelflächen 
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gehen.  Gehort  l  zu  9,  so  haben  wir  nur  ein  Paar  sie  schneidender 
Erzeugenden  und  nur  einen  vom  zerfallenden  Complexe  verschiedenen 
unter  der  consingulären  durch  sie;  d.  h.  von  den  beiden  vorhinigen 
hat  sich  einer  mit  [(r|[d'J  vereinigt 

Beim  allgemeinen  Complexe  fanden  wir  die  Zahl  4  der  durch  eine 
Gerade  l  gehenden  consingulären  Complexe  durch  Benutzung  der  4 
ProjectivitäteU;  die  zwischen  den  4  Schnitten  von  l  mit  9  und  den 
4  Berührungsebenen  durch  sie  bestehen  (Nr.  537).  Diese  sind  auch 
hier  vorhanden^  und  die  eine  ist  unmittelbare  Folge  der  Eigenschaft, 
dass  die  4  von  l  getroffenen  Erzeugenden  der  Regelschaar  [dd'T\  an- 
gehören. Gerade  diese,  bei  der  sich  Schnittpunkt  und  Berührungs- 
ebene entsprechen,  die  je  mit  derselben  Erzeugenden  incidiren,  ist  un- 
brauchbar; denn  bei  ihr  ist  die  Tangente  in  dem  Tangentenbüschel 
einer  von  den  4  Ebenen,  die  nach  dem  entsprechenden  Punkte  geht, 
die  Erzeugende.  Der  entsprechende  Complex  ist  das  Gebüschepaar 
[^][^'])  insofern  aber  der  Schnitt  der  „Tangente^'  mit  d>,  weil  sie  Er- 
zeugende ist,  unbestimmt  ist,  werden  nach  der  allgemeinen  Construction 
von.  Nr.  537  <x>^  Strahlenbüschel  möglich,  und  in  einem  von  ihnen 
liegt  Z;  aber  nur  die  zwei,  welche  die  Scheitel  auf  d,  d'  haben,  — 
und  der  l  enthaltende  ist  im  allgemeinen  keiner  von  diesen  —  gehören 
zum  Complexe. 

Die  3  durch  l  gehenden  consingulären  Complexe  haben  die  Regel- 
schaar (dd'T)  gemeinsam.  Danach  eeffälU  die  Hatiptfläche  16.  Grades 
(Nr.  635),  in  welcher  3  consinguläre  Complexe  sich  schneiden^  in  6  Regel- 
schaaren^  denen  die  8  Schnittpunkte  der  Flächen  von  F^K^  corre- 
spondiren,  welche  den  Complexen  entsprechen. 

Weil  F^  durch  3  Gerade  bestimmt  ist,  haben  wir: 

Drei  Strahlennetze,  welche  2  Gerade  gemeinsam  haben,  bestimmen 
eindeutig  einen  Complex  2.  Grades,  für  den  diese  Geraden  Doppel- 
strahlen sind;  das  dritte  Netz  kann  man  durch  2  Strahlen,  speciell 
durch  2  sich  schneidende  oder  ihren  Büschel  ersetzen.  Jeder  unserer 
Complexe  lässt  sich  auf  oo'  Weisen  so  bestimmen;  die  Mannigfaltig- 
keit von  drei  Strahlennetzen  mit  2  gemeinsamen  Geraden  ist  2.8  4- 4 =20, 
und  folglich  die  des  Complexes  20  —  3  =  17. 

Drei  Strahlendupel  eines  Strahlennetzes  bestimmen  in  demselben 
eindeutig  eine  Begelfläche  4.  Grades,  in  der  sie  zur  nämlichen  Invo- 
lution gehören. 

IL 

Jedes  der  StrcMennetze  H  oder  L  bringt  in  den  Complex  oo'  Begel-  796 
schaarerh  t*,  t/  —  gemeinsamer  Name  sei  r  — ;  darin  haben  wir  aber 
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nicht  die  Gebüsche  der  allgemeinen  Theorie.  Die  Eigenschaft  unseres 
ComplexeSy  dass  er  vollständige  StraMennebse  enthalt,  hetvirkt,  dass  er 
zweierlei  Begelschaaren  hesOfft,  und,  was  damit  zusammenhängt,  zweierlei 
Strahlenbäschel-Paare. 

Jede  Gerade  g  von  F'  gehört  zu  einem  H  und  zu  einem  L  und  in  jedem 
wiederum  zu  zwei  Strahlenbüscheln  (aus  verschiedenen  Schaaren)  Sh, 
@/;  bezw.  @i,  @/;  und  damit  haben  wir  alle  4  Büschel  des  Gomplexes, 
zu  denen  g  gehört.  Zwei  sich  schneidende  Strahlenbüschel  van  F^  ge- 
hören entu?eder  zu  demselben  Netze  H  oder  L,  oder  der  eine  zu  einem  H, 
der  andere  zu  einem  L. 

Gehen  wir  von  einem  Paare  der  ersten  Art,  etwa  Sk,  ©a',  aus 
oder  gleich  von  einer  allgemeinen  ßegelschaar  Xhy  so  sind  die  von  ihr 
zweimal  geschnittenen  (oder  getragenen)  Regeischaaren  sämmtlich  Xi, 
aus  jedem  L  oo^;  denn  durch  die  beiden  Schnittstrahlen  der  Xa  mit 
der  Regelschaar,  in  der  ein  beliebiges  L  das  die  Xh  enthaltende  H 
schneidet,  gehen  in  dem  L  oo^  Begelstrahlen,  durch  jeden  Strahl  von 
L  eine.  Umgekehrt,  jedes  Strahlennetz  durch  Xh  schneidet  eine  Xi  aus; 
denn  ist  g  ein  Strahl  des  weiteren  Schnitts,  enthalten  in  L,  so  giebt 
es  von  den  <x>^  eben  erwähnten  Regeischaaren  in  L  eine,  die  mit  un- 
serm  Strahlennetze  3  Strahlen  gemein  hat,  den  g  und  die  beiden  auf 
Xh'  Auf  Xh  entsteht  durch  die  Schnittstrahlen  mit  den  verschiedenen 
L  eine  Involution;  und  nicht  wie  im  allgemeinen  Falle  sind  alle  mög- 
lichen Dupel  von  Xh  die  Schnittstrahlen-Dupel  mit  den  von  dieser 
Regelschaar  getragenen  ti,  sondern  nur  die  Dupel  dieser  Involution, 
jedes  zu  oo^  r<  gehörig. 

Wie  ein  solches  Feld  [Ta],  [rj  alle  Netze  L  oder  H,  so  durchzieht 
auch  ein  Gebüsche  alle  L  oder  H,  und  da  die  Glieder  einer  Kette  ab- 
wechselnd Xh  und  Xi  sind,  so  enthält  das  eine  von  zwei  verknüpften  Oe- 
hüschen  von  Begelschaaren  x  lauter  r«,  das  andere  lavier  Xi. 

Unter  den  Strahlennetzen  durch  eine  r«  oder  Xi  bildet  natürlich 
das  ganz  zu  F'  gehörige  H  oder  L  eine  Ausnahme. 

Durch  zwei  beliebige  Strahlen  von  I^  geht  keine  Begdschaar  r;  es 
sei  denn,  dass  beide  Strahlen  zu  demselben  H  oder  L  gehören,  dann 
gehen  durch  sie  <x>^  Xh  oder  ti. 

Die  Schnitt-Regelschaaren  der  H  und  L,  durch  die  wir  den  Com- 
plez  erzeugt  und  die  wir,  weil  sie  durch  d  und  d'  gehen,  mit  Xdtt  be- 
zeichnet haben,  können  auch  r^^  genannt  werden.  Jede  Xhi  trägt  alle 
übrigen. 

Geht  man  aber  von  einem  Strahlenbüschel -Paare  @a@{  ftus,  so 
führen  die  durch  dasselbe  gehenden  Strahlennetze  zu  neuen  Begdschaar 
ren  (f]  denn  ergäbe  sich  z.  B.  eine  t/,  so  würde  die  ergänzende  Regel- 
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schaar  eine  Xh  sein,  was  @a@/  nicht  ist.  Jedes  von  den  Strahlennetzen 
hat  mit  einem  H  2  Strahlen  gemeinsam,  von  denen  keiner  auf  @a 
fallt,  da  dieses  H  mit  dem,  welches  @a  enthält,  nur  d,  d'  gemein 
hat.  Wohl  aber  gehört  einer  der  beiden  Strahlen  zu  @/,  denn  die 
Regelschaar,  in  der  jenes  H  und  das  ©<  enthaltende  L  sich  schneiden, 
hat  mit  @i  einen  Strahl  gemeinsam.    Der  andere  Strahl  gehört  zu  p. 

Die  jetzigen  Begelschaaren  q  erhalten  also  aus  jedem  H  und  jedem 
L  einen  Strahl;  zu  ihnen  gehören  die  Complexkegel  und  Complexcurven. 

Die  BQschel  S^,  ©rf»  von  F*,  zu  denen  d  oder  d'  gehören,  sind 
sowohl  @;k,  als  @{  (Nr.  790);  stellt  man  also  einen  solchen  Büschel 
mit  einem  ihn  schneidenden,  etwa  einem  @/,  zusammen,  so  ist  dies 
Paar  sowohl  ©a©a',  als  ©a'©/,  also  sowohl  r  als  p. 

Durch  jeden  Strahl  g  von  F*  geht  ein  ausgezeichnetes  Gewinde,  das, 
welches  die  beiden  g  enthaltenden  Netze  H  und  L  verbindet  Es  ist  für 
g^  wie  für  jeden  Strähl  der  Begelschaar  HL,  Tangentialgemnde,  denn 
diese  Strahlen  sind  ja  Doppelstrahlen  seines  aus  H  und  L  bestehenden 
Schnitts  mit  T*.  Alle  4  durchgehenden  Büschel  von  JT*,  zwei  in  H, 
zwei  in  L,  befinden  sich  in  diesem  Gewinde;  daher  entsprechen  die 
Scheitel  den  Ebenen  sowohl  in  der  durch  F',  als  in  der  durch  das 
Gewinde  HL  auf  g  erzeugten  Projectivität;  womit  von  neuem  dies  Ge- 
winde als  Taugentialgewinde  von  g  sich  ergiebt. 

Dies  eine  Tangentialgewinde  nimmt  alle  o6^  durch  g  gehenden  Regd- 
schaaren  t  von  F*  in  sich  auf;  die  Begelschaaren  q  vertheilen  sich,  zu 
je  oo*,  auf  die  übrigen  Tangentialgewinde, 

Dementsprechend  dürfen  wir  auch  unter  den  durch  F^  gehenden 
quadratischen  Systemen  4.  Stufe  S^  von  Gewinden  ein  ausgezeichnetes 
vermuthen. 

In  Bezug  auf  die  beiden  Arten  von  Begelschaaren  t  und  q  und  796 
ihre  Gebüsche  haben  wir  folgenden  bemerkenswerthen  Unterschied: 

Die  Leitschaaren  der  Begelschaaren  eines  Gebüsches  von  q  erzeugen, 
wie  im  allgemeinen  Falle,  einen  consingulären  Complex  2,  Grades. 

Besteht  aber  das  Gebüsche  aus  x,  so  ergiebt  sich  ein  (einfacher) 
linearer  Complex  und  zwar  aus  dem  Büschel  durch  das  Strahlennetz  [dd']. 

Zur  Erzeugung  dieses  Leitschaaren -Complezes  genügt,  wie  wir 
wissen,  schon  ein  Feld. 

Betrachten  wir  ein  Feld  [Ta],  das  aus  lauter  Xi  besteht;  es  wird 
durch  die  je  oo^  Begelschaaren  r^  gebildet,  welche  in  jedem  der  ver- 
schiedenen L  durch  das  Schnittdupel  x'x'  desselben  mit  dem  Träger 
Ta  gehen;  diese  Dupel  bilden  eine  Involution.  Die  Leitschaar  \i  einer 
Xi  geht  durch  die  Leitgeraden  l,  l^  von  L   und   hat   x,  x'   zu  Leit- 

st  arm,  Liniengeomeirio.    IIL  26 
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geraden;  das  ganze  Strahlennetz  [x'x"]  kommt  zu  stände  and  zwar 
einfach;  denn  für  einen  Strahl  m  von  {xx"']  ist  die  Regelschaar  {ll^fn] 
die  einzige,  in  deren  Leitschaar  sich  m  befindet  Diese  Netze  [xx'] 
erzeugen  aber  (I^  Nr.  71)  ein  Gewinde;  es  enthält  alle  Dupel  11^  und 
folglich  das  Strahlennetz  [dd'],  in  dem  sie  sich  befinden.  Die  Leit- 
schaar \k  der  das  Gewinde  erzeugenden  involutorischen  Regelschaar  Xh 
gehört  auch  zum  Gewinde. 

Nimmt  man  daher  in  einem  bestimmten  durch  [dd']  gehenden 
Gewinde  Fq  alle  Begelschaaren  ^a»  welche  durch  ein  Leitgeraden-Dupel 
hhi  eines  H  oder  ein  Dupel  von  Ik  gehen ,  also  im  Ganzen  cx>^+*,  so 
sind  deren  verbundene  Regeischaaren  Ta  die  Träger  der  Felder,  die  zu 
Fq  führen,  und  bilden  ein  Gebüsche;  analog  ergiebt  sich  das  aus  Xi 
gebildete  verknüpfte  Gebüsche  (das  diese  Felder  enthält). 

In  der  That,  weil  eine  jede  von  diesen  f^  durch  ein  hh^  geht,  so 
befindet  sich  die  verbundene  in  dem  zugehörigen  H  und  ist  eine  t«; 
weil  zwei  der  f«  in  Fq  sich  befinden,  so  sind  auch  die  verbundenen  Xh 
in  demselben  Gewinde  enthalten;  im  allgemeinen  gehören  sie  nicht  zu 
demselben  H  und  haben  daher  keinen  Strahl  gemein,  wie  dies  ja  für 
Regeischaaren  desselben  Gebüsches  erforderlich  ist. 

Ztod  Begelschaaren  Xh  oder  zwei  Xi  gehören  gu  dem  nämlichen  Ge- 
büsche, wenn  ihre  Leitschaaren  sich  in  demselben  Gewinde  durch  [dd*] 
befinden. 

Wenn  \k  in  F^  durch  hh^  geht,  11^  ein  Dupel  von  Ii  ist,  so  sind 
AAi  und  lli  durch  eine  Regelschaar  verbunden,  diese  wiederum  mit  \k 
durch  ein  Strahlennetz,  das  zu  Fq  gehört,  und  alle  oo^  Regeischaaren 
\i  in  diesem  Netze  durch  l\  schneiden  \k  zweimal;  folglich  wird  auch 
Xh  von  den  Xi  zweimal  geschnitten;  somit  haben  wir  in  dem  Gebüsche 
der  Xi  <x?y  welche  t^  zweimal  schneiden. 

Die  Gdnische  der  t«  und  der  r<,  die  unter  Benutzung  desselben  F^ 
sich  ergeben,  sind  verknüpft. 

Die  Leitschaar  einer  Xm  geht  durch  die  Leitgeraden -Dupel  der 
beiden  .Netze  H  und  L,  die  sich  in  x^i  schneiden,  und  befindet  sich  in 
[dd']  und  allen  Fq. 

Die  Begelschaaren  Xki  ^  Xd^}  welche  durch  die  Doppelstrahlen  gehen, 
sind  daher  aUen  Gebüschen  von  Xk  und  von  Xi  gemeinsam,  insbesondere 
also  auch  0wei  verknüpften;  man  erkennt  leicht,  dass  jede  Xm  mit  jeder 
Xk  (oder  tf)  durch  eine  dreigliedrige  Kette  verbunden  ist:  das  Gewinde, 
welches  sie  enthält,  verbindet  das  L  von  Xm  mit  dem  H  von  r«. 

Aber  allgemeiner,  jede  Xh  ist  mit  jeder  t{  durch  eine,  aber  nur 
eine  dreigliedrige  Kette  verbunden;  Mittelglied  ist  die  Xku  in  d^^  sich 
die  sie  enthaltenden  H  und  L  schneiden. 
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Daher  hört  für  die  Regeischaaren  r  die  Möglichkeit  der  Pierbindung 
durch  dreigliedrige  Ketten  auf^  Kennzeichen  der  ZugehörigJceit  0u  demselben 
Gebüsche  im  sein,  tvenn  das  die  Kette  enthaltende  Gewinde  ein  HL  ist. 
Zuverlässiges  Kennzeichen  ist  das  obige. 

Für  die  Begdschaaren  q  aber  bleibt  jenes  Kennzeichen  bestehen. 

Wenn  man  durch  die  Leitschaaren  der  Regeischaaren  eines  Ge- 
büsches oder  des  verknöpften  als  Grund -Regeischaaren  die  Gewinde- 
netze legt,  so  ergiebt  sich  ein  durch  den  Complex  gehendes  quadratisches 
System  4.  Stufe  S^^  von  Gewinden,  das  sich  ändert,  wenn  man  wn  einem 
Gämschqpaare  zum  andern  Übergeht  Bei  den  Ta-  und  den  Xr  Gebüschen 
aber  ist  letzteres  nicht  der  FdU. 

Es  sei  wiederum  f«  eine  Regelschaar  in  Fq,  welche  durch  h,  h^ 
geht;  und  F  ein  Gewinde  des  BQndels  (Ja);  es  schneidet  ein  zweites 
Gewinde  Fq  durch  [dd']  in  einem  Strahlennetze,  das  auch  durch  das 
Dupel  hhi  geht,  und  jede  von  den  oo^  Regeischaaren  f«  in  diesem 
Netze  durch  hh^  hat  F  in  ihrem  BQndel. 

Jedes  Gewinde  F  also,  das  sich  bei  dem  BQndel  einer  in  Fq  be- 
findlichen \h  nnd  dann  bei  oo*  solchen  BQndeln  ergiebt,  ergiebt  sich 
auch  bei  oo^  BQndeln  (f*)  eines  jeden  der  übrigen  Fq. 

Die  Regelschaar,  welche  F  aus  dem  Netze  [dd']  schneidet,  geht 
durch  hh^,  also  auch  durch  ein  Dupel  lli  von  /|.  Daher  geht  F  auch 
durch  oo*  Regeischaaren  ]i  eines  jeden  Fq.    Demnach: 

Alle  oo^  Paare  verJcnüpfter  Gänische  von  r*  und  r<  geben  ein  und 
dasselbe  System  S^;  dies  ist  das  ausgezeichnete,  auf  das  wir  oben  hin- 
wiesen. Das  dort  erwähnte  ausgezeichnete  Tangentialgewinde  eines  Strahls 
g  von  F^  ist  das  zugehörige:  die  in  ihm  enthaltenen  durch  g  gehenden 
Regeischaaren  des  JP  gehören  zu  den  r- Gebüschepaaren,  aus  denen 
das  ausgezeichnete  S^  construirt  ist. 

Die  Q'Gebüsche  geben  die  übrigen  S^^y  aber  im  Continuum  auch  das 
atisgezeichnete,  da  eins  unter  den  r- Gebüschepaaren  zugleich  ein  (»-Ge- 
büschepaar ist,  wie  wir  bald  sehen  werden. 

Von  den  5  Paaren  verknüpfter  Begelschaar-Beihen  des  Schnitts  von  797 
F*  mit  einem  beliebigen  Gewinde  F  besteht  das  eine  Paar  aus  Xh  und  t<; 
seine  Regeischaaren  sind  die  Schnitte  von  F  mit  den  H  und   den  L. 
Die  andern  Reihen  der  Congruenz  bestehen  aus  q. 

Jede  Begelschaar  von  F*,  die  durch  einen  der  Doppelstrahlen  geht, 
ist  eine  t.  Sie  gehe  durch  d  und  sei  nicht  eine  Xh]  so  lege  man  durch 
irgend  einen  Strahl  g  von  ihr  das  Netz  H,  das  sie  also  nicht  enthält; 
durch    H   und   einen   dritten   Strahl   der   Regelschaar   lege    man    das 

26* 
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Gewinde,  das  sie  nun  ganz  enthält,  folglich  muss  sie  sich  in  dem  fer- 
neren Schnitte  L  desselben  befinden. 

In  jedem  H  oder  L  haben  wir  oo'  durch  d  oder  d'  gehende  r, 
alsO;  wie  nothwendig,  im  Ganzen  oo'  durch  einen  der  Doppelstrablen 
gehende;  wir  nennen  diese  Regeischaaren  Xhä,  tid,  Vhd^f  titf. 

Da  es  nun  auch  unter  den  q  solche  geben  muss,  die  durch  d  oder 
d'  gehen,  so  werden  wir  so  zu  Regeischaaren  geführt,  welche  sowohl 
r  als  Q  sind. 

Jedes  Strahlenbüschel -Paar  von  I^,  von  dem  der  eine  Büschel 
durch  einen  der  Doppel  strahlen  geht,  gehört  (Nr.  795)  zu  beiden  Arten 
von  Strahlenbüschel-Paaren  und  daher  die  Regelschaar,  die  von  einem 
durch  ein  solches  Paar  gelegten  Strahlenuetze  ausgeschnitten  wird, 
sowohl  zu  den  q,  als  zu  den  t;  sie  geht  durch  den  Doppelstrahl,  der 
ja  für  den  vollen  Schnitt  doppelt  ist. 

Umgekehrt,  eine  Xid  z.  B.  verbinden  wir  durch  ein  Strahlennelz 
mit  einem  den  d  treffenden  Strahl  g  des  Complexes;  dies  Netz  enthält 
den  ganzen  Büschel  ®a  ^  dg  von  JP  und  schneidet  noch  einen  Bü- 
schel aus,  der  mit  ®a  eüie  Xh  bildet,  also  einen  @a'«  Dabei  haben  wir 
®d  als  @A  aufgefasst;  betrachten  wir  ihn  als  @/,  so  ergiebt  sich: 

Jede  durch  einen  der  Dqppelstrahlen  gehende  Begdschaar  x  ist  zu- 
gleich eine  q. 

Eine  Kette,  welche  eine  Xd  enthält,  besteht,  weil  d  ein  doppelter 
Strahl  des  vollen  Schnitts  eines  jeden  zwei  benachbarte  Glieder  der 
Kette  verbindenden  Strahlennetzes  ist,  aus  lauter  Xdf  also  abwechselnd 
Xhd,  Xid*  Folglich  erfüllen  die  Xhd  und  Xid  zwei  verknüpfte  Gebüsche; 
das  Gewinde  durch  [dd'l^  welches  ihre  Leitschaaren  enthält,  ist  das 
Gebüsche  [d]. 

798  Anders  aber  müssen  wir  die  Sache  ansehen,  wenn  wir  diese  Regel- 

schaaren  als  q  auffassen.  Mit  grösserer  Klarheit  aber  übersehen  wir 
die  Verhältnisse,  wenn  wir  die  Caporali'sche  Abbildung  (Nr.  711, 
782)  benutzen. 

Der  Hauptbüschel  (0,  cd)  schneidet  einen  Büschel  @<i  und  einen 
©<f,  welche  ©/,  ©«r*^  heissen  mögen  und  deren  Bildpunkte  Dj,  2)/ 
Doppelpunkte  der  Gurve  kj^  sind.  Es  sei  ferner  H^  das  Strahlennetz, 
welches  (0,  o)  enthält;  es  enthält  oo^  den  (0,  o))  schneidenden  Strah- 
lenbüschel, darunter  @d^  ®ct^'  Die  Bildpunkte  dieser  Strahlenbüschel 
erfüllen  die  Gerade,  welche  in  27^  dem  Strablennetze  H®  von  G  corre- 
spondirt.  Somit  zerfällt  das  System  der  (0,  o)  schneidenden  Strahlen- 
büschel S3^  des  Complexes  in  diese  das  Netz  H^  erzeugende  Schaar 
von  Strahlenbüscheln  93a^  —  ihre  Scheitel  erfüllen  die  in  m  liegende 
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Erzeugende  der  Regelfläche  9,  ihre  Ebenen  drehen  sich  um  die  Er- 
zeugende, die  durch  0  geht  —  und  ein  zweites  System,  das  eine  Con- 
gruenz  3.  Grades  bildet;  die  Scheitel  dieser  Büschel  bilden  die  Schnitt- 
curve  3.  Ordnung  von  cd  mit  9,  die  Ebenen  umhüllen  den  Eegel 
3.  Klasse  aus  0  an  9. 

Und  die  Ourve  Tz^  verfallt  in  die  eben  erwähnte  Gerade  \  und  eine 
Baummrve  4.  Ordnung  \^;  beide  begegnen  sich  in  D^,  Z)/. 

Wegen  des  Ranges  12  der  k^^  und  dieser  ihrer  Doppelpunkte  ist 
ÄjL*  vom  Range  8,  also  die  Curve  1.  Art. 

Ihre  Punkte  sind  die  Bilder  der  (0;  m)  schneidenden  Büschel, 
welche  nicht  in  H^  sich  befinden:  jeder  Strahl  von  (0,  co)  gehört  zu 
zweien  von  ihnen  und  zu  einem  aus  H^ 

Ein  Strahlenbüschel  in  einem  L  hat  einen  Strahl  in  H^,  also  in 
einem  der  85*®;  seine  Bildgerade  trifft  daher  k^  und  demzufolge  k^^  einmal. 

Von  einem  Strdhlenbüschel  in  einem  H  ist  die  Bildgerade  eine  Sehne 
von  k^y  da  er  mit  H^  keinen  Strahl  gemein  hat. 

Die  Geraden  auf  der  Fläche  0^  durch  \^'=L{k^^  Äj*),  welche  k{' 
zweimal  treffen,  sind  auch  Bisecanten  von  k^]  durch  sie  entsteht  auf 
dieser  Curve  die  Involution  Jj,  in  der  die  Scheitel  P^,  P/  der  Bündel 
gepaart  sind,  welche  den  verknüpften  Regelschaar- Gebüschen  von  JT^ 
correspondiren.  Sie  hat  4  Doppelpunkte.  Zu  diesen  Bisecanten  ge- 
hört auch  \\  folglich  sind  auch  Dj,  D/  solche  Punkte  Pj,  P^':  die 
Gebüsche  der  Regeischaaren  durch  d  und  durch  d'  sind  verknüpft;  wir 
kommen  hierauf  zurück. 

Einer  Ebene  X^  durch  \  entspricht  ein  Gewinde  durch  H^;  und 
während  dies  Netz  sich  in  die  Gerade  Ä^^^  abbildet,  ist  die  übrige  Ebene 
ky^  das  Bild  des  zweiten  Strahlennetzes  L,  welches  von  jenem  Gewinde 
ausgeschnitten  wird.  Die  beiden  Strahlenbüschel -Reihen  in  L  bilden 
sich  in  die  Strahlen büschel  in  k^  um  die  beiden  (nicht  auf  \  gelege- 
nen) Punkte  von  \^  ab.  Die  Ebenen  X^  setzen  sich  mit  den  Flächen 
2.  Grades  A,*  durch  k^  zu  Flächen  f^  durch  k{'  (Nr.  711)  zusammen, 
welche  Bilder  von  zerfallenden  Congruenzen  2.  Grades  sind;  die  Strah- 
lennetze  H  bilden  sich  also  in  diese  Flächen  h^  durch  k^^  ab;  auch  H^, 
denn  wegen  des  in  ihm  enthaltenen  (0,  cd)  ist  0^  das  vollständige 
Bild.  Die  Strahlenbüschel  in  einem  H  haben  die  Geraden  von  h^  zu 
Bildern.  Den  4  Ebenen  k^  durch  A'^,  welche  Äj*  berühreui  den  4  Ke- 
geln unter  den  h^  entsprechen  die  Strahlennetze  L,  H  mit  vereinigten 
Leitgeraden. 

Die  Schnittcurve  einer  Ebene  k^  mit  einer  Fläche  h^  —  die  durch 
Dj,  Dl'  geht  —  ist  Bild  der  Regelschaar  Xdde,  in  der  die  entsprechen- 
den H*  und  L  sich  schneiden. 
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Die  Bilder  der  cx>'  Regeischaaren  Xi  in  einem  Netze  L  sind  die 
Kegelschnitte  in  k^y  die  durch  die  beiden  nicht  auf  Ä;^  gelegenen  Schnitte 
mit  hj^  gehen. 

Also  liegen  van  den  i  Begegnung^mnkten  des  Bild-Kegelschnitts  einer 
Vi  mit  Tc^  2  auf  i/  und  2  auf  \ . 

Die  Bilder  der  oo'  Begelschaaren  r*  in  einem  H  sind  die  oo'  Kegel- 
schnitte auf  der  h^^*)  und  haben  aüe  4  Begegnungspunkte  auf  ki\ 

Der  fünfte  Schnittpunkt  der  Ebene  mit  kj^  liegt  auf  k^  und  ist 
nicht  derselbe  für  alle  t^  eines  H;  so  dass  diese  und  ebenso  die  Regel- 
schaaren  Xi  eines  L  nicht  ein  Gebüsche  bilden. 

799  Da  H^  in  jede  Ebene^  durch  jeden  Punkt  einen  Strahl  sendet,  so 

begegnet  die  Complezcurve,  der  Complexkegel  einem  der  Büschel  33^^, 
welche  sich  in  die  Punkte  von  k^  abbilden. 

Der  Bild -Kegelschnitt  einer  ComplexcurvC;  eines  Complexkegels 
trifft  k^^  und  folglich  X;/  dreimal;  der  letzte  Schnitt  der  Ebene  liegt 
auf  Ä;/  und  ist  Scheitel  des  Bündels,  der  dem  Gebüsche  der  Complex- 
curven,  Complexkegel  entspricht. 

Jeder  Punkt  P^  von  kj^  führt  zu  einem  Bündel  und  entsprechen- 
den Gebüsche  von  Regeischaaren  Qy  der  in  J|  gepaarte  P/  zum  ver- 
knüpften Gebüsche. 

Die  BiidrKegelschnitte  der  q  treffen  \^  dreimal,  k^  einmal. 

Die  oo^  durch  dj  d'  gehenden  Regeischaaren  haben  durch  2)^,  Z)/ 
gehende,  k^  noch  zweimal  treffende  Bilder  und  gehören  zu  allen  drei 
Arten  r*,  r^,  (>• 

Kegelschnitte,  welche  k^  viermal  treffen  und  blos  durch  D^  gehen, 
treffen  entweder  k^  noch  einmal  und  dann  k^  zweimal  oder  k^  noch 
dreimal  und  liegen  in  jenem  Falle  in  einer  Aj,  in  diesem  auf  einer  h^. 
In  beiden  Fällen  treffen  sie  k^  dreimal,  \  einmal.  Folglich  sind  sie 
im  ersten  Falle  Bilder  von  Regeischaaren,  die  zugleich  Xi  und  ^,  im 
zweiten  von  solchen,  welche  zugleich  Xh  und  p  sind;  die  einen  wie  die 
andern  gehen  durch  d. 

Vierter  Schnitt  der  Ebene  mit  k^  ist  im  ersten  Falle  D/;  folg- 
lich bilden  die  Regeischaaren,  als  q  aufgefasst,  'ein  Gebüsche;  im 
zweiten  Falle  ist  dieser  vierte  Schnitt  D^  und  die  Regeischaaren  bilden, 
auch  als  q  betrachtet,  ebenfalls  ein  Gebüsche,  und  weil  Dj,  D^  in  der 
Involution  J^  gepaart  sind,  so  sind  diese  Gebüsche  verknüpft.    Aber 


*)  Dies  sind  die  in  I,  Nr.  94  und  96  besprochenen  eindeutigen  Abbildungen 
des  Stiahlennetzes  auf  Ebene  und  Fl&che  2.  Qradea. 
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wir  haben  diese  Gebüsche  noch  nicht  vollständig,  denn  wir  können 
dieselbe  Betrachtung  für  D/  wiederholen  und  erhalten: 

Als  Q  aufgefasst  iüden  die  Regelschaaren  Xkd  und  Xnr  ein  Odmsche 
und  ebenso  die  Xid  und  Xk^f  und  dies  Gd>äsche  ist  zu  jenem  verJcnüpß. 

Ihre  Leitschaaren  stützen  sich  auf  dy  bezw.  d'  nnd  der  zugeord- 
nete consinguläre  Complex  zerföUt  in  die  beiden  Strahlengebüsche  [d] 
und  [d']. 

Diese  Begelschaar-Gebüsche  fallen  ersichtlich  nicht  eusammen;  immer- 
hin aber  habere  sie  oo'  gemeinsame  Begelschaaren^  die  Xd^  ^Xki.  Wäh- 
rend  im  allgemeinen  Falle  jeder  die  Ic^^  viermal  treffende  Kegelschnitt 
eindeutig  den  fünften  Schnitt  seiner  Ebene  mit  "k^^  den  zugehörigen 
Bündel  nnd  das  Gebüsche  von  F^  bestimmt,  zu  dem  die  in  ihn  sich 
abbildende  Begelschaar  gehört,  können  wir  in  nnserm  Falle  bei  den 
durch  Dj,  Dj'  gehenden  und  Tc^  noch  zweimal  treffenden  Kegelschnitten 
ebenso  gut  D^ ,  wie  D^^  als  letzten  Schnitt  der  Ebene  mit  \^  ^  (%/,  h^ 
ansehen  und  dürfen  aus  gemeinsamen  Regelschaaren  nicht  auf  Identität 
der  Gebüsche  schliessen. 

Regelschaaren  r^,  deren  Bild-Kegelschnitte  in  Ebenen  liegen,  welche 
durch  denselben  Punkt  Q^  von  Tc^  gehen,  bilden  ersichtlich  ein  Gebüsche. 

Wir  wollen  die  Bilder  von  Xi  aufsuchen,  die  zu  einem  Gebüsche 
2^3'  gehören,  das  einem  bestimmten  tA-Gebüsche  S^  verknüpft  ist,  und 
zwar  zunächst  die  in  einer  bestimmten  Ebene  \  durch  \  befindlichen 
Bilder,  deren  Xi  also  in  L  liegen.  Dem  27,  correspondire  auf  \  der 
Bündelscheitel  Q^y  und  X^,  X^  seien  die  beiden  weiteren  Schnitte  von 
il^  mit  Tt^,  Die  Regelschaaren  HL  bilden  sich  in  die  Kegelschnitte 
$j  durch  DiDi  X^X^  ab.  Die  Ebenen  der  Bilder  aller  r^  von  JE^ 
gehen  durch  Q^]  also  sind  die  Bilder  F^,  F/  der  Schnittstrahlen  einer 
Xi  aus  L  mit  einer  r^,  die  der  betreffenden  HL  angehören,  die  Schnitte 
einer  durch  Qi  in  l^  gehenden  Geraden  mit  dem  R^.  Ein  Kegelschnitt 
Ki,i  durch  X^,  X/,  7^,  F/  ist  also  Bild  einer  gesuchten  ti.  Ist  22t 
der  Schnitt  (Zr^,  X^X/),  so  schneidet  der  Kegelschnitt -Büschel  durch 
die  4  Ponkte,  zu  dem  ft^  gehört,  in  X;,  die  Involution  DiD/,  Qi^i 
ein;  und  durch  die  cx)'  Kegelschnitte,  welche  durch  X^,  X^'  und  ein 
Paar  der  Involution  gehen,  sind  die  Bilder,  die  sich  in  X^  befinden, 
erschöpft;  mit  X^  ändert  sich  nur  R^. 

Fällt  Qi  in  Dl,  so  wird  die  Involution  durchweg  parabolisch,  alle 
diese  Xi^i  gehen  durch  D^,  alle  Xi  durch  d.    Also: 

Fassen  wir  die  durch  d  gehenden  Begelschaaren  des  Complexes  ais  r 
auf,  so  ist  dem  Gäriische  der  Xkd  das  der  Xu  verknüpft,  ebenso  dem  der 
XkdT  das  der  t{<f. 

Die  Regelschaaren  Xki  gehören  zu  allen  t«-  und  trGebüschen. 
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800  Kommen  wir  aber  auf  dcis  atisgeeeichnete  System  S^^  durch  F*  zu- 

rück, das  wir  in  Nr.  796  fanden  •—  es  mag  ^4*  heissen.  Es  ergab 
sich  durch  die  Gewindenetze,  welche  die  Leitschaaren  f^,  \i  der  Regel- 
schaaren  irgend  eines  Paars  verknüpfter  r^-  und  trCj^büsche  zu  Basen 
haben,  und  enthält  das  Gewinde  Fq  des  fundamentalen  Büschels  durch 
[dd'],  in  dem  die  \k}  fi  sich  befinden;  und  da  es  für  alle  Gebüsche- 
paare dasselbe  ist,  so  gehört  ihm  der  ganee  fundamentale  Büschel  an^ 
und  zwar  sind,  weil  in  Bezug  auf  jedes  dieser  Gewinde  polarisirt  der 
Complex  in  sich  selbst  übergeht  (Nr.  674),  aUe  seine  Gewinde  für  S^^ 
doppelt.  Nennen  wir  diesen  Doppelbüschel  S^.  Das  quadratische  Sy- 
stem 4.  Stufe  ist  dadurch  doppelt  specialisirt.  In  Nr.  698  wurde  die 
Erzeugung  eines  solchen  Systems  durch  Projection  eines  S^  aus  einem 
Büschel  erwähnt 

Die  allgemeinen  S^  und  die  einfach  specialisirten  —  mit  nur 
einem  doppelten  Gewinde  —  enthalten  nur  Netze  und  Büschel  und  zwar 
00^  Netze,  (x>^  Büschel,  aber  keine  linearen  Systeme  von  höherer  Stufe. 

Das  gilt  nicht  mehr  für  das  doppelt  specialisirte  System  S^. 

Die  Regeischaaren  f«  gehen  je  durch  ein  Dupel  h\  von  Ja,  in 
jedem  der  Gewinde  F^  haben  wir  bei  jedem  Dupel  00*,  und  die  00' 
Netze  durch  diese  Begelschaaren  f«  erfüllen  das  Gebüsche  (hh^  mit 
den  Grundgeraden  Ä,  \.  Somit  enthält  unser  System  S4*  ewei  einfach 
unendliche  Systeme  von  Gebüschen  fii,A,  fii,<;  die  einen  haben  die  Dupel 
von  Ikj  die  andern  die  von  Ii  zu  Grundgeraden,  Die  einen  wie  die  an- 
dern gehen  durch  den  Doppelbüschel  S^. 

Ein  jedes  Gewinde  von  ^4^  gehört  zu  einem  Gebüsche  /S>s,a  und 
zu  eiuem  S^^i]  die  4  Geraden,  welche  es  mit  der  Begelfiäche  O  gemein 
hat,  bilden  die  beiden  Grunddapel  h\y  11^.  Infolge  dessen  haben  zwei 
Gebüsche  fis,*  oder  zwei  Sz^i  ausser  dem  Büschel  S^  nichts  gemein;  ein 
Ss^h  ufid  ein  5a,j  öfter  haben  das  Netz  gemein,  dessen  Grund-Begelschaar 
\hi}  zugleich  \k  und  \i,  die  Grunddupel  h\  und  l\  verbindet  und  die 
Leitschaar  einer  Xhi  ist. 

Jedes  der  Gebüsche  enthält  (x>'  Netze,  und  in  S^  fuiben  wir  auf 
diese  Weise  cx>*  Netze,  welche  aber  in  2  Systeme  zerfallen:  die  (Ja)  oder 
52,4  und  die  (fi)  oder  S%^i.  Darin  haben  wir  wieder  eine  Uebereinstim" 
mung  mit  dem  allgemeinen  Systeme  S^,  bei  dem  die  Netze  auch  2  Sy- 
steme bildeten:  5^,  S/,  während  bei  dem  einfach  specialisirten  Systeme  S^^ 
eine  solche  Trennung  nicht  stattfindet;  aber  von  beiden  Fällen  unterscheidet 
sich  der  jetzige  Fall  u^esenÜich  dadurch,  dass  die  MannigfaÜigJceit  der 
Netze  4,  nicht  wie  bisher  3,  und  dass  Gebüsche  vorhanden  sind. 

Jedes  der  beiden  Systeme  zerfällt  aber  noch  in  00^  Systeme  von 
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cx)^  Netzen,  deren  Grond-Regelschaaren  \k  oder  \i  in  demselben  Gewinde 
des  fundamentalen  Büschels  sich  befinden. 

Im  allgemeinen  enthält  ein  Netz  von  dem  Doppelbüschel  5^  nur 
ein  Gewinde,  dasjenige  JTq,  in  dem  seine  Grund-Regelschaar  sich  be- 
findet. 

Die  (x>^  Netee  äber^  welche  je  einem  Sz^k  und  einem  Ss^i  gemeinsam 
sind,  haben  ihre  Grund -Begelschaaren  in  dem  Strahlennetz  [d^  d'], 
gehen  durch  den  gangen  Doppelbüschel,  sind  beiden  Systemen  der  jS»s,a 
luid  5a,  i  gemeinsam;  wie  auch  allen  oo^  Systemen  von  (xfl  Netzen. 

Jedes  der  Gebüsche  hat  (x>^  Büschel;   ivir  erhalten  so  wiederum,  801 
wie  in  den  früheren  Fällen,  (x>^  Büschel,  aber  hier  ewei  getrennte  Sy- 
steme von  Büscheln  5i,a;  bezw.  Si^i.    Die  Dupel   der  Leitgeraden   der 
Gmnd-Strahlennetze  dieser  BQschel  erfüllen  ein  System  Z^  von  Dupeln, 
welches  allen  Paaren  verknüpfter  r-Gebüsche  zugeordnet  ist 

Diese  Dupel  müssen  auf  den  r«  und  r^  liegen;  aber  sofort  ergiebt 
sich  hier  ein  Unterschied.  Im  allgemeinen  Fall  gehen  durch  ein  Dupel 
nur  zwei  Regelschaaren,  die  dann  zu  verknüpften  Gebüschen  gehören. 
Hier  dagegen  geht  durch  ein  z.  B.  auf  einem  r«  gelegenes  Dupel  im 
allgemeinen  keine  ti,  wohl  aber  oo^  r^,  alle  demselben  H  angehorig, 
wie  jenes  tA.  Letzteres  lehrt,  dass,  obwohl  wir  cx>*  x^  (oder  tj)  und 
auf  jedem  oo^  Dupel  haben,  es  doch  nur  oo^  solche  Dupel  giebt.  Aus 
ersterem  aber  ersehen  wir,  dass  wir  zweierlei  Dupel  haben,  je  nach- 
dem sie  auf  einem  tk  oder  einem  r^  liegen,  oder  einfacher  je  nachdem 
sie  einem  H  oder  einem  L  angehören;  denn  wir  haben  es  eben  mit 
den  oo^+*  Dupeln  der  verschiedenen  H  oder  L  zu  thun.  Und  so  zer- 
fällt  jedes  der  beiden  Dupelsysteme  2^6,h,  ^6,1  noch  je  in  oo*  Systeme  von 
oo*  Dupeln  und  die  beiden  Systeme  von  Büscheln  Si^h,  Si^i  in  S^^  noch 
je  in  cx)^  Systeme  von  c»*  Büscheln,  je  in  den  verschiedenen  S^^h  oder  Ss^i. 

Zu  beiden  Büschelsystemen  gehören  die  oo^  Büschel,  deren  Grund- 
Strahlennetee  ihre  Leitgeraden  auf  den  Xhi  haben;  jede  Xhi  führt  zu  cx)^. 
Jedes  solche  doppelt  unendliche  System  befindet  sich  dann  stets  in 
einem  der  Netze,  die  einem  Sz^k  und  einem  Ss^i  gemeinsam  sind;  seine 
Grund-Regelschaar  \m  ist  Leitschaar  der  Xhi. 

Jeder  Büschel  5i,a  oder  Si^i  von  ^4^  ist  in  einem  Gebüsche  jSs^a, 
bezw.  St^i  und  daher  in  (x>^  Netzen  S^^h,  bezw.  S^^i  enthalten. 

Mit  einem  beliebigen  Gebüsche  S^  von  Gewinden  hat  der  Doppel- 
büschel S^  kein  Gewinde  gemein;  folglich  enthält  der  Schnitt  S^^  von 
S^*  mit  S^  kein  Doppelgewinde.  Mit  jedem  Netze  von  S^*  aber  hat 
^3  und  also  auch  S^^  ein  Gewinde  gemein;  und  umgekehrt,  jeder  Bü- 
schel,  welcher  ein  Gewinde  von  S^^  mit  einem  Gewinde  von  S^  ver- 
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bindet,  gehört,  weil  er  3  Gewinde  mit  S^  gemein  hat,  diesem  Systeme 
ganz  an,  also  auch  jedes  Netz,  das  ein  Gewinde  von  S^^  mit  dem 
Büschel  Si  verbindet.  Demnach  ergiebt  sich  unser  System  S^^  durch  die 
NeteCj  welche  die  Gewinde  von  S^  aus  dem  Dqppdbüschel  S^  prqjiciren, 
also  immer  auf  die  in  Nr.  698  erwähnte  Weise.  S^^  in  einem  Ge- 
büsche S^  befindlich,  hat  die  projectiven  Eigenschaften  der  Fläche 
2.  Grades,  enthält  also  zwei  Reihen  von  Büscheln,  derartig,  dass  zwei 
solche  Büschel,  je  nachdem  sie  derselben  oder  verschiedenen  Reihen 
angehören,  kein  oder  ein  Gewinde  gemeinsam  haben.  Jeder  solche 
Büschel  in  S^^  führt  zu  einem  Gebüsche  in  SJ,  und  wir  erhalten  die 
beiden  Reihen  von  Gebüschen  5s,a  und  Sz^i  in  5J  mit  der  Eigenschaft, 
dass  zwei  Gebüsche  aus  derselben  oder  verschiedenen  Reihen  nur  Si 
oder  ein  Netz  gemeinsam  haben,     ü.  s.  w. 

Wir  fanden,  dass  die  Projection  eines  8^^  (in  einem  S^  aus  einem 
Gewinde  zu  einem  ^4^  mit  diesem  Gewinde  als  doppeltem  führt;  ähn- 
lich ergiebt  sich,  dass  die  Projection  eines  S^^  (in  einem  S^)  aus  einem 
Büschel  Si  zu  einem  ^S^^*  führt,  für  das  alle  Gewinde  des  S^  doppelt 
sind,  indem  jeder  Büschel,  welcher  den  S^  schneidet,  aber  nicht  einem 
der  projicirenden  Netze  angehört,  in  dem  Schnittgewinde  den  einzigen 
und  deshalb  doppelten  Schnitt  mit  dem  erzeugten  8^  hat. 

Wenn  S*  mit  einem  Gewebe  8^  geschnitten  wird,  so  ergiebt  sich 
ein  8^*  mit  einem  doppelten  Gewinde  in  8^8i,  das  zwei  Systeme  von 
cx)^  Systemen  8^  enthält,  welche  alle  durch  dies  doppelte  Gewinde 
gehen.  Einen  einfachen  Fall  eines  solchen  8^^  liefert  der  Inbegriff  69' 
aller  Strahlen gebüsche,  welche  die  Strahlen  eines  gegebenen  Strahlen- 
gebüsches [Iq\  zu  Axen  haben:  es  enthält  00^  Bündel  und  00^  Felder 
von  Strahlengebüschen.     Doppeltes  Gewinde  ist  [Zq]  selbst. 
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unter  denen  sich  windsehiefe  befinden. 

I. 

802  Wir  haben  als  singulare  Fläche  eines  Gomplexes  2.  Grades  mit 

zwei  windschiefen  Doppelstrahlen  eine  Regelfläche  gefunden.  Legen 
wir  uns  einmal  die  umgekehrte  Frage  vor  nach  den  Haupteigensduiften 
eines  Complexes  2.  Grades ,  dessen  singulare  Fläche  eine  Begelfläche  ist, 
und  u)elche  von  den  Begdflächen  4.  Grades  als  singulare  Flächen  mög- 
lieh  sind. 
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Die  Congruenz  der  Strahlen  des  Complexes,  welche  eine  bestimmte 
Erzeugende  h  der  Begelfläche  treffen^  ist  2.  Grades;  jede  Ebene  durch 
h  ist,  als  Berührungsebene  der  Regelfläche,  für  den  Complex  singalär; 
folglich  enthält  sie  zwei  zum  Complexe  und  zur  Congruenz  gehörige 
Strahlenbüschel,  und  die  Congruenz  bekommt  so  zwei  Leitlinien,  näm- 
lich h  und  den  Ort  der  Scheitel  dieser  Büschel.  Wegen  der  Klasse  2 
mnss  diese  zweite  Linie  ein  Kegelschnitt  sein,  welcher  die  gerade 
Leitlinie  A  nicht  trifft  (II,  Nr.  482). 

Nun  ist  aber  auch  jeder  Punkt  von  h  singulär  und  sendet  zwei 
Strahlenbüschel  zur  Congruenz;  folglich  wird  die  zweite  Leitlinie  aus 
jedem  Punkte  der  ersten  nicht  durch  einen  allgemeinen  Kegel  2.  Gra- 
des, sondern  durch  zwei  Ebenen  projicirt  und  zerfällt  in  zwei  Gerade, 
welche,  als  Oerter  von  Scheiteln  von  Strahlenbüscheln  des  Complexes, 
der  singulären  Fläche  angehören. 

Wenn  also  die  singulare  Fläche  9  eines  Complexes  2.  Grades  eine 
Begelfläche  4.  Grades  ist,  so  eerßlU  die  Congruenz  der  Strahlen  des  Com- 
plexes^ die  eine  bestimmte  Erzeugende  derselben  schneiden,  in  zwei  Strah- 
lennetze,  und  jeder  Erzeugenden  der  Begelfläche  u>erden  zwei  andere  zu- 
geordnet, die  zweiten  Leitgeraden  dieser  Strahlennetze. 

Aber  die  involutorische  Correspondenz  [2]  zwischen  den  Erzeugenden 
der  Begelfläche,  zu  der  wir  so  gelangen,  ist  nicht  allgemein,  sondern 
zerspaltet  sidi  in  zwei  eindeutige  Beziehungen  (Involutionen),  so  dass  jede 
der  beiden  zugeordneten  Erzeugenden  einzeln  verfolgt  werden  kann. 

Betrachten  wir,  um  dies  zu  erkennen,  den  Schnitt  der  Fläche  mit 
einer  Ebene  sr;  auf  ihm  entsteht  eine  gleichartige  Correspondenz;  jede 
Verbindungslinie  entsprechender  Punkte  derselben  ist  ein  Strahl  des 
Netzes,  dessen  Leitgerade  diese  Punkte  zu  Spuren  haben,  also  ein 
Strahl  des  Complexes;  folglich  umhüllen  diese  Verbindungslinien  den 
Complex-Kegelschnitt  (n).  Jede  von  ihnen  ist  zweimal  Verbindungs- 
linie, d.  h.  auch  die  beiden  weiteren  Schnitte  mit  der  Curve  4.  Ord- 
nung n^  entsprechen  einander  in  dieser  Correspondenz;  denn  sonst 
gingen  von  jedem  von  ihnen,  ausser  der  betrachteten  Linie,  noch  die 
aus,  die  ihn  mit  den  beiden  entsprechenden  Punkten  verbinden. 

In  einer  Berührungsebene  6  von  9,  als  einer  singulären  Ebene 
des  Complexes,  muss  diese  Umhüllungscurve  in  zwei  Büschel  zerfallen; 
sie  kommen  zunächst  allein  von  zwei  Strahlennetzen  her.  Ist  nämlich 
h^l  die  in  6  gelegene  Erzeugende  von  9,  so  sind  die  Spuren  $,  S 
der  beiden  entsprechenden  Erzeugenden  h^,  l^,  also  zwei  Punkte  der 
Curve  3.  Ordnung  C^,  in  der  6  die  0  noch  schneidet,  die  Scheitel  der 
beiden  zu  den  Netzen  [ääJ,  [lli]  gehörigen  Büschel;  der  Strahl  §S, 
als  singulärer  Strahl  von  6,  muss  durch  den  Berührungspunkt  S  von  0 


412    Die  Complexe  2.  Grades  mit  einer  endlichen  Zahl  von  Doppelstrahlen, 

gehen.  Aber  jeder  Strahl  der  beiden  Büschel  ist  ja  zweimal  Yerbin- 
dungslinie,  und  so  kommen  auch  die  übrigen  Strahlennetze  zur  Gel- 
tung; jeder  Strahl  der  beiden ~ Büschel  gehört  zu  einem  von  ihnen. 
Die  Netze  zertheilen  sich  in  zwei  Reihen:  von  den  einen  gehört  der 
in  6  fallende  Strahl  zum  Büschel  ^;  von  den  andern  zu  S;  die  beiden 
weiteren  Schnitte  mit  C^  ausser  ^,  bezw.  2  sind  je  die  Spuren  der 
Leitgeraden,  und  da  S  im  Continuum  der  Spuren  diejenige  von  h^l 
ist,  so  sehen  wir,  dass  das  Netz  \ll^  mit  den  Spuren  8y  S  der  Leit- 
geraden zur  ersten  und  \hh^  zur  zweiten  Reihe  gehört. 

Die  Trennung  der  Strahlennetze  in  zwei  Reihen  bedingt  auch  das 
Zerfallen  der  Correspondenz  zwischen  den  Erzeugenden  in  zwei  Invo- 
lutionen Iky  Ii,  wie  oben  behauptet  wurde. 

Jeder  Strahl  des  Gomplezes  verbindet  dann  in  irgend  einer  Ebene 
durch  ihn  die  Spuren  entsprechender  Geraden  der  einen  und  diejenigen 
entsprechender  Geraden  der  andern  Involution  oder  gehört  zu  einem 
Netze  der  einen  und  zu  einem  der  andern  Reihe.  Zur  Erzeugung  des 
Complexes  genügt  eine  Reihe. 

Wir  haben  also  zu  untersuchen,  auf  welchen  Regelfl&chen  4.  Gra- 
des die  ebenen  Curven  3.  Ordnung  in  den  Tangentialebenen  eindeutige 
involutorische  Beziehungen  zulassen,  bei  denen  die  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  in  einen  Punkt  der  Curve  zusammenlaufen. 

Nun  bringt  ja  bei  jeder  ebenen  Curve  3.  Ordnung  ein  Strahlen- 
büschel, dessen  Scheitel  auf  ihr  liegt,  eine  solche  Involution  hervor; 
und  ist  die  Curve  ohne  Doppelpunkt,  also  sie  und  die  Flache  vom 
Geschlechte  1,  so  ist  die  Sache  erledigt. 

Dk  Regelflächen  4,  Grades  vom  Geschmeckte  1,  also  die  Arten  J,  II 
unserer  Eintheüung  in  J,  Nr.  40  ff.,  sind  singtdäre  Flächen  von  guadrch 
tischen  Complexen;  für  die  Art  I,  bei  der  die  Leitgeraden  getrennt  sind, 
haben  wir  es  mit  dem  eben  ausführlich  besprochenen  Falle  zu  thun; 
mit  dem  Specialfalle,  welcher  der  Art  II  entspricht,  werden  wir  uns 
noch  beschäftigen. 

803  Wenn  aber  die  Curve  3.  Ordnung  einen  Doppelpunkt  hat,  so  ist 

sofort  klar,  dass  dieser  in  der  durch  einen  Büschel  um  einen  Punkt 
der  Curve  bewirkten  Involution  sich  selbst  entspricht;  und  das  ist 
auch  eine  nothwendige  Eigenschaft,  denn  ohne  ein  solches  Zusammen- 
fallen entsprechender  Punkte  würde  bei  der  Curve  vom  Geschlechte  0 
(I,  Nr.  23)  die  Enveloppe  der  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
nicht  ein  Strahlenbüschel,  sondern  ein  Kegelschnitt  sein,  von  dem  sich 
in  unserm  Falle  der  Büschel  um  den  sich  selbst  entsprechenden  Punkt 
ablöst. 
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Bei  einer  Regelfläche  4  Grades  Yom  Geschlechte  0  muss  in  jeder 
Berührungsebene  der  Doppelpunkt  der  cubischen  Gurve  ein  sich  selbst 
entsprechender  Punkt  sein.  Rührt  er  von  einer  doppelten  Erzeugenden 
her^  so  braucht  nur  diese  in  der  Involution  sich  selbst  zu  entsprechen; 
und  wir  haben,  was  wir  wünschen. 

Damit  sind  die  Arten  VII,  VIII,  XII  (I,  Nr.  43,  46)  als  mögliche 
singulare  Flächen  erkannt. 

Die  Regelfläche  4.  Grades  von  der  Art  III  (I,  Nr.  41)  mit  einer 
doppelten  cubischen  Raumcurve  ist  als  singulare  Fläche  nicht  möglich. 
Denn  der  Doppelpunkt  der  G^  in  einer  Tangentialebene  rührt  von  der 
Doppelcurve  her  und  ist  gemeinsame  Spur  zweier  Erzeugenden,  die 
sich  von  einer  Berührungsebene  zur  andern  verändern.  Die  involuto- 
rische  Correspondenz  zwischen  zwei  sich  (auf  der  Doppelcurve)  schnei- 
denden Erzeugenden  dieser  Regelfläche  ist  eine  [2],  nicht  eine  [1]. 

Damit  fällt  auch  Art  IV,  derjenige  Specialfall  von  III,  in  dem 
die  Regelfläche  eine  gerade  Leitlinie  hat 

Bei  den  Arten  Y  und  VI,  in  denen  die  Doppelcurve  aus  einem 
Kegelschnitte  und  einer  ihn  treffenden  Geraden  besteht,  —  welche 
letztere  im  ersten  Falle  doppelte  Leitgerade,  im  andern  zugleich  Leit- 
geräde  und  Erzeugende  ist  —  rührt  der  Doppelpunkt  der  C^  stets  von 
dem  doppelten  Kegelschnitte  her.  Nun  bilden  die  Erzeugenden  der 
Fläche,  welche  sich  auf  ihm  begegnen,  wohl  eine  eindeutige  involu- 
torisclie  Beziehung.  Aber  jedes  Paar  führt  zu  einem  Strahlennetze, 
das  in  Bündel  und  Feld  sich  zerlegt  bat.  Die  Felder  erzeugen  das 
Strahlengebüsche  mit  der  Leitgeraden  als  Axe,  die  Bündel  zwar  einen 
Complex  2.  Grades,  nämlich  den  der  Treffgeraden  des  Doppel-Kegel- 
schnitts; für  diesen  aber  ist  ersichtlich  die  Regelfläche  nicht  singulare 
Fläche. 

Bei  der  Art  IX  mit  einer  dreifachen  Leitgeraden  d^  —  der  sich 
X  subsumirt,  wo  noch  eine  einfache  Leitgerade  vorhanden  ist  —  müss- 
ten  in  der  Involution  zwei  auf  d^  sich  schneidende  Erzeugenden  ent- 
sprechen; aber  durch  die  auf  d^  sich  treffenden  Erzeugenden  entsteht 
eine  cubische  Involution,  also  eine  involutorische  Correspondenz  [2] 
und  nicht  eine  [1]. 

Bei  der  Art  XI,  wo  die  d*  doppelte  Leitgerade  und  einfache  Er- 
zeugende ist,  ist  der  Doppelpunkt  auf  der  C^  einer  Berührungsebene 
stets  die  Spur  dieser  Geraden  und  der  zweiten  durch  ihn  gehenden 
Erzeugenden,  die  nicht  in  die  Berührungsebene  fällt  Also  müsste  in 
der  Involution  der  d^  jede  andere  Erzeugende  gepaart  sein;  der  Ort 
der  Strahlennetze  —  lauter  Bündel  und  Felder  — ,  zu  denen  wir  da- 
durch geführt  werden,  ist  das  Gebüsche  [d^]  doppelt 
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Somit  sind  nnter  den  Begelflächen  4.  Grades  als  singulare  Flächen 
eines  Complexes  2.  Grades  nur  möglich  die  Arten  I,  II,  VII,  VIII,  XII, 
von  denen  die  4  letzten  der  ersten  sich  subsumiren.  Diese  hat  zwei 
getrennte  Leitgeraden,  keine  doppelte  Erzeugende;  in  II  haben  die 
beiden  Leitgeraden  sich  vereinigt;  VII,  VIII  sind  I  und  II  mit  einer 
doppelten  Erzeugenden,  welche  in  XII  noch  mit  den  Leitgeraden  sich 
in  eine  dreifache  Gerade  so  vereinigt  hat,  dass  sie  als  Leitgerade  ein- 
fach, als  Erzeugende  doppelt  ist 

Dabei  haben  wir  uns  auf  nicht  zerfallende  Flächen  beschränkt 

IL 

804  Wenn  zu   zwei  sich  schneidenden  Doppelstrahlen   eines   quadra- 

tischen Complexes  ein  dritter  tritt,  so  muss  er,  weil  jene  den  vollen 
Schnitt  ihrer  Ebene  mit  der  singulären  Fläche  bilden,  einen  von  ihnen 
schneiden;  sehen  wir  also  von  den  schon  behandelten  Fällen  dreier 
durch  denselben  Punkt  gehenden  oder  in  derselben  Ebene  befindlichen 
Doppelstrahlen  ab,  so  muss  der  dritte  Doppelstrahl  gegen  den  zweiten 
windschief  sein. 

Also  haben  wir  es  fernerhin  nur  mit  besonderen  Fällen  des  im  Vor- 
angehenden  behandelten  Complexes  zu  thun,  dessen  singulare  Fläche  eine 
Regelfläche  4.  Grades  L  Art  ist,  und  haben  daher  diese  zu  specialisiren. 

In  Bezug  auf  das  Strahlennetz,  in  dem  die  Fläche  enthalten  ist, 
haben  wir  den  allgemeinen  Fall,  wo  seine  Leitgeraden  getrennt  sind, 
und  die  speciellen  Fälle,  wo  sie  sich  vereinigt  haben  und  wo,  indem 
das  Netz  sich  in  Bündel  und  Feld  zerspaltet,  jeder  Strahl  des  gemein- 
samen Strahlenbüschels  als  Leitgerade  angesehen  werden  kann  und  für 
den  Complex  Doppelstrahl  ist  Wir  können  dann  parallel  laufen  lassen 
die  entsprechende  Specialisirung  des  Gebüsches  O  von  Gewinden,  das 
durch  die  Leitgeraden  oder  Doppelstrahlen  geht,  der  Grundfläche  iT,', 
der  Bildfiäche  Fj*  der  Abbildung  von  Montesano  und  wollen  auch 
zusehen,  wie  wenigstens  in  einer  Reihe  von  Fällen  Gaporali's  Ab- 
bildung und  die  Curve  (Js^f  \^)  sich  gestaltet. 

Es  ergiebt  sich  eine  grosse  Anzahl  von  Arten,  von  denen  die 
wichtigeren  eingehend  besprochen  werden  sollen. 

Wir  stellen  den  im  Vorangehenden  behandelten  allgemeinen  Fall 
voraus,  dem  schon  in  Nr.  788  die  Bezeichnung: 

[(11)1111] 
gegeben  wurde. 

805  Die  singulare  Fläche  erhalte  noch  eine  doppelte  Erzeugende  (Art  YII), 

der   Complex  einen  dritten  die  beiden  windschiefen  d,  d'  schneidenden 
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Doppelstrahl  d^.  Von  den  4  Doppeltangenten -Congruenzen  sind  nur 
zwei  geblieben  (11,  Nr.  407),  die  beiden  andern  in  die  Congruenz 
der  Tangenten  übergegangen,  welche  sich  auf  d^  stiitzen.  Folglich  ist 
dem  Complexe  die  Bezeichnung 

[(11)211] 
eu  geben. 

Zwei  Büschel  (D,  i)  nnd  ebenso  zwei  (E^  d)  sind  in  jeden  der 
BQschel  ddjf  d'd^  gerückt,  ausserdem  sind  mit  jeder  der  Geraden  dyd' 
noch  je  zwei  Büschel  (D,  T)  und  (E,  d)  incident^  mit  di  hingegen  kei- 
ner mehr. 

Wir  erhalten  einen  solchen  Complex,  wenn  wir  die  Fläche  Fj* 
die  Grundfläche  K^^  berühren  lassen;  die  gemeinsame  Tangentialebene 
ist  dann  Doppelebene  des  Torsns  F^*Kj*  und  führt  zur  doppelten  Er- 
zeugenden dl  der  singulären  Fläche.  Auch  die  Schnittcurve  F^K^ 
hat  im  Berührungspunkte  einen  Doppelpunkt  und  wird  deshalb  nur 
von  2  Geraden  aus  jeder  der  beiden  Schaaren  von  K^  berührt,  was 
zu  den  4  Büscheln  (!D,  T)  und  den  4  Büscheln  (£,  d)  führt. 

Bei  Caporali^s  Abbildung  bekommt  "k^  einen  Doppelpunkt  Di,i; 
daher  hat  die  Involution  1^  ausser  ihm  nur  noch  zwei  Doppelpunkte, 
der  Complex  also  nur  so  viele  Fundamental-Gewinde. 

Für  jede  der  Involutionen  Ja,  Ii  fallen  zwei  Doppelstrahlen  in  d^, 
denn  in  einer  Berührungsebene  %  sind  von  den  4  Tangenten  aus  ^ 
oder  S  an  C^,  die  im  allgemeinen  möglich  sind,  zwei  in  die  Gerade 
nach  der  Spur  von  d^  zusammengefallen.*)  Diese  Gerade  d^  wird 
Leitgerade  für  ein  singuläres  Strahlennetz  in  jeder  der  beiden  Reihen, 
und  die  beiden  BQschel  aus  einem  Punkte  von  d^  oder  in  einer  Ebene 
durch  (2|  gehören  zu  diesen  Netzen  und  gehen,  weil  diese  eben  Sin- 
gular sind,  durch  d^^  so  dass  auch  auf  diese  Weise  d^  als  Doppel- 
strahl sich  zu  erkennen  giebt. 

Die  beiden  andern  singulären  Strahlennetze  in  jeder  der  beiden 
Reihen  entsprechen  den  Geraden  von  F^^^  welche  K^  und  die  Schnitt- 
curve tangiren,  und  in  Caporali's  Abbildung  den  beiden  Ebenen  k^ 
durch  h^y  welche  Tc^  berühren,  und  den  Kegeln  durch  Ä,*,  welche  ihre 
Spitze  nicht  im  Doppelpunkt  2)i,i  haben;  während  dem  Eegel  mit  der 
Spitze  2)i,i  und  der  nach  dem  Doppelpunkte  gehenden  Ebene  X^  die 
singulären  Strahlennetze  correspondiren,  deren  Leitgerade  d^  ist. 


*)  Aach  hieraus  folgt,  dass  für  den  Punkt  (2(2i  als  D  die  Ebene  t   die  d  mit 
der  d| ,  welche  sich  selbst  in  Ij^  nnd  I^  entspricht,  verbindet,  nnd  ebenso  daal  die 

Ebene  dd^  als  9  den  Punkt  dd^  zum  E  hat;  so  dass  der  Büschel  dd, ,  doppelt, 
sowohl  für  den  Punkt  dd^  den  Complexkegel,  als  für  die  Ebene  dd^  die  Complex- 
curve  bildet,  nnd  ähnliches  für  d'd^  gilt. 
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Die  durch  d^  gehenden  Regeischaaren  des  Complezes  —  sämmt- 
lieh  Q  —  bilden  ein  Gebüsche  för  sich;  die  Leitschaaren  erzeugen  das 
Strahlengebüsche  [di],  das  zwei  Fundamental -Gewinde  in  sich  aufge- 
nommen hat. 

Die  jetzige  singulare  Fläche  erhält  man  als  Gomplexfläche  eines 
Complezes  mit  zwei  windschiefen  Doppelstrahlen  dy  d\  wenn  der 
Träger  d^  beide  trifft. 

Lassen  wir  ihn  überdies  dem  Complexe  angehören^  so  toird  er 
cuspidale  Erzeugende  der  Begelfläche.*)  Im  vorigen  Falle  schnitten  die 
Tangentialkegel  aus  den  verschiedenen  Punkten  der  doppelten  Erzeu- 
genden d^  die  beiden  Leitgeraden  d^  d'  in  deren  beiden  Cnspidalpunkten 
B\  jetzt  gehen  diese  Kegel  ständig  durch  d{\  also  ist  auf  jeder  der 
beiden  Geraden  d,  d'  noch  einer  von  den  beiden  vorhin  vorhandenen 
Cnspidalpunkten  in  den  Schnitt  mit  d^  gerückt  und  ebenso  eine  der 
Cuspidalebenen  in  die  Yerbindungsebene  mit  d^. 

Wir  haben  nur  noch  eine  Doppeltangenten -Congruenz  und  ein 
Fundamental-Ge winde;  das  Gebüsche  \d^  hat  3  in  sich  aufgenommen, 
und  dem  Complexe  kommt  die  Bezeichnung 

[(11)31] 

eu.     Der   Doppelpunkt  2)i,i   von   Jcj^  bei   Caporali's  Abbildung   ist 
liQckkehrpunkty  die  Berührung  zwischen  Fj^  und  K^^  stationär. 
Die  Mannigfaltigkeit  dieser  beiden  Complexe  ist  17 — i,  17 — 2. 

806  Wichtiger  aber  ist  der  Fall,  wenn  die  Begelfläche  9  2  doppelte  Er- 

zeugenden dif  dl  hat;  sie  zerfällt  dann  in  zwei  Flächen  2.  Crrades  O^ 
9^^,  die  sich  in  dem  Vierseite  dd^d'd^  schneiden.  Die  Regeischaaren 
derselben,  welchen  d|,  d^  gemeinsam  sind,  seien  q>  und  g>^,  die  andern 
q/  und  ^l  haben  die  bisherigen  Leitgeraden  d,  d'  gemeinsam.  Zu- 
nächst reprusentirt  der  Inbegriff  von  97  und  97^  die  bisherige  Regel- 
fläche ^;  die  Regelfläche  9?  ^  {^\  9)/)  kommt  hier  nen  hinzu.  Bleiben 
wir  aber  vorerst  bei  jener. 

J)ie  Involutionen  J»,  Ii  gehen  hier  über  in  Frojectivitäten  P*,  Pi 
zwischen^  f)  und  9?^;  in  der  Tbat,  es  sei  r  eine  Berührungsebene  von  0, 
wir  wollen  annehmen,  dass  sie  0^  tangire;  danu  besteht  der  Schnitt 
3.  Ordnung  C^  mit  (9),  q>i)  aus  einer  Geraden  C  von  q/  und  einem 
Kegelschnitte  Ci^  auf  0i*.  Letzterer  enthält  die  beiden  Punkte  $  und 
fi,  deren  Verbindungslinie  durch  den  auf  G  gelegenen  Berührungspunkt 
T  geht  (Nr.  590);   folglich  liegt  von  den   beiden   weiteren  Schnitten 


*)  Diesem  Specialfall  der  Art  VII  habe  ich  in  I,  Nr.  40  ff.  keine  besondere 
Nummer  gegeben,  ebenso  wie  Creme  na,  der  ihn  jedoch  erwähnt. 
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eines  Strahls  durch  §  der  eine  auf  C,  der  andere  auf  C^^  und  die 
Geraden  h  von  9,  %^  von  q>^^  welche  die  Schnitte  zu  Spuren  haben, 
werden  so  projectiv  zugeordnet;  d^  und  d^^  welche  durch  die  gemein- 
samen Punkte  von  C  und  C^  gehen ,  werden  sich  selbst  entsprechend 
in  Pä.  Der  andere  Punkt  S  giebt  die  zweite  Projectivität  Pi  mit  den 
entsprechenden  Geraden  Z,  Z,;  auch  in  ihr  sind  d^j  d^  sich  selbst  ent- 
sprechend. Wie  im  allgemeinen  Falle  befinden  sich  zwei  entsprechende 
Geraden  ä,  \  von  P*  und  zwei  Z,  \  von  P,  stets  in  der  nämlichen 
Regelschaar,  und  aus  jedem  Paare  h\  der  einen  Projectivität  Pa  kann 
man  die  andere  gewinnen;  denn  jede  Begelschaar,  welche  durch  h\ 
geht  und  auf  dy  d'  sich  stützt^  schneidet  q>  und  ^^  je  noch  in  einer 
Geraden,  von  welchen  Geraden  jede  die  andere  eindeutig  bestimmt. 

Bei  der  Abbildung  des  Gebüsches  G  ee  (dd')  in  den  Punktraum  -^^ 
hat  F^^  mit  Kj*  zwei  Berührungen,  und  der  gemeinsam  umgeschriebene 
Torsus  zerfällt  in  zwei  Kegel  2.  Grades  mit  2  gemeinsamen  Ebenen*); 
die  Axen  der  Strahlengebüsche,  welche  deren  Berührungsebenen  ent- 
sprechen, erzeugen  0\  O^.  Weil  die  Berührungscurve  r/  des  Torsus 
mit  F-^  auch  in  zwei  Kegelschnitte  zerfallt,  so  hat  dies  das  Zerfallen 
der  Congruenz  der  singulären  Strahlen  in  zwei  Theile  zur  Folge,  auf 
welche  wir  später  zu  sprechen  kommen  werden.  Die  beiden  Tangen- 
tialebenen dieses  Torsus,  welche  von  einer  Geraden  von  F^  kommen, 
geben  gepaarte  Geraden  von  Ih  oder  Ii\  von  ihnen  berührt  hier  die 
eine  den  einen,  die  andern  den  andern  Kegel,  und  so  ergiebt  sich  die 
Trennung  gepaarter  Geraden  auf  verschiedene  Gebilde,  die  Umwand- 
lung der  Involution  innerhalb  desselben  Gebildes  in  Projectivität  zwi- 
schen verschiedenen  Gebilden. 

Umgekehrt,  wenn  zwei  Begdschcutren  %  (p^  zwei  Gerade  d^,  d^ 
gemeinsam  haben  und  so  projectiv  bezogen  sind,  dass  diese  sich  selbst  ent- 
sprechen, so  entsteht  durch  die  Strahlen,  welche  sich  auf  zwei  entsprechende 
Geraden  stützen^  ein  Complex  2.  Grades.  Denn  in  einem  beliebigen 
Strahlenbüschel  entsteht  eine  Correspondenz  [2,2],  wenn  man  solche 
Strahlen  als  entsprechend  ansieht,  welche  homologe  Strahlen  von  9 
und  9>i  treffen;  2  von  den  4  Coincidenzen  treffen  e^j,  d^,  die  beiden 
übrigen  sind  die  Strahlen  des  erzeugten  Complexes. 

Die  beiden  gemeinsamen  Strahlen  d^,  dyy  sowie  auch  die  beiden  d,  d\ 
welche  den  verbundenen  Regeischaaren  (p,  9/  gemeinsam  sind,  sind  Dop- 
pelstrahlen  des  Complexes. 

In  der  That,  es  sei  X  ein  Punkt  von  d,  femer  seien  h  und  Ä|  die 
durch  ihn  gehenden  Geraden  von  97  und  97^,  h^  und  h  die  ihnen  ent- 


*)  Ihren  Spitzen  entsprechen  in  G  die  Regelschaaren  (p\  <p,'. 

st  arm,  Liniengeometrie.    111.  27 
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sprechenden  in  9^1,  9;  so  zerfallt  der  Complexkegel  aus  X  in  das 
Büschelpaar  in  den  Ebenen  nach  h^,  h,  offenbar  mit  d  als  Doppellinie; 
dl  ferner  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  in  jedem  ihn  enthaltenden  Sirah- 
lenbüschel der  einzige  ComplexstrahL 

807  Aber  nidU  blas  durch  die  Prqjeäivüäten  Pa  und  P,  entsteht  der 

Complex;  sondern  diese  induciren  auch  Projectimtäten  Pa',  P/  zwischen 
den  andern  Begdschaaren  (p,  9/,  welche  ebenfalls  den  Complex  erzeugen.*) 

Es  sei  K  eine  Gerade  von  9';  wenn  femer  A®  und  A^®  zwei  homo- 
loge Geraden  von  Pa  sind^  so  sei  in  der  Ebene,  welche  den  Punkt  A^A' 
mit  h\  verbindet,  h^  die  Gerade  von  g>i.  Wenn  nun  A,  A^  die  Pa 
durchläuft,  so  bewegen  sich  der  Punkt  A'A  und  die  Ebene  A/A^  pro- 
jectiv,  also  auch  jener  Punkt  und  der  Schnittpunkt  dieser  Ebene  mit 
h\  Aber  bei  dieser  Projectivität  auf  K  haben  wir  3  sich  selbst  ent- 
sprechende Elemente,  nämlich  h' {dyyd^jh^\  also  decken  sich  durchweg 
entsprechende  Punkte,  oder  durchweg  geht  die  Ebene  h^h^  durch  den 
Punkt  A'A;  oder  anders  ausgedrückt:  die  Ebene,  welche  A'A  mit  A^ 
verbindet,  geht  ständig  durch  \\  Dadurch  wird  dem  Strahle  K  von 
^'  eindeutig  der  Strahl  h^  von  tp^  zugeordnet  und  ebenso  diesem 
jener;  wir  erhalten  die  Projectivität  Pa'. 

Aber  die  Büschel  aus  den  Punkten  A'A  je  in  den  Ebenen  nach  A^ 
gehören  in  die  Strahlennetze  [AA^],  und  wir  sammeln  aus  diesen  Netzen 
Strahlenbüschel,  welche  das  neue  Netz  [A'A/]  bilden.  Wir  durchziehen 
so  den  Complex  mit  einer  dritten  Beihe  von  StrcMennetzen  [A'A/],  und 
wenn  wir  ebenso  die  Projectivität  Fi  benutzen,  erhalten  wir  eine  ana- 
loge Projectivität  P/  zwischen  9'  und  9/  und  eine  vierte  Beihe  von 
StraJüennetzen  [{'Z/]  im  Complexe, 

Dabei  ist  so  construirt  worden,  dass  die  Ebene  A^A/  durch  den 
Punkt  AA'  und  die  Ebene  l^l^  durch  den  Punkt  IV  geht.  Wir  hätten 
aber  auch  umgekehrt  verfahren  können,  dass  z.  B.  im  ersten  Falle  die 
Ebene  AA'  durch  den  Punkt  A^A/  geht;  aber  die  daim  sich  ergebende 
Projectivität  ist  keine  neue,  sondern  mit  der  P/  identisch. 

Ueberzeugen  wir  uns  jedoch  vorher,  dass  zunschen  den  neuen  Pro- 
jedivitäten  Pk  und  P{  auch  die  Beziehung  statt  hat^  dass  zwei  entspre- 
chende Strahlen  h\  A/  der  einen  und  zu^ei  V,  Z/  der  andern  stets  durch 
eine  Begelschaar  verbunden  sind.  Wir  ziehen  eine  Gerade  t,  welche  A', 
A/,  V  trifft;  durch  die  Punkte  th\  tV  geht  dann  je  eine  Gerade  A,  l 
aus  9).  Da  nun  der  Punkt  AA'  in  der  Ebene  AjA/  liegt,  so  föUt  t  in 
diese  und   trifft  A^;   folglich  trifft  sie  A,  A^,  2,   also  auch  2^,  da  die 


*)  Weiler,  Zeitachrift  für  Math,  und  Phys.  Jahrg.  87  S.  268. 
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Projectivitaten  P*,  Pj  in  der  Beziehung  stehen,  die  wir  jetzt  für  P/ 
und  P/  beweisen  wollen;  wiederum  liegt  der  Punkt  IV  in  der  Ebene 
l^li,  also  fallt  t  auch  in  diese  und  trifft  l^']  womit  die  Behauptung 
bewiesen  ist. 

Nachdem  P/  in  der  obigen  Weise  construirt  ist,  wollen  wir  P*' 
so  construiren,  dass  die  Ebene  hK  durch  den  Punkt  h^h/  geht  Wir 
verbinden  den  Punkt  hh'  mit  dem  Punkte  hi\'  durch  t]  da  der  erstere 
in  der  Ebene  W  liegt,  so  trifft  t  auch  W  und  weil  der  zweite  in 
der  Ebene  hK  liegt,  so  trifft  t  auch  Jh,  also  alle  vier  Geraden  h\  \\ 
%x',  Ä';  da  dieselben  auch  von  d^  d^  getroffen  werden,  so  gehören  sie 
zur  nämlichen  Begelschaar;  folglich  sind  Ä',  Ä/  in  P/  entsprechend, 
da  V  und  h[  einander  in  "Pk  correspondiren.  Wenn  wir  also  auf  die 
zweite  Weise  verfahren,  so  vertauschen  sich  nur  P/  und  P/  mit  ein- 
ander: Pä'  =  p;,  p;  =  p/. 

Für  diese  vier  Projectivitaten  P*,  P/  zwischen  ^>  und  y^,  P/,  P/ 
zwischen  9',  9/  gilt  demnach  folgendes: 

Zwei  entsprechende  Geraden  A,  /^  von  Pa  und  zwei  Z,  Z^  von  P{ 
sind  stets  durch  eine  Begelschaar  verbunden;  ebenso  A',  A/  von  P/ 
und  r,  Z/  von  P/. 

Ein  Punkt  liK  oder  ZZ'  fallt  stets  in  die  Ebene  ^i^/,  bezw.  /^Z/, 
dagegen  geht  die  Ebene  TuV  oder  ZA'  stets  durch  den  Punkt  %|Z/, 
bezw.  Z|%i . 

Jedß  von  den  vier  Projectivitaten  hestimmt,  wegen  dieser  Eigenschaft 
ten,  eindeutig  die  drei  andern. 

Sind  die  durch  einen  Punkt  von  9^  gehenden  Geraden  dieser  Fläche 
h'=ily  h'^  Vy  so  enthalten  die  Ebenen  von  ihm  nach  \  und  \  auch 
h^  und  Zj';  so  dass  sich,  wie  noth wendig,  nur  2  Strahlenbüschel  des 
Complexes  aus  dem  Punkte  ergeben,  jeder  zu  zweien  der  4  Strahlen- 
netze gehörig. 

Zu  vier  eben  solchen  Projectivitaten  gelangt  man  hei  der  Corrdation  808 
jnoeier  Bäume  £,  Z*.  Bekanntlich  giebt  es  da  zwei  in  einem  wind- 
schiefen Vierseite  sich  schneidende  Eernflächen*):  die  eine,  die  Punkt- 
Kernfläche,  ist  der  Ort  der  Punkte,  welche  in  die  eine  und  infolge 
dessen  auch  in  die  andere  entsprechende  Ebene  (Polarebene)  fallen; 
diese  Polarebenen,  die  also  dann  gleichzeitig  mit  beiden  Polen  inci- 
diren,  umhüllen  die  zweite,  die  Ebenen-Eernfläche.  Diese  beiden  Flä- 
chen sind  in  beiderlei  Sinne  polar  in  der  Gorrelation;  die  vier  Seiten 
des  Durchschnitts -Yierseits  sind  sich  selbst  entsprechend. 


*)  Vergl.  z.  B.  Schröter,  Journal  f.  Matbem.  Bd.  77  S.  105  Theil  II. 

27* 
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Daher  sind  die  einen  Begelschaaren  auf  ihnen,  welche  darch  die 
einen  Gegenseiten  dieses  Yierseits  gehen,  auf  zwei  Weisen  projectiv, 
und  ebenso  die  andern:  zwei  Gerade  entsprechen  einander  in  diesen 
ProjeetiTitaten,  die  in  der  Correlation  polar  sind,  und  zwar  wird  bei 
den  beiden  Projectivitäten  zwischen  den  nämlichen  Regeischaaren  in 
dem  einen  Falle  die  eine  Fläche  zu  2,  die  andere  zu  27^  gerechnet^ 
im  andern  umgekehrt.  Rechnet  man  einen  Punkt  der  Punkt- Kemfläche 
zu  £y  bezw.  27*  und  fasst  ihn  als  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden 
der  Fläche  auf,  so  fällt  er  ja  in  seine  beiden  Polarebenen,  von  denen 
die  eine  die  diesen  Geraden  in  £*,  die  andere  die  ihnen  in  2  corre- 
spondirenden  Geraden  der  Ebenen-Eemfläche  yerbindet.  Das  sind  die 
obigen  Incidenzen  von  Punkten  und  Ebenen  homologer  Geraden  der 
vier  Projectiyitäten.  Zwei  homologe  Geraden  der  einen  der  beiden 
Projectivitäten  zwischen  denselben  Regelschaaren  und  zwei  homologe 
der  andern  gehören  stets  derselben  Regelschaar  an. 

Man  erkennt  leicht,  dass  eine  Gerade  p  ^  q*,  welche  die  eine  ihr 
in  der  Gorrelation  entsprechende  Gerade,  etwa  j?*,  trifft,  auch  der 
andern  q  begegnet.  Die  beiden  Punkte  pg,  J)*2*,  in  denen  sie  von 
ihnen  geschnitten  wird,  fallen  dann  in  ihre  Polarebenen  p*q*f  pq]  jene 
sind  also  ihre  Schnitte  mit  der  Punkt-Eernfläche,  diese  die  Tangential- 
ebenen von  ihr  an  die  Ebenen-Eernfiäche. 

Rechnen  wir  die  beiden  durch  pq  gehenden  Geraden  der  ersteren 
Fläche  zu  27,  so  fallen  die  ihnen  in  JS*  correspondirenden  in  die  Ebene 
p*q*  auf  der  andern;  rechnen  wir  die  durch  J9*2*  gehenden  zu  S*,  so 
fallen  die  ihnen  in  27  entsprechenden  in  pq.  D.  h.  unsere  Gerade 
p^q*  trifft  zwei  homologe  Geraden  in  allen  vier  Projectivi1£ten. 

Nennen  wir  den  Ort  solcher  Geraden^  welche  je  die  eine  und  dann 
auch  die  andere  der  ihnen  in  der  CorreUxtUm  polaren  Geraden  treffen,  den 
Kemcomplex  der  Correlation*) ^  so  erUsteht  derselbe  also  durch  eine  jede 
der  4  FrojecOvitälen  und  ist  ein  Complex  2,  Grades  von  der  Art,  die 
wir  eben  betrachten.  Auch  umgekehrt,  wenn  eine  Gerade  p  zwei  ho- 
mologe Geraden  einer  der  Projectivitäten,  etwa  r  auf  der  Punkt-Eem- 
Säche,  r*  auf  der  Ebenen -Eemfläche  trifft,  die  so  als  entsprechende 
Geraden  in  27,  JS*  angesehen  werden,  so  föllt  sie  ja  in  die  Polarebene 
des  Punktes  pr,  welche  denselben  mit  r*  verbindet,  und  wird  von  ihrer 
in  dieser  Ebene  gelegenen  Polare  p*  getroffen. 

Man  kann  sich  direct  überzeugen,  dass  die  beiden  Eernflächen  die 
singulare  Fläche  dieses  Complexes  bilden;   unmittelbar  ersichtlich  ist, 


*)MoDte8aDO,   La  corrispondenza  reciproca  fra  dne  aistemi  dello  spazio 
(Neapel  1885);  femer:  Mathem.  Annalen  Bd.  28  S.  268. 
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dass  jeder  Punkt  der  Punkt- Kemfläche  zwei  Strahlenbüschel  an  ihn 
sendet^  und  ebenso  jede  Berührungsebene  der  andern  zwei  enthält. 
Aber  auch^  dass  jeder  Punkt  dieser  und  jede  Tangentialebene  jener 
Singular  sind^  ist  nicht  schwer  einzusehen. 

Wichtiger  ist  es,  zu  erkennen,  dass  es  sich  in  unserm  FaUe  immer  809 
um  einen  Kenicomplex  handelt.  Es  genügt,  die  eine  der  vier  Projecti- 
vitäten,  etwa  Pa,  die  ja  die  übrigen  zur  Folge  hat,  zu  betrachten.  In 
der  Correlation  müssen  (in  dem  einen  und  dann  auch  in  dem  andern 
Sinne)  den  Ecken  dd^^  did'y  d'd^^  d^d  des  Schnitt -Vierseits  von  ** 
und  9^  die  gleichnamigen  Ebenen  correspondiren;  soll  nun  9^  Punkt- 
und  9^  Ebenen-Eemfläche  sein,  so  hat  man  noch,  um  die  Gorrelation 
festzulegen,  einen  Punkt  X  jener,  der  etwa  auf  h  liegt,  die  Ebene  g' 
entsprechen  zu  lassen,  die  ihn  mit  der  (in  Pa  entsprechenden)  \  yer- 
bindet;  dann  sind  auch  in  der  Correlation  die  Regeischaaren  q>  und 
9)]  projectiy,  und  weil  auch  da  den  d^y  £?/,  A  die  ä^,  d/,  \  homolog, 
ist  diese  Projectiyität  mit  Pa  identisch;  also  einem  andern  Punkte  X 
Yon  9^y  der  auf  der  Geraden  h  von  q>  liegt,  entspricht  in  der  Corre- 
lation die  Ebene  |',  die  ihn  mit  der  der  h  in  Pa  homologen  Geraden 
\  verbindet.  D.  h.  die  Correlation  bleibt  dieselbe,  wenn  wir  X  und 
I'  als  fünftes  bestimmendes  Paar  annehmen  statt  X,  £'.  Pa  aber  be- 
stimmt nun  auch  P<,  Pa',  P/  als  weitere  Projectivitäten,  die  durch  die 
Gorrelation  entstehen. 

Eine  zweite  Correlation  ergiebt  sich,  wenn  wir  die  Bedeutung  von 
9^  und  $j^  umkehren;  wir  haben  dann  einer  Ebene  durch  h  ihren 
Schnitt  mit  h,  zuzuordnen. 

Beide  CorreUUionen  haben  diesdben  4  Projectivitäten  Pa,  ...  Pi  und 
denselben  Kemcomplex. 

Verändern  wir,  d^,  d/  als  sich  selbst  entsprechende  Geraden  fest- 
haltend, Pa  —  und  dem  entsprechend  Pi,  ...  —  so,  dass  der  festen 
h  von  g>  nach  und  nach  die  verschiedenen  Geraden  A,  von  g>^  corre- 
spondiren, so  erhalten  wir  00^  Paare  von  Gorrdationen  und  00*  Kem- 
complexe,  für  welche  aUe  (<&*,  *i*)  die  singulare  Fläche  ist  und  d,  ...  d/ 
die  Doppelstrahlen  sind. 

Eine  beliebige  Gerade  trifft  2  Gerade  von  q>  und  2  von  9^;  wir 
können  diese  auf  zwei  Weisen  in  zwei  Paare  zusammenstellen  und 
haben  2  Paare  verbundener  Pa,  P/. 

Durch  jede  Gerade  gehen  daher  2  von  den  cansingtdären  Complexen.*) 

*)  Weiler  gab  in  seinem  grossen  Aufsatz  über  die  Eintheilong  der  Compleze 
2.  Grades  (Math.  Aunalen  Bd.  7  S.  145)  irrthümlich  4  an,  was  durch  Segre  ver- 
bessert wurde. 
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Hauptflächeu  (Nr.  635)  giebt  es  also  in  diesem  Falle  nicht.  Den 
consingulären  Complexen  sind  nur  die  4  Regeischaaren  Yon  ^  und 
^i    (doppelt)  gemeinsam. 

810  Die  Flächen  0*,  9^*  haben  2  Gongmemsen  2.  Grades  C,*,  Q^  von 

gemeinsamen  Tangenten  (II,  Nr.  410).  Die  durch  sie  gehenden  Gewinde 
r^y  F,  sind  die  isolirten  FundamentaUGewinde;  während  wir  nunmehr 
ewei  fundamentale  Büschel  haben  mit  den  Grund- Strahlennebsen  [dd'], 
[e2|d/].     Demmfolge  ist  der  Gomplex  mit 

[(11)(11)11] 
sm  bezeichnen. 

Die  beiden  fundamentalen  Büschel  sind,  wie  die  Lage  der  Leit- 
geraden der  Netze  zeigt,  gegenseitig  in  Involution  und  weil  F^,  F^ 
durch  alle  vier  d  gehen,  auch  zu  den  isolirten  Fundamental-Gewinden. 
Natürlich  sind  auch  F^  F^  in  Involution,  wofür  man  hier  noch  einen 
einfacheren  Beweis  geben  könnte. 

Unter  den  <x>^  Projectivitäten  Pa  muss  es  also  zwei  geben,  bei 
denen  der  erzeugte  Complex  nur  vom  1.  Grade  ist,  aber  doppelt  ent- 
steht, so  dass  durchweg  die  zweiten  Geraden  von  9,  g)^,  die  von  einem 
Strahle  des  Complexes  getroffen  werden,  auch  in  Pa  entsprechend  sind. 
Diese  F^,  F^  enthalten  die  Congruenzen  C^^  Q^,  sonach  sind  Null- 
punkte X^,  X^  einer  Ebene  £  in  Bezug  auf  F^,  F2  die  Schnittpunkte 
der  gemeinsamen  Tangenten  aus  Q',  C^\  die  in  |  liegen,  also  auch 
gemeinsamer  Tangenten  der  Kegelschnitte  ^%  l^^.  Diese  Punkte  X^, 
Xg  liegen  (11,  Nr.  410*))  auf  der  Geraden,  welche  die  Spuren,  in  |, 
der  Diagonalen  e^,  e^  des  Vierseits  der  d  verbindet.  Sind  i>,  . . .  Z>/ 
die  Spuren  der  d,  so  sind  die  Diagonalpunkte  (DD^y  D'Di),  (-DD/, 
D'Di)  die  Spuren  von  e^,  e^]  die  gemeinsamen  Sehnen  DZX,  D^Di 
jener  Kegelschnitte  1%  l^ipi,  die  sich  im  dritten  Diagonalpunkte  schnei- 
den, nennt  Ghasles  jenen  Schnittpunkten  X,,  X^  gemeinsamer  Tan- 
genten, die  auf  der  gegenüberliegenden  Diagonale  sich  befinden,  cor- 
respondirend.  Und  die  Kegelschnitte  sind  in  jeder  Homologie  einander 
entsprechend,  welche  einen  dieser  Punkte  X^,  X^  zum  Centmm  und 
eine  der  genannten  Sehnen,  etwa  Di  Di,  zur  Axe  hat.**)  Damit 
haben  wir  zwei  Projectivitäten  zvnschen  den  Punktreihen  auf  £9,  l^^, 
in  denen  D^,  i>/  sich  selbst  entsprechend  sind  und  auf  jedem  Strahle 


*)  Unsere  jetzige  Bezeichnung  weicht,  dem  Vorangehenden  sich  anschlies- 
send, etwas  von  der  dortigen  ab.    Es  entsprechen  sich: 

dort:    /i,  /*,,  <2|,  d,,  dj,  ^4,  C,  C",  F',  T",  X,  X" 
hier:     *«,  *,«,  d,  d,,  d',  d,\  Q«,  C,«,  T,,  T,,  X»,  X,. 
**)  Chasles,  Sections  coniqnes  Nr.  368. 
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durch  Xi,  bezw.  X^  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  liegen.  Sie 
bilden  die  Schnitte,  mit  |,  derjenigen  Projectivitäten  zwischen  (p  und 
q>i,  die  wir  suchen. 

Bei  der,  welche  z.  B.  zu  F^  führt,  sind  zwei  homologe  Geraden 
h,  hl  stets  polar  nach  F^  oder  dem  zugehörigen  Nullsysteme.  In 
dieses  NuUsystem  sind  die  beiden  CarrelaUonen  eusammengefdUen;  es  lässt 
sicli  leicht  direct  erkennen,  dass  der  einem  Nullsysteme  zugeordnete 
Eemcomplex  das  ihm  zugehörige  Gewinde,  doppelt  gerechnet,  ist.*) 

In  jeder  der  A  Beihen  von  StraJdenneteen  eines  Complexes  der  jetzigen 
Art  hefinden  sieh  ewei  singulare  Neige:  für  zwei  Beihen  fallen  deren 
Leitgerade  in  d^,  d/,  für  die  andern  in  d,  cC.  Zur  endgiltigen  Be- 
stimmung z.  B.  der  beiden  Netze,  welche  d^  zur  (einzigen)  Leitgeraden 
haben,  bedürfen  wir  noch  je  eine  Projectivität  zwischen  der  Punktreihe 
dl  und  dem  Ebenenbüschel  d^;  in  ihr  entsprechen  den  Punkten  d^dj 
did'  die  gleichnamigen  Ebenen  und  einem  beliebigen  dritten  Punkte 
die  eine  oder  andere  von  den  Ebenen  durch  d^,  welche  die  Complex* 
curve  in  einer  Ebene  durch  ihn  tangiren. 

Im  Systeme  der  consingulären  Gomplexe  befinden  sich  auch  die 
Gebüschepaare  [rf][d']  und  [di][d/].  Die  Projectivitäten  Pa,  P*,  welche 
z.  B.  zu  letzterem  führen,  sind  ausgeartet  mit  df^,  d^  als  singuläreu 
Strahlen  und  zwar  so,  dass  bei  P^  der  eine  d^  zu  %  der  andere  d^  zu 
fpi  gehört,  bei  P/  umgekehrt.  Daraus  folgt  dann,  dass  in  P/  jeder 
Geraden  h'  von  ip'  die  Gerade  A/  von  9/  zugeordnet  wird,  welche 
durch  den  Punkt  h'd^  geht  und  infolge  dessen  in  der  Ebene  h'd^  liegt. 
Alle  Strahlennetze  [h\']  zerfallen  deshalb  in  einen  Bündel,  dessen 
Scheitel  auf  d^  sich  befindet,  und  ein  Feld,  dessen  Ebene  durch  d/ 
geht.  Erzeugniss  dieser  Strahlennetze  ist  das  Gebüschepaar  [(2i][(2/]. 
Bei  Pi  vertauschen  d^  und  d^  ihre  Rolle.  Und  ähnlich  ergiebt  sich 
das  erste  Gebüschepaar,  nur  dass  da  P/,  P/,  Pa,  Fi  sich  verhalten, 
wie  vorhin  Pa,  P|,  Pa',  P/. 

Die  Trennung  der  singulären  Fläche  in  9'  und  O^^  hat  fswr  Folgen  811 
dass  auch  die  Congruen»  der  singulären  Strahlen  gerfällt:  die  einen  tan- 
giren auf  <P^,  die  andern  auf  Oj*.  Legen  wir  die  Correlation  zu 
Grunde,  für  welche  0^  Punkt-  und  O^^  Ebenen -Kernfläche  ist;  so 
können  wir  jene  definiren  als  Schnittlinien  i*ri  der  beiden  Polarebenen 
je  eines  Punktes  Xe=e  Y*  von  ®*  —  denn   in   diesen  Ebenen  liegen 


*)  Für  zwei  Flächen  2.  Grades,  die  sich  in  einem  Vierseite  schneiden,  gieht 
es  also  stets  zwei  Gewinde  oder  Nallsysteme,  welche  die  eine  in  die  andere  trans- 
formiren.  —  Der  Eemcomplex  eines  Polarsystems  ist  der  Tangentencomplex  der 
Basisfl&che. 
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die  von  ihm  kommenden  Büschel  des  Eerucomplexes  — ,  diese  als  die 
Verbindangslinien  der  beiden  Pole  je  einer  Tangentialebene  Yon  ^^K 
Bewegt  sich  X  e^  F*  auf  0\  so  wird  O^^  zu  sich  selbst  collinear  mit 
^*,fl  als  entsprechenden  Ebenen,  und  zwar  so,  dass  jede  der  beiden 
Geradenschaaren  in  sich  übergeht  und  die  4  Schnittgeraden  d  sich 
selbst  entsprechen.  Also  ist  der  Ort  der  Schnittlinien  ^*i}  eine  Con- 
gruene  2.  Grades^  welche  die  4  Strahlen  d  zu  Doppelsfrahlen  hat  (11, 
Nr.  414).  Das  ist  die  Congruenz  Sqyi  der  O^  tangirenden  singulären 
Strählen,  und  dual  entsteht  die  Congrueng  S<i>^*  der  O^  berührenden  sin- 
gulären  Strahlen.  Für  jede  ist  die  berührte  Fläche  der  eine  Theil  der 
Brennfläche,  der  zweite  Theil  muss  auch  durch  das  Vierseit  der  d 
gehen  (II,  Nr.  410). 

Jede  van  ihnen  wird  von  zwei  Beihen  von  Begdschaaren  (einfach)  durch- 
zogen: die  erste  von  den  Regeischaaren  [Ä^Z,  Ä,,  ij,  bezw.  [h^V, 
Kf  V])  ^i®  andere  von  [h^  ^  Z^,  A,  Z],  bezw.  [A^'^  Z/,  &',  t]  (Nr.  790). 

Die  Gewinde,  welche  durch  diese  Congruenzen  gehen  und  in  Bezug 
auf  welche  die  beiden  Theile  der  Brennfläche  je  polar  sind  (II,  Nr.  411), 
haben  eine  sehr  einfache  Beziehung  zur  Correlation. 

Wenn  0  ^  X  ^  Y*  ein  beliebiger  Punkt  ist,  so  ist  bekannt^  dass 
die  Polarebene  cd  von  0  nach  der  Punkt -Eernfläche  9^  durch  die 
Schnittlinie  der  Polarebenen  |*,i)  (in  der  Correlation)  geht  und  die 
vierte  harmonische,  in  Bezug  auf  diese  Ebenen,  zu  der  Ebene  a^  von 
0  nach  1*12  ist.  Durchläuft  0  eine  Oerade,  so  beschreiben  |*,  i^,  a> 
projective  Büschel,  die  gemeinsame  Gerade  eine  Begelschaar,  zu  deren 
Leitschaar  die  drei  Büschelaxen  geboren;  also  dreht  sich  auch  m^  um 
eine  Gerade  dieser  Leitschaar.  Dies  beweist,  dass  0  und  m^  ein  Null- 
system bilden.  Jeder  Strahl  des  Büschels  (0,  cd^)  trägt,  weil  auf  ihm 
der  Punkt  0  und  der  Schnittpunkt  mit  S*i7  doppelt  oder  in  beiderlei 
Sinne  conjugirt  sind,  eine  Involution  doppelt  conjugirter  Punkte. 
Das  unserm  Nullsystem  zugehörige  Gewinde  wird  daher  durch  die 
Strahlen  gebildet,  welche  Involutionen  doppelt  conjugirter  Punkte  tra- 
gen. Wenn  0  auf  4^  fallt,  dann  geht  1*1}  durch  ihn  und  wird  Strahl 
des  Gewindes;  aber  in  diesem  Falle  ist  i*ij  auch  Strahl  von  S«». 

Durch  die  Congruenz  S^  derjenigen  singulären  Strahlen  des  Kern- 
complexeSj  welche  die  Punkt^Kemfläche  d^  tangiren,  geht  das  Gewinde  der 
Strahlen,  welche  Involutionen  doppelt  conjugirter  Punkte  tragen,  und  durch 
die  Congruenz  S|>^«  derjenigen  singulären  Strahleti,  welche  die  Ebenen- 
Kern  fläche  9^^  berühren,  das  Gewinde  der  Strahlen,  welche  Involutionen 
doppelt  conjugirter  Ebenen  tragen.*) 


*)  In  Bezug  auf  die  beiden  Gewinde  vergl.  Math.  Annalen  Bd.  19  S.  475. 
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Für  die  andere  Correlatiou  kehrt  sich  die  Bedeutung  der  beiden 
Gewinde  um. 

DiiBse  beiden  Gewinde  durchschneiden  sich  in  dem  Strahlennetze, 
das  die  Diagonalen  e^,  e^  des  Vierseits  der  d  zu  Leitgeraden  hat,  und 
sind  zu  einander  in  der  Correlation  in  beiderlei  Sinne  polar.  Dem- 
nach haben  wir  in  ihnen  ein  Paar  der  Involution  in  dem  Büschel 
durch  das  genannte  Netz,  in  welcher  jede  zwei  gepaarte  Gewinde  zu 
einander  in  beiderlei  Sinne  polar  sind;  Doppelelemente  sind  die  beiden 
Gewinde  J^,  F",  welche  in  der  Correlation  sich  selber  correspondiren 
(I,  Nr.  235);  in  Bezug  auf  diese  Gewinde  sind  jede  zwei  Flächen  des 
Büschels  9^0^^  polar,  die  zu  einander  (in  beiderlei  Sinne)  in  der  Gor- 
relation  polar  sind,  insbesondere  also  die  beiden  Eemfiächen  0%  0^\ 

Die  Mannigfaltigkeit  unseres  Complexes  ist  15,  nämlich  gleich  der  812 
der  räumlichen  Correlationeu,  da  jeder  zu  zweien  als  Eerncomplex  ge- 
hört,  oder  12  +  2+1,  denn  2.4  +  2(4—2)  oder  4.3  ist  die  Mannig- 
faltigkeit eines  windschiefen  Vierseits,  2  sodann  die  der  Flächenpaare 
0*,  *i^  durch  ein  solches  Vierseit  und  1  die  der  Oomplexe,  für  welche 
ein  solches  Flächenpaar  die  singulare  Fläche  bildet.  Andrerseits  muss 
sie  auch  um  2  geringer  sein,  als  die  von  [(11)1111],  wegen  der  beiden 
doppelten  Erzeugenden,  welche  die  singulare  Fläche  erhalten  hat. 

Jede  der  4  Ecken  und  Ebenen  des  Vierseits  der  Doppelstrahlen  reprär 
sentirt  4  stationäre  Elemente,  und  jeder  Ecke  als  D  gehört  auch  die  zuge- 
hörige Ebene  als  e,  und  jeder  Ebene  als  d  die  zugehörige  Ecke  als  E  zu. 

Im  Büschel  der  SJ  durch  den  Complex  haben  wir  jetzt  zwei  Sy- 
steme mit  einem  doppelten  Gewiudebüschel  durch  [dd'],  bezw.  [d^di]. 

Jeder  Strahlenbüschel  des  Complexes  befindet  sich  in  einem  Strah- 
lennetze einer  der  beiden  Reihen  von  H  und  L,  die  aus  den  Projecti- 
vitäten  P«  und  Pi  sich  ergeben,  und  ebenso  in  einem  Netze  einer  der 
beiden  Reihen  H'  und  L,  die  aus  P*'  und  P{  hervorgehen,  und  wir 
haben  viererlei  Strahlenbüschel  im  Complexe,  die  mit  ©aa',  ©Ar,  ®ih',  @jr 
bezeichnet  werden  können.  Da,  wie  wir  in  Nr.  807  erkannten,  die  letz- 
teren Projectivitäten  ihre  Zeiger  h  und  l  vertauschen,  je  nachdem  man 
die  beiden  Theile  der  siugulären  Fläche  als  Eernflächen  auffasst,  so 
können  wir  beidemal  H-Strahlennetze  annehmen.  So  liege  denn  z.  B. 
der  Hauptbüschel  (0,  ©)  der  CaporaWschen  Abbildung  in  H®  und  H'®. 

Wir  haben  im  Complexe  dreierlei  den  (0,  m)  schneidende  StroMen- 
büschd:  1)  solche,  die  in  H^  liegen:  83*^  2)  solche,  die  in  H'^  liegen: 
83/,  3)  die  übrigen.  Wenn  0  auf  0*  liegt  und  m  also  9^  tangirt, 
so  liegen  die  Scheitel  der  ersten,  bezw.  zweiten  auf  der  Geraden  von 
gpi,   bezw.  9>/  in  oi  und  die  der  dritten  auf  oi4^;   die  Ebenen  jener 
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drehen  sich  um  die  durch  0  gehenden  Geralden  von  9,  bezw.  (p%  und 
die  der  dritten  umhüllen  den  Eegel  aus  0  an  9^^  Die  Strahlenbüschei 
der  ersten  und  zweiten  Art  bilden  sich  in  die  Punkte  eu^eier  Greraäen  \ 
und  kl',  also  die  der  dritten  Art  in  die  Punkte  einer  cubischen  Baum" 
curve  kj^j  welche  leiden  zweimal  begegnet;  k^  und  k^  setzen  die  k^  von 
Nr.  798  zusammen,  und  die  beiden  Schnittpunkte  sind  die  Bilder  yon 
d^  und  (2/,  während  in  die  yon  k^  und  k^^  sich  d  und  d'  abbilden.  Die 
Strahlennetze  L,  L',  H;  H'  bilden  sich  ab  in  die  Ebenen  durch  \j  k^\ 
die  Flächen  2.  Grades  durch  (*/,  \^),  {\,  k^"). 

Die  4  Doppelsecanten  aus  einem  beliebigen  Punkte  an  k^^Qc^^ 
ki\  kj^)  sind  sämmtlich  verschiedenartig;  eine  trifft  k^  und  kj^,  eine 
aweite  k^  und  k^^,  die  dritte  k^  und  k^^  und  die  vierte  ist  Sehne  von 
ki^]  die  4  ihnen  entsprechenden  und  durch  denselben  Strahl  des  Com- 
plexes  gehenden  Strahlenbüschel  desselben  befinden  sich  bezw.  in  einem 
L  und  einem  L',  in  einem  L  und  einem  H',  in  einem  H  und  einem  U,  in 
einem  H  und  einem  H^  Und  zwar  handelt  es  sich  dabei  um  4  Strah- 
lennetzC;  aus  jeder  Reihe  eins;  und  jedes  enthält  2  von  den  Büscheln. 

Es  erhellt  hieraus,  dass  die  beiden  Reihen  von  Strahlenbüscheln^ 
die  in  einem  Strahlennetze ,  etwa  in  einem  H,  sich  befinden,  verschie- 
denartig sind,  weil  die  einen  die  andern  schneiden:  die  einen  sind  @aa', 
die  andern  6^^. 

Zwei  in  dem  einen  Zeiger  übereinstimmende  sich  schneidende 
Büschel  befinden  sich  in  demselben  Netze;  z.  B.  ®n'  und  @iv  in  dem- 
selben L.  Folglich  sind  zwei  sich  schneidende  @;^,  @/iv  oder  €<«',  @Ar 
nicht  in  demselben  Netze  H  oder  L  enthalten;  diese  führen  —  ver- 
mittelst der  durch  sie  gehenden  Strahlennetze  —  zu  Regeischaaren  p. 
Aus  den  früheren  q  haben  sich  nun  die  Regeischaaren  Ta'  und  t/  in 
den  neuen  Strahlennetzen  H'  und  L'  abgeschieden;  so  dass  wir  insge- 
sammt  fünferlei  Begelsehaaren  im  Chmplexe  haben:  Xh,  t/,  tA^,  t/  und  p; 
ihre  Bild -Kegelschnitte  treffen  bezw.  k^^  dreimal,  kj^  einmal;  k^  zwei- 
mal, kj^  und  kl  je  einmal;  kj^  dreimal,  k^  einmal;  k^  zweimal,  k^^  und 
kl  je  einmal;  kj^  zweimal,  Ä;^  und  k^  je  einmal. 

Die  Involution  I^  wird  in  k^^  durch  die  Geraden  der  Fläche  2.  Gra- 
des Oj*  durch  (ki^fki,  k^)  aus  der  Schaar  k^,  k^  eingesclmitten ;  so  dass 
auch  Dl  und  D^,  Di,i  und  Dt,i    gepaart  sind. 

Sie  ist  —  auf  k^^  gelegen  —  nunmehr  eine  gemeine  Involution 
und  hat  zwei  Doppelpunkte,  welche  zu  zwei  sich  selbst  verknüpften  Ge- 
büschen von  p-Regelschaaren  und  zu  den  Doppel-Gewinden  JT^,  F^  f&hren. 

Nach  Montesano's  Abbildung  entsteht  (Nr.  806)  dieser  Complex, 
wenn  Fj*  die  Grundfläche  K^^  zweimal  berührt  und  also  der  ihnen 
gemeinsam  umgeschriebene  Torsus  r/  in  zwei  Eegel  zerfalli 
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Lassen  tvir  die  beiden  Doppdstrdhlen  d^y  d[  unendlich  nähe  an  ein-  813 

ander  rücken,  so  dass  O^  und  O^*  sich  längs  d^  berühren;  dann  haben 

sich  in  jeder  gemeinsamen  Tangente  der  beiden  Flächen,  welche  auf 

dl  berührt/ zwei  gemeinsame  Tangenten  des  vorigen  allgemeinen  Falles 

vereinigt;   das   singulare   Strahlennetz  dieser  Tangenten ,   doppelt  ge* 

rechnet,  vertritt  die  eine  Congruenz,  etwa  Q^,  und  F^  ist  das  Gebüsche 

[e2J.     Es   bleibt  nur  ein   isolirtes  Fundamental- Gewinde  F^.    In   das 

eben  genannte  singulare  Strahlennetz  --   mit  der  Leitgeraden  d,  — 

ist  auch  das  Grund -Strafalennetz  des  zweiten  fundamentalen  Büschels 

übergegangen,  und  sein  einziges  Gebüsche  hat  mit  dem  einen  von  den 

bisherigen  isolirten  Fundamental -Gewinden   sich  vereinigt.     Wir  b&- 

eeichnen  diesen  Fall  mit 

[(11)(21)1], 
was  freilich  von 

[(21)  (11)1] 

sich  nicht  weseutKch  unterscheidet;   dazu   wird   uns  die  Vereinigung 
von  d  und  d'  führen. 

In  Caporali^s  Abbildung  wird  &/  (oder  Tc^  Tangente   von   h^ 
und  der  Berührungspunkt  der  eine  Doppelpunkt  der  Involution  I^, 

Wir  lassen  eine  der  beiden  Flächen,  aus  denen  die  singulare  Fläche  814 
hestehty  etwa  0^^  in  ein  Ebenen- PunJcte-Paar  (tf,  </;  5,  S*)  ausarten.  Der 
Vierseits-Schnitt  bedeutet,  dass  O^  von  6,  ö'  berührt  wird  und  S,  S"^  die 
Schnitte  von  ^  mit  der  Doppellinie  (?2  ^^^  Ebenenpaars  und  des 
Punktepaars  sind.  Die  Regeischaaren  9^,  g>i  sind  die  Büschelpaare 
(S,  6),  (iS*  (y');  (8,  a'),  (5*,  6).  Diese  4  Büschel  enthalten  einzeln  die 
Doppelstrahlen  d^,  d/;  d',  d,  alle  die  Diagonale  d^  ihres  VierseitSj  die 
sich  als  fünften  Doppelstrahl  des  Complexes  ergeben  unrd.  Die  beiden 
gemeinsamen  Geraden  von  q>  und  q>i  vertheilen  sich  auf  die  Büschel, 
aus  denen  tp^  besteht,  und  die  Projectivitäten  P«,  Pi  zwischen  tp  und  tp^ 
,  vertheilen  sich  in  eine  Projeetivität  zwischen  tp  und  (5,  0)  und  eine  zwi-^ 
sehen  tp  und  {S*,  </),  je  mit  einem  sich  selbst  entsprechenden  Strahle; 
und  ähnliches  gilt  für  die  Projectivitäten  zwischen  9  und  9/.  In  der 
That,  die  Curve  C^  in  einer  Berührungsebene  t  von  ^,  welche  neben 
der  Geraden  von  (p  den  Schnitt  der  vollen  Fläche  9  bildet,  besteht 
aus  einer  Geraden  von  9',  von  <f  und  </;  auf  letzteren  liegen  die  Punkte 
£,  $.  Daher  fallen  auf  einer  Geraden  durch  ^  die  beiden  weiteren 
Schnitte  mit  C^  auf  die  Geraden  von  q>'  und  6;  d.  h.  Ph  ist  Projeeti- 
vität zwischen  9  und  (S,  <y);  in  ihr  entspricht  der  gemeinsame  Strahl  d, 
von  g)  und  (S,  6)  sich  selbst,  und  ferner  sind  d^  und  d^  entsprechend, 
weil  sie  von  dem  in  <f  liegenden  Strahle  des  Büschels  ($,  r)  zugleich 
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getroffen  werden.  Der  Büschel  (S,  r)  führt  zu  der  Projectivität  zwi- 
schen q>  und  (ß^j  o)\  und  ähnlich  ergeben  sich  die  zwischen  q!  und 
(S,  </),  bezw.  (5*  6). 

Damit  erhalten  wir  eine  einfache  Eriseugung  des  Complexes  vermit- 
telst einer  Begdschaar  q>  und  eines  Strahlenbüschels  {S,  6\  die  einen  StrcM 
dl  gemeinsam  haben  und  so  prqjectiv  sind^  dass  dieser  sich  entsprickL  Und 
er  kann  auf  4  Weisen  so  erzeugt  werden*) 

Gehen  wir  von  einer  dieser  Erzeugungen  aus^  so  müssen  sich  die 
drei  andern  ergeben. 

Unmittelbar  zeigt  sich,  dass  der  ganze  Bündel  S  und  das  ganze 
Feld  0  zum  Erzeugnisse  gehören;  denn  jeder  Strahl  durch  S  oder  in 
0  trifft  einen  zweiten  Strahl  von  tp  ausser  d^  und  seinen  entsprechenden 
in  (ßy  <f).  Folglich  müssen  im  Bündel,  wie  im  Felde  3  Doppelstrahlen 
enthalten  sein  (Nr.  780).  Der  Strahl  d^^,  zn  S  und  zu  tf  gehörig,  ist 
es,  weil  er  als  sich  selbst  entsprechender  Strahl  der  Projectivität  ein- 
zige Leitgerade  eines  singulären  erzeugenden  Strahlennetzes  wird  und 
also  aus  jedem  seiner  Punkte  an  dieses  Netz  ein  dessen  Leitgerade 
enthaltender  Büschel  kommt,  der  zweite  des  Complexes  ausser  dem  in 
6  gelegenen. 

Ferner  giebt  es  noch  einen  Strahl  d^  im  Büschel,  der  seinen  ent- 
sprechenden Strahl  dl  in  (p  schneidet.  Das  Netz,  das  sie  bestimmen, 
zerfällt  in  den  Strahlenbündel  um  den  Punkt  S*  ^  d^d^  und  das  Feld 
in  der  Ebene  c'  ^  d^d^.  Von  jedem  Punkte  von  dfg  haben  wir  2  Strah- 
lenbüschel des  Complexes,  einen  in  ö,  einen  in  &",  mit  ^^  als  gemein- 
samem Strahle;  also  ist  d^  Doppelstrahl,  auch  zu  S  und  zu  6  gehörig. 
Der  dritte  Doppelstrahl  in  6  ist  die  in  dieser  Ebene  befindliche  Ge- 
rade d  der  Leitschaar  q/  von  q.  Von  jedem  Punkte  X  von  d  haben 
wir  erstens  den  Strahlenbüschel  in  6,  zweitens  den  Strahlenbüschel 
des  Netzes,  welches  den  Strahl  nach  X  aus  (S,  ö)  und  die  ihm  ent- 
sprechende Gerade  von  <p  zu  Leitgeraden  hat.  Der  zweite  Büschel 
geht,  weil  diese  letztere  Leitgerade  auch  der  d  begegnet,  ebenfalls 
durch  d,  wie  der  erste.  Der  dritte  Doppelstrahl  im  Bündel  S  ist  dann 
die  durch  diesen  Punkt  gehende  Gerade  d'  aus  g>\ 

Zu  diesen  4  Doppelstrahlen  d^^,  d^^  d,  d'  kommt  als  fünfter  die 
obige  Gerade  di'  von  9);  das  erkennt  man  am  besten,  nachdem  die 
Projectivität  Pi  zwischen  g>  und  dem  Büschel  (5*,  </)  nachgevnesen. 
Es  sei  h^l  ein  Strahl  in  %  h^  der  ihm  entsprechende  von  (5,  0)  in 
der  gegebenen  Projectivität  Pa.  Von  jedem  Punkte  X  von  h  geht, 
ausser  dem  Büschel  von  [hhi],  noch  ein  zweiter,  dessen  Strahlen  die 

*)  Weiler,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  PhjB.  Jahrg.  27  S.  269. 
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TrefFgeraden  aus  X  nach  den  übrigen  entsprechenden  A,  hi  sind.  Seine 
Spur  in  ö'  erhalten  wir  durch  zwei  dieser  Geraden:  wir  nehmen  zu- 
nächst das  feste  Paar  entsprechender  Strahlen  hf^  aus  %  h^^  aus  {8,  6). 
Gleitet  X  an  2  entlang,  so  erhalten  wir  die  Regelschaar  [Ih^h^^y  zu 
deren  Leitschaar  d  und  d'  aus  q>'  gehören,  denn  h^^  trifEt  d'  in  S  und 
liegt  mit  d  in  tf.  Spur  der  Regelschaar  in  ö\  in  welcher  d'  liegt,  ist 
daher  eine  durch  S*  gehende  Gerade  I^,  Für  jeden  Punkt  X  von  l 
erhalten  wir  demnach  den  Spurpunkt  der  Geraden,  welche  h^,  h^^  trifft, 
auf  Z^;  der  der  Geraden,  welche  d^,  d^  trifft,  ist  deren  Schnittpunkt 
S%  also  ist  Z|  Spurgerade,  in  <^,  aller  zweiten  Büschel  aus  den  yer- 
schiedenen  Punkten  von  l  und  l  so  zugeordnet.  Man  ersieht,  dass  Z,  {, 
mit  h^f  h^^  zu  einer  Regelschaar  gehören,  und  umgekehrt,  wenn  l^  in 
(5*,  </)  gegeben  ist,  so  führt  die  Regelschaar  {h^\Hi),  in  deren  Leit- 
schaar sich  dj  d'  aus  der  Leitschaar  yon  tp  befinden,  in  der  zweiten 
gemeinsamen  Geraden  mit  9),  ausser  &^  zu  Z.  Die  prqjedive  Besfiehung 
Fl  i^t  dargdihan.  Für  sie  spielt  d/  dieselbe  Rolle,  wie  £i|  für  P«,  und 
ist  damit  als  Doppelstrahl  des  Gomplexes  erkannt. 

Die  4  Doppelstrahlen  dd^d'd^'y  todche  das  Vierseit  büden^  sind  die 
schon  hei  [(11)(11)11]  vorhandenen;  die  Diagonale  d^  ist  nun  neu  hin- 
eugdcommen. 

Der  Complex  hesitsst  2  Bündel  S,  S*,  2  Felder  0,  </,  in  jedem,  wie 
noihwendig,  3  DoppelstrcMen:  d^,  d\  d^;  d,  d/,  rf,;  d,  d^  d^;  d',  d/,  rf,.*) 

Der  Complex  ist  Specialfall  sowohl  von  [222]',  als  von  [222]" 
(Nr.  780)  und  zwar  Specialfall  höheren  Grades,  da  in  dem  einen  Falle 
^4^  in  <P^,  eine  Ebene  und  zwei  Bündel,  im  andern  9,^  in  <P^,  einen 
Bündel  und  zwei  Ebenen  zerfallt. 

Die  beiden  Congruenzen  Q^,  Q^  gemeinsamer  Tangenten  von  9^, 
01^  fallen  hier  in  die  Congruenz  2.  Grades  der  Tangenten  von  <Z^, 
welche  den  fünften  Doppelstrahl  d^,  die  Doppellinie  des  Ebenen -Punkte- 
Paars,  treffen  (II,  Nr.  487),  zusammen.  Folglich  vereinigen  sich  die 
beiden  isolirten  Fundamental -Gewinde  in  das  Gebüsche  [d^],  das  nun 
nicht  mehr  Fundamental-Gewinde  ist 

Dem  Cofnplexe  Jcommt  die  Besseichnung 

[(11)(11)2] 

0U. 

Er  bewirkt  zwischen  den  beiden  Ebenen  6y  fi  eine  Corrdation  und  815 
ebenso  gunschen  den  beiden   Bündeln  S,  8*.     Beweisen   wir   ersteres. 


*)  Den  Nachweis  der  beiden  übrigen  Projectiyit&ten  P^',  P{  unterlassen  wir 
für  diesen  speciellen  Fall. 
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Wenn  X  auf  der  Geraden  h^  von  (S,  6)  liegt  und  %  dieser  in  q>  in 
der  Projectivität  Pa  entspricht,  so  ist  der  Büschel  aus  X^  welcher  h 
projicirty  der  zweite  Complex-Strahlenbüschel  ausser  dem  in  6  gelege- 
nen; X  sei  seine  Spur  in  </,  welche  sich  mit  h  auf  d'  begegnet  und 
die  wir  dem  X  zuordnen.  Wenn  x  in  &  gegeben  ist,  so  sei  h  die 
ihr  auf  d'  begegnende  Gerade  yon  %  \  dieser  in  (5,  ö)  homolog; 
dann  ist  der  Schnitt  der  \  mit  der  Ebene  hx'  der  der  x'  zugeordnete 
Punkt  X 

X  bewege  sich  in  6  auf  einer  Geraden  y,  dann  durchläuft  h  pro- 
jectiv  die  Begelschaar  tp  und  die  verbindende  Ebene  umhüllt  einen 
Torsus  3.  Klasse,  yon  dem  sich  jedoch  der  Ebenenbüschel  d^  ablost. 
Zu  den  Berührungsebenen  des  yerbleibenden  Kegels  2.  Grades  gehört 
i^  als  Verbindungsebene  des  Punktes  yd^  mit  d^\  daher  bilden  die 
Spuren  der  übrigen  Yerbindungsebenen  in  ö  einen  Strahlenbüschel, 
und  die  Correlation,  in  der  X  und  x'  entsprechend  sind,  ist  dargethan. 

In  dieser  Correlation  conjugirte  Punkte  der  beiden  Ebenen  6^  6'  sind 
datier  die  Spuren  je  eines  und  desselben  Complexstrahles,  und  die  Ebenen, 
welche  ihn  mit  S,  S*  verbinden,  sind  conjugirte  Ebenen  der  beiden  corre- 
lativen  Bündel. 

Ein  so  entstehender  Complex  wird  nach  Hirst  benannt,  der  diese 
Erzeugung  zuerst  genauer  untersucht  hat.*) 

Legen  wir  diese  Erzeugung  des  Complexes  darch  die  Verbindungs- 
linien conjugirter  Punkte  zweier  correlatiyer  Felder  zu  Grunde,  so 
ergeben  sich  die  Punkte  S,  S^  als  sich  selbst  conjugirte  Punkte,  die  durch 
jeden  gehenden  Doppelstrahlen  sind  seine  Polaren.  Dass  die  Felder 
öf  ö'  und  Bündel  S,  S*  ganz  zum  Complexe  gehörig,  ist  unmittelbar 
ersichtlich;  woraus  dann  wieder  sofort  die  Zweifachheit  yon  df^cts" 
^  SS*  folgt,  so  wie  die  Zugehörigkeit  der  Bündel  und  Felder  zur 
singulären  Fläche.  Wenn  femer  d^  Polare  yon  S  (als  Punkt  yon  ^) 
ist,  so  geht  die  Polare  eines  jeden  Punktes  yon  d^  durch  S,  folglich 
der  yon  ihm  ausgehende  (nicht  in  6  befindliche)  Strahlenbüschel  des 
Complexes  durch  d^]  dieser  Strahl  und  ebenso  die  andern  sind  Doppel- 
strahlen. 

Auf  den  Spuren  einer  beliebigen  Ebene  it  in  6,  (^  entstehen  durch 
die  Correlation  projectiye  Punktreihen  mit  conjugirten  Punkten  als 
entsprechenden,  und  ihr  Erzeugniss  ist  die  Complexcurye  (ff).  Sind 
die  Spuren  aber  conjugirt,  so  enthält  jede  den  Pol  der  andern,  und 


*)  Hirst,  On  the  complexes  generated  by  two  correlative  planes  in:  CoUec- 
tanea  mathematica  in  memoriam  Chelini  (1879)  S.  61  und:  Proceedinga  of  the 
London  Mathematical  Society  Bd.  10  S.  131. 
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die  Projeetivitat  wird  eine  ausgeartete^  so  dass  diese  Pole  die  singu- 
lären  Punkte  sind  und  ihr  Paar  das  Erzeugniss  ist.  Die  Ebene  wird 
für  den  Complex  singulär.  Jede  Ebene,  die  einen  Punkt  des  einen 
Feldes  mit  seiner  Polare  im  andern  verbindet^  ist  eine  solche  Ebene; 
die  Polare  enthält  dann  einen  Punkt,  der  die  Spur  der  Ebene  im 
ersten  Felde  zur  Polare  hat  Es  ist  bekannt,  dass  diese  Verbindungs- 
dienen  polarer  Elemente  eine  Fläche  2.  Grades  uwiMUen:  den  Bestbe- 
siandtheil  4^  der  singulären  Fläche,  welcher  durch  die  4  ein  Yierseit 
bildenden  Doppelstrahlen  geht,  da  jeder  seinen  Pol  enthält  und  die 
Yerbindungsebene  unbestimmt  wird.  Dual  entsteht  ^  durch  die  cor- 
relativen  Bündel  Sy  S*. 

In  jeder  singulären  Ebene,  welche  O^  tangirt,  ist  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  Pole  der  singulare  StraM.  Diese  Pole  mit  sich  schnei- 
denden conjugirten  Polaren  bewirken  eine  eindeutige  Verwandischaft  2.  Gror 
des  ewischen  den  beiden  Feldern  6,  e\  Denn  zunächst  bestimmt  jeder 
den  andern  eindeutig:  ist  X  in  <t  gegeben,  so  haben  wir  x  als  Polare 
von  X,  dann  den  Schnitt  x  von  tj  mit  der  Ebene  Xx'  und  dessen  Pol 
X'  auf  x'.  Bewegt  sich  X  auf  einer  Geraden  in  6,  so  beschreibt  x 
einen  Strahlenbüschel,  die  Ebene  Xx  einen  Kegel  2.  Grades,  x  einen 
Kegelschnitt  und  demnach  auch  X\  Da  nun  ersichtlich  S  und  8* 
sich  selbst  entsprechende  Punkte  sind,  so  ist  das  Erzeugniss  der  Ver- 
bindungslinien XX'  eine  Congruenz  2.  Grades  (II,  Nr.  349,  351). 

Fällt  X  in  den  Punkt  dd^,  so  wird  X'  unbestimmt;  der  ganze 
Büschel  dd^  gehört  zur  Congruenz,  ebenso  wie  djrf/;  die  duale  Ent- 
stehimg der  Congruenz  aus  den  correlativen  Bündeln  S,  S*  lehrt  das- 
selbe für  die  Büschel  d^cf,  dd^\  Damit  ergeben  sich  die  4  Strahlen 
d,  . , .  d^  als  Doppelstrahlen  der  Congruenz  zu  erkennen-,  und  in  der 
That,  die  beiden  Strahlen  aus  einem  beliebigen  Punkte  X  von  6  sind 
der  Strahl  nach  ddy  und  nach  X';  liegt  aber  X  z.  B.  auf  d,  so  fallen 
beide  in  diesen  Strahl  zusammen,  weil  die  Polare  x'  durch  8*  geht, 
X  infolge  dessen  sich  mit  d  vereinigt  und  X'  mit  8*, 

Demnach  setzt  sich  die  Brennfläche  der  Congruenz  zusammen 
aus  4^  und  einer  zweiten  durch  das  Yierseit  gehenden  Fläche  2.  Grades; 
wir  haben  es  mit  der  in  II,  Nr.  410  besprochenen  Congruenz  zu  thun, 
welche  den  einen  Theil  der  Congruenz  der  gemeinsamen  Tangenten 
zweier  sich  in  einem  Vierseite  schneidenden  Flächen  2.  Grades  bildet.*) 

Diese  Congruene  2.  Grades  S|»  mit  den  4  DoppelstrcMen  d,  d^,  d',  d/ 
ist  der  eine  Theä  der  Congruenz  der  singulären  8trdhlen  des  Hir st' sehen 
Complexes  und  wird  durch  diejenigen  singulären  Strahlen  gebildet,  deren 


*)  Vergl.  die  Anmerkung  Bd.  II  8.  210. 
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zugehörige  singtMre  Punkte  und  Ebenen  dem  Theüe  ^  der  singtdären 
Fläche  angehören;  während  die,  welche  zu  den  Punkten  von  6,  ff^  dm 
Ebenen  durch  S,  8*  gehören,  diese  Felder,  bezw,  Bündel  erfUUen. 

Jeder  yon  den  4  das  Vierseit  bildenden  Doppelstrahlen  des  Hirst- 
sehen  Complexes  incidirt  mit  einem  der  Felder  und  einem  der  Bündel; 
folglich  artet  für  ihn  die  Correspondenz  [2,  2Y  derartig  aus,  dass  so- 
wohl eine  von  den  beiden  einem  Punkte  des  Strahls  entsprechenden 
Ebenen,  als  auch  einer  von  den  beiden  einer  Ebene  durch  ihn  ent- 
sprechenden Punkten  fest  ist  und  die  yeränderlichen  eorrespondirenden 
Punkte  und  Ebenen  sich  projectiy  bewegen.  Die  Correspondenz- Glei- 
chung ist  daher: 

(ax  +  b){axi  +  \){a^tXXi  +  a^^x  +  a^x^  +  öJ  =  0. 

Beim  fünften  Doppelstrahle  d^,  der  mit  beiden  Bündeln  und  beiden 
Feldern  incidirt,  correspondiren  jedem  Elemente  zwei  feste,  die  Corre- 
spondenz-Gleichung  ist: 

(aa?*  -j-  fex  +  c){a^x^  -|-  b^x^  +  O  ==  0- 

Die  Mannigfaltigkeit  des  Hir st' sehen  Complexes  ist  14.  Denn  wir 
können  jede  Fläche  2.  Grades  ^  auf  c»*  Weisen  mit  zweien  ihrer 
Berührungsebenen  6,  a'  (oder  mit  zweien  ihrer  Punkt«  S,  S*)  zusam- 
menstellen, und  zu  der  so  hergestellten  singulären  Flache  giebt  es  <x>^ 
Complexe.  Oder  zwei  Ebenen  0,  </  kann  man  auf  <x>^  Weisen  com- 
biniren  und  dann  in  oo^  Weisen  correlatiy  beziehen.  Oder  eine  Regel- 
schaar  und  ein  sie  schneidender  Strahlenbüschel  lassen  sich  in  oo^+s+i 
Weisen  zusammenstellen  und  dann  noch  in  oo^  Weisen  so  projectiy 
beziehen,  dass  der  gemeinsame  Strahl  sich  selbst  entspricht.  Da  der 
Oomplex  nur  in  einer  endlichen  Zahl  yon  Weisen  auf  jede  yon  diesen 
Arten  erzeugt  werden  kann,  findet  keine  Beduction  statt. 

816  Wir  hohen  in  diesem  Complexe  8  Arten  von  StrcMenbüscheln,  erstens 

die  in  ö,  <f ,  8,  S*  befindlichen,  sodann  solche,  deren  Scheitel  auf  ö 
oder  </  liegen  und  deren  Ebenen  <l^  tangiren,  und  solche,  deren  Ebe- 
nen durch  5,  8*  gehen,  während  die  Scheitel  auf  0*  liegen.  Diese 
letzteren  4  Arten  mögen  mit  @a,  @a\  ®8,  ®s*  bezeichnet  werden;  auf 
sie  yertheilen  sich  die  4  Büschel,  welche  durch  einen  beliebigen  Strahl 
des  Complexes  gehen.  Die  Netze  H  haben  ihre  eine  Leitgerade  in  (8, 6\ 
die  L  in  {8*,  </),  . . . ;  das  lehrt,  dass  die  beiden  Schaaren  der  z.  B.  in 
einem  H  enthaltenen  Büschel  aus  ©a,  &s  bestehen  und  die  @^,  ®8*]  @a; 
©a*  den  ©aV;  ©/r;  ©Ar,  ©iv  des  Kerncomplexes  entsprechen;  zwei  sich 
schneidende   @s,  ®s'   oder   ©a,  ©o^  führen  yermittelst  durchgelegter 
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Strahlennetze  zu  den  Regeischaaren  p,  die  nicht  in  den  Strahlen- 
netzen H;  • . .  enthalten  sind. 

Nehmen  wir  als  den  Hauptbüschel  (0,  coi)  der  Caporali'schen 
Abbildung  etwa  einen  ®«,  so  zerföUt  die  Canre  k^^  des  yorigen 
Falls  in  einen  Kegelschnitt  k^^  und  eine  ihn  treffende  Gerade  1^:  der 
Treffpunkt  ist  das  Bild  des  neuen  Doppelstrahls  d^.  Also  setzt  sich  k^ 
msavnmen  aus  diesem  Kegelschnitte  k^,  moei  windschiefen  auf  ihn  sich 
stützenden  Geraden  k^y  k^  und  einer  dritten  \y  welche  äUe  drei  trifft. 
Die  Bildgeraden  der  Strahlenbüschel  ®a,  @a'>  ®8,  @^*  stützen  sich 
auf  kl,  Äj*;  Äj,  fci*;  \,  /r^*;  k^y  W  die  der  Büschel  von  <y,  o',  S*  fallen 
in  die  Ebenen  ki\,  k^k^  und  die  von  k^y  die  Büschel  aus  S  haben 
alle  \  zum  Bilde. 

Die  Begelschaaren  q  zerfallen  in  zwei  Arten  qs  und  Qa'  jene  sen- 
den  in  jeden  der  Bündel  Sy  S*  Strahlen,  diese  in  jedes  der  Felder 
6y  ö'.  Der  Bild-Eegelschnitt  einer  qs  stützt  sich  auf  alle  4  Bestand- 
theile  von  k^^y  der  einer  Qa  trifft  /r^  nicht,  aber  k^*  zweimal.  Die  In- 
volution 2j  ist  eine  Projectivität  zwischen  ki*  und  k^  geworden. 

Bei  Montesano's  Abbildung  zerfallt  der  eine  der  beiden  Kegel 
(Nr.  812),  welche  F^*  und  K^^  gemeinsam  umgeschrieben  sind,  in  zwei 
Ebenenbüschel,  oder  die  beiden  Flächen  F^^  und  Ki^  haben  zwei  Ge- 
rade aus  verschiedenen  Schaaren  gemeinsam. 

Wenn  die  Gegenseiten  d^y  d^  des  Vierseits  sich  vereinigen,  so  fäUt  817 
mit  ihnen  auch  die  Diagonale  d^  zusammen.  Der  eine  fundamentale 
Büschel  hat  nur  ein  Gebüschey  und  mit  diesem  vereinigt  sich  das  Gebüsche 
[äg],  das  schon  beim  allgemeinen  Hirst'schen  Complexe  die  beiden 
isolirten  Fimdamental-Gewinde  in  sich  aufgenommen  hat;  so  dass  wir 
dem  Complexe  die  Bezeichnung 

[(31)  (11)]*) 

ZU  geben  haben.  Die  Ebenen  ö,  <^  gehen  nun  durch  dieselbe  Gerade  von 
0*,  und  8y  /S*  sind  ihre  Berührungspunkte. 

Die  Mannigfaltigkeit  dieses  Complexes  ist  um  1  geringer  als  die 
des  Hirst'schen,  also  13. 

Beim  Hirst^schen  Complexe  kommen  in  jeder  Ebene  vom  Spur- 
punkte des  d,  Tangenten  an  die  Gomplexcurve,  die  in  tf,  o  liegen  und 
also  getrennt  sind.  Dies  bleibt  auch  im  jetzigen  Falle  bestehen,  und 
Weil  er 's  —  schon  von  Hirst  verbesserte  —  Behauptung,  dass  jede 


*)  Ans  Versehen  identificirt  Montesano  diesen  Complex  —  in  seiner  Na- 
merirnng  der  9^  —  mit  dem  28^«  statt  mit  dem  20t«n  in  Weil  er' s  Aufzählung 
in  den  Math.  Annalen  Bd.  7. 

Stnrm,  LinlangaomAtrle.    HL  28 
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Complexcurve  den  Doppelstrahl  trifft  und  O*  auf  ihm  berührt^  ist 
nicht  richtig. 

Bei  Caporali^s  Abbildung  schneidet  k^  eine  der  beiden  Geraden 
hif  h(  auf  \^y  und  in  Montesano's  Abbildung  ergiebt  sich  der  jetzige 
Fally  wenn  die  Doppelebene  des  Ebenenbüschel -Paars  den  nicht  zer- 
fallenden Kegel  2.  Grades  berührt,  oder^  was  zugleich  eintritt,  wenn 
der  Kegelschnitt,  den  F^  und  K^  ausser  den  beiden  Geraden  gemein- 
sam haben,  durch  deren  Schnittpunkt  geht. 

818  Wir  schliessen  nun  gleich  den  Fall  an,  dass  auch  ^  ein  Ebenen- 

Punkte-Paar  wird.  Weil  wir  es  dann  mit  einem  tetraedralen  Complexe 
zu  thun  haben,  wollen  wir  die  Bezeichnung  dem  entsprechend  ändern. 
Das  frühere  Ebenen-Punkte-Paar  (<y,  a';  S,  S*)  möge  (a,  j8;  C,  D),  das 
neue  (y,  J;  Ä,  E)  heissen.  Das  Durchschnitts-Vierseit  von  ^,  ^^  ist 
ja  zugleich  das  Vierseit  der  Axen  der  Büschel  gemeinsamer  Tangen- 
tialebenen, also  ist  es  in  unserm  Falle  zugleich  durch  den  Schnitt  von 
a,  ß  mit  y,  8  und  die  Verbindung  von  (7,  D  mit  A,  B  entstanden; 
folglich  müssen  die  einen  Ebenen  durch  die  andern  Punkte  gehen;  wir 
nehmen  an:  a,  j3  durch  B,  A\  y,  d  durch  2),  C;  so  dass  wir  das  Te- 
traeder ABCD^aßyS  erhalten.  Die  Doppelstrahlen  d,  rf';  d^,  d^'j 
gelegen  in  den  Büscheln  (D,  a),  (C,  /3);  (C>  a),  (2),  ß),  sind  die  Kanten 
DJB,  CA]  GB,  DA. 

Zu  ihnen  treten,  wie  im  vorigen  Falle  CD  allein,  jetzt  beide 
übrigen  Kanten  CD^d^^  AB^^d^  als  fünfter  und  sechster  Doppel- 
strahl. Wir  haben  daher  drei  Paare  windschiefer  Doppelstrahlen  d,  d^] 
rfj,  d/;  djj,  dg',  welche  die  drei  Paare  Gegenkanten  eines  Tetraeders  bilden^ 
demnach  3  fundamentcde  Büschel  durch  die  Nebse  [dd'],  . . .,  und  kein 
isolirtes  Fundamental-Gewinde  mehr;  giebt  es  doch  jetzt,  wo  die  sin- 
gulare Fläche  aus  4  Ebenen  und  4  Punkten  besteht,  keine  Doppel- 
tangenten-Congruenz  mehr.  Die  Bezeichnung,  die  diesem  Compiex  zu- 
kommt, ist: 

[(ii)(ii)(ii)]. 

Sehen  wir  zu,  wie  sich  die  Projectivitäten  Pa,  Pi  gestalten.  ^^ 
war  beim  Hirs tischen  Complexe  (ß,  <y),  (S*  <?')  oder  jetzt  (C,  a), 
(D,  j8),  welches  Paar  durch  d^,  d/  geht;  also  ist  9,  da  sie  durch  die- 
selben Doppelstrahlen  gehen  muss,  (JS,  d),  {A,  y),  und  die  verbundenen 
Regeischaaren  9/,  q>  sind  (C,  /3),  (D,  a);  (J,  8),  (B,  y).  Wir  nehmen, 
wie  in  Nr.  814,  eine  beliebige  Berührungsebene  r  von  ^*EE(y,d;  -4,B), 
etwa  eine  Ebene  durch  A\  sie  schneidet  aus  qi  den  Strahl  b  ^  dr 
von  {Ay  d);  aus  ^^  ^{a,  ß\  C,  D)  schneidet  sie  die  Strahlen  a  ^  ra, 
Beeet/S,  so  dass  C^  aus  0,  b^  b  besteht.   Der  Strahl  aus  dem  Berührungs- 
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punkte  Ä  hat  ^  auf  a;  und  die  weiteren  Schnitte  eines  Strahls  durch  $ 
liegen  auf  b  und  6  und  markiren  entsprechende  Strahlen  der  über 
diesen  Punktreihen  stehenden  Strahlenbüschel  von  (p  und  9i;  die  Pro- 
jedivität  Pj,  ist  also  eine  zwischen  diesen  Büscheln  {B,  S)^  (D,  ß),  und 
ähnlich  Pi  eine  zwischen  (A,  y)  und  (C,  a);  die  beiden  zwischen  9',  9/ 
sind  solche  zwischen  {A,  8)  und  (D,  a\  bezw.  (-B,  y),  (C,ß).  Da- 
mit ist  der  Complex  als  tetraedraler  erkannt  (I,  Nr.  253;  257),  und 
wir  haben  nicht  4,  sondern  6  Projectiviiäten,  nämlich  noch  zwischen 
{A,  ß)  und  {B,  a),  (C7,  d)  und  (D,  y),  zu  denen  das  Paar  d^d^'  mit 
einem  der  andern  führen  würde,  und  dem  entsprechend  6  Seihen  von 
Strahlennetzen,  die  wir  schon  kennen  (I,  Nr.  253). 

Nach  der  bisherigen  Bezeichnung  sind  die  Strahlennetze  mit  H,... 
L"  zu  bezeichnen  und  die  in  ihnen  enthaltenen  Regeischaaren  mit 
Xhf  ...  t/'.  Es  ist  aber  yielleicht  besser,  sie  nach  den  Ecken  des 
Tetraeders  zu  beneunen:  Xbd,  ^aC)'--,  so  dass  die  Xbd  die  Kegel- 
schaaren  in  den  Strahlennetzen  sind;  deren  Leitgerade  in  den  Büscheln 
{Bj  d);  (D;  ß)  sich  befinden.  Diese  Regeischaaren  sind  direct  in  der 
Besprechung  des  tetraedralen  Compiexes  im  Bd.  I  nicht  erwähnt  wor- 
den; zu  ihnen  geboren  die  am  Schlüsse  von  Nr.  256  genannten  Strah- 
lenbüschel-Paare,  die  sich  nicht  unter  die  in  Nr.  254  erhaltenen  Regel- 
schaaren  P^,  P,  subsumirten.  In  der  Abbildung  von  Nr.  278  haben 
sie  zu  Bildern  Kegel  2.  Grades,  welche  zwei  Tetraeder-Ebenen  berüh- 
ren; so  z.  B.  berühren  die  Bilder  der  Xbd  die  j8,  d. 

Von  zwei  sich  tragenden  Regeischaaren  r  ist  die  eine  z.  B.  eine 
XßDy  die  andere  dann  eine  Xac]  jene  geht  durch  JB,  D^  berührt  a,  y, 
diese  geht  durch  A,  C7,  berührt  j8,  d.  Alle  Xbd  nnd  Xac,  welche  ihre 
Leitschaaren  in  demselben  Gewinde  durch  [AC^  BD]  haben,  gehören 
in  zwei  verknüpfte  Gebüsche  (Nr.  796). 

In  dem  Büschel  der  8^  durch  den  Complex  haben  wir  nun 
3  Systeme  mit  einem  doppelten  Büschel,  keins  mehr^  das  nur  einfach 
specialisirt  isi 

Die  3  fundamentalen  Büschel  reducireu  die  Zahl  der  consingulären 
Complexe  durch  eine  Gerade  auf  1  (Nr.  794,  809);  ein  uns  längst  be- 
kanntes Ergebniss,  da  diese  Complexe  alle  zum  nämlichen  Tetraeder 
gehörigen  tetraedralen  Complexe  sind.  Sie  bilden  einen  Büschel,  dessen 
Grundcongruenz  aus  den  4  Bündeln  A, . . .  und  den  4  Feldern  a, . . . 
besteht. 

Die  Regeischaaren  p  sind  die  eben  erwähnten  Pi,  P2;  jene  durch  die 
Ecken  des  Tetraeders  gehend,  diese  seine  Ebenen  berührend,  jene  also 
die  Qs,  diese  die  Qa  des  Hirst'schen  Compiexes.  Ihre  Leitschaaren 
liefern  die  consingulären  Complexe. 

28* 
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Lassen  wir  den  Complex  wieder  aus  zwei  collinearen  Räumen 
entstehen  (I,  Nr.  260),  so  erkennt  man  leicht^  dass  zwei  entsprechende 
Geraden  nach  den  Ecken  des  Tetraeders  projective  Würfe  senden,  also 
einem  consingulären  Oomplexe  angehören.  Nimmt  man  daher  alle  Paare 
entsprechender  Geraden,  welche  in  dem  nämlichen  consingulären  Oom- 
plexe sich  befinden,  so  führen  die  projectiven  Ebenenbüschel  um  sie 
zu  Regelschaaren  P^,  die  ein  Gebüsche  Z^  bilden,  und  die  projectiven 
Punktreihen  auf  ihnen  zu  Pj,  die  das  verknüpfte  Gebüsche  2^'  er- 
zeugen. 

Ausser  den  Büscheln  des  Gomplexes  in  den  Ebenen  und  aus  den 
Ecken  des  Tetraeders  haben  wir  auch  hier  noch  4  Systeme  von 
Strahlenbüscheln  ©«,  •  • .  ©rf?  wo  z.  B.  ein  Büschel  ©«  seinen  Scheitel 
in  a  hat  und  seine  Ebene  durch  A  schickt  (I,  Nr.  256). 

Die  Mannigfaltigkeit  des  tetraedralen  Gomplexes  ist  13  (I,  Nr.  259). 

So  wie  beim  Hirst'schen  Oomplexe  für  den  Doppelstrahl  d^  die 
Oorrespondenz  [2,  2]''  ist  (Nr.  815),  ist  sie  nun  für  alle  6  Doppel- 
strahlen: jedem  Punkte  entsprechen  2  feste  Ebenen,  jeder  Ebene  2  feste 
Punkte.*) 

819  Es  mögen  nun  die  beiden  auf  d  gelegenen  Ecken  B ,  D  zusammen- 

fallen und  infolge  dessen  auch  die  durch  d'  gehenden  Ebenen  ß,  d]  dann 
vereinigt  sich  auch  cJg  mit  d^'y  d^  mit  d^.  Die  Projectivität  zwischen 
(B,d)  und  {D,ß)  wird  Identität  im  Büschel  (£,  ß)  und  führt  zu  einer 
Reihe  von  durchweg  singulären  Strahlennetzen.  Die  Projectivität  sswischen 
{A,y),  (C,  a)  ist  dahin  specialisirt,  dass  die  Punktreihen  auf  ya,  über 
denen  sie  stehen  ^  nur  einen  sich  selbst  entsprechenden  Punkt  haben.  Die 
vier  übrigen  Paare  projectiver  Büschel  fallen  zu  je  zweien  zusammen 
und  also  auch  die  durch  sie  erzeugten  Reihen  von  Strahlennetzen. 

Für  jedes  der  obigen  Strahlennetze,  die  ihre  einzigen  Leitgeraden 
im  Büschel  (B,  ß)  haben,  bedürfen  wir,  zur  endgiltigen  Festlegung, 
noch  der  Projectivität  zwischen  der  Punktreihe  und  dem  Ebenen- 
büschel der  Leitgeraden  rr;  dazu  benutzen  wir  zwei  andere  projective 
Büschel,  von  denen  der  eine  B  zum  Scheitel,  der  andere  ß  zur  Ebene 
hat,  z.  B.  {Bja\  {Ä,ß)]  wenn  Ä,  Ä^  in  diesen  Büscheln  homolog  sind, 
so  sind  in  der  gesuchten  Projectivität  der  Punkt  x\  und  die  Ebene 
xh  entsprechend. 

In  jeder  Ebene  durch  den  Doppelstrahl  d  fallen  die  beiden  Punkte 


*)  In  1,  Nr.  271  bitte  ich,  die  beiden  letzten  Absätze  als  nnklar  zu  streichen, 
und  verweise  auf  die  Darstellung  in  Reye's  Geometrie  der  Lage  8.  Aufl.  Bd.  III 
erster  und  zweiter  Vortiag. 
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des  Punktepaars  oder  die  ihr  in  der  Correspondenz  [2;  2]^^  entsprechen- 
den Punkte  in  B  zusammen,  während  die  beiden  einem  Punkte  von  d 
entsprechenden  Ebenen,  die*  Ebenen  seines  Kegels,  in  die  festen,  aber 
verschiedenen  Ebenen  a,  y  fallen.  Jede  von  den  Ebenen  durch  d  ist 
also  stationär.  Wir  nennen  deshalb  d  einen  Dqppelstrahl  mit  stationären 
Ebenen  und  festem  diesen  zugehörigen  Punkte  B.*)  Ebenso  ist  d' 
ein  Dqppelstrahl  mit  stationären  Punkten  und  fester  diesen  gugehörigen 
Ebene  ß. 

Alle  Complexkegel  berühren  d  in  B,  alle  Complexcurven  treffen  d\ 
die  Ebene  ß  berührend. 

Aber  wir  haben  hier  noch  mehr  Doppelstrahlen  als  die  Tetraeder- 
Kanten:  jeder  Strähl  x  des  Büschels  {B,  ß)  ist  ein  Doppelstrahl;  denn 
von  jedem  seiner  Punkte  gehen  zwei  Complex-Strahlenbüschel  aus,  die 
ihn  enthalten,  einer  in  ß  und  zweitens  der  Büschel  des  singulären 
Strahlennetzes,  von  dem  x  die  Leitgerade  ist.  Damit  greift  dieser 
Complex  in  die  später  zn  betrachtende  Gruppe  von  Gomplexen  mit 
einem  Büschel  von  Doppelstrahlen  über;  wir  werden  ihn  dort  noch- 
mals erhalten  und  weiter  specialisiren. 

Weil  zwei  fundamentale  Büschel  sich  vereinigt  haben,  kommet  ihm 

die  Bezeichnung: 

[(22)(11)1 

I8U,  Er  hat  die  Mannigfaltigkeit  12;  in  der  That,  wir  haben  auf 
(5o2.5  "V^Teisen  zwei  beliebige  Strahlenbüschel  (-4,  y),  (C,  a),  die  wir 
auf  oo^  Weisen  in  der  erwähnten  Art  projectiv  machen  können. 

Ein  Complex  dieser  Art  entsteht,  wenn  ein  (festes)  Strahleunetz 
parallel  verschoben  wird:  die  Ecken  des  Tetraeders  sind  unendlich 
fern,  und  die  einzige  endliche  Kante,  auf  der  die  zusammengefallenen 
Ecken  liegen,  ist  die  Schnittlinie  der  Ebenen,  in  denen  die  Leitgeraden 
verschoben  werden ;  sind  die  Verschiebungsrichtung  und  die  Leitgeraden 
der  nämlichen  Ebenen  parallel,  so  ergiebt  sich  ein  linearer  Complex«^*) 

Wird  der  allgemeine  tetraedrale  Complex  nach  Caporali  abge- 
bildet, etwa  mit  einem  Büschel  ©a  als  Hauptbüschel  (0,  co),  so  zerfällt 
der  Kegelschnitt  k^  (Nr.  816)  auch  noch,  und  k{^  besteht  aus  5  Ge- 
raden: Äi,6,  kx^cy  ki^d  aus  der  einen,  ki^a,  h^A  aus  der  andern  Regel- 
schaar  von  O^K  Die  Bildgeraden  von  @a  stützen  sich  auf  ki^a,  ^1,^9 
die  von  ©^  auf  kt^cy  ^,d;  u.  s.  w.  Die  Bündel,  welche  den  P^- Ge- 
büschen, bezw.  den  Pg*  Gebüschen  correspondiren,  haben  ihre  Scheitel 


*)   Monte sano  Bagt:  raggio  doppio  stazionario  speciale  di  piani,  dovnto  al 
pnnto  B, 

**)  Vergl.  Weiler  Zeit«chr.  f.  Math.  u.  Phye.  Jg.  27  S.  228,  Jg.  29  8.  189. 
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auf  ki^ay  h,A  und  die  Bilder  der  P^,  Pg  treffen  je  die  4  übrigen  Ge- 
raden. Im  vorangehenden  speciellen  Falle  haben  sich  ki^t,  ^i,d  ver- 
einigt. 

Montesano's  Abbildung  fährt  zum  allgemeinen  tetraedralen  Com- 
plexe,  wenn  F^^  und  K^^  sich  in  einem  Vierseite  durchschneiden,  und 
zum  specielleU;  wenn  2  Gegenseiten  desselben  zusammenfallen. 

III. 

820  Wir  haben  die  beiden   doppelten  Erzeugenden  rf^,  di\  welche  wir 

der  Regelfläche  4>  gaben,  windschief  angenommen;  dies  führte  zum 
Zerfallen  in  ^^,  O^^  Nehmen  wir  nun  aber  an,  dass  diese  doppelten 
Ergetigenden  von  O  sich  schneiden  —  und  sie  mögen  jetzt  d^dj  heissen  — , 
so  zerfallt  O  in  anderer  Weise.  Die  Verbindungsebene  %  von  dj,  d^ 
muss  dann  durch  eine  der  Leitgeraden  von  O  gehen^  nehmen  wir  an: 
dj  und  der  Schnittpunkt  P  auf  der  andern  d'  liegen.  O  gerspaltet  sich 
in  den  Strahlenbüschel  (P,  n)  und  eine  cubische  Regelfläche  O',  welche 
d^j  (2g  noch  isu  einfachen  Erzeugenden  hat  und  für  welche  d  die  einfache 
Leitgerade  und  Axe  eines  Büschels  doppelter  Berührungsebenen,  d'  dop- 
pelte Leitgerade  ist  und  Axe  eines  Büschels  einfacher  Berührungsebenen. 

Auch  dieser  Fall  svibsumirt  sich  —  als  weniger  specieller  Fall  wie 
[(11)  (11)  2]  —  sowohl  dem  Complexe  [222]'  mit  3  Doppelstrahlen 
d,  d^yd^  in  einer  Ebene^  als  dem  Complexe  [222]''  mit  3  Doppelstrahlen 
d'fd^fd^  durch  einen  Punkt;  von  0/  des  [222]'  hat  sich  der  Bündel 
P,  von  03*  des  [222]"  die  Ebene  ä  abgesondert. 

Als  Doppeltangenten  der  vollen  O  haben  wir  die  Tangenten  von  0^ 
anzusehen j  welche  sich  auf  d^  oder  d^  stützen.  Die  dabei  sich  ergebenden 
Gongruenzen  2.  Ordnung  fallen  unter  die  II,  Nr.  488  (ft  =  3)  be- 
sprochenen; aber  auch  die  Klasse  reducirt  sich  von  4  auf  2  wegen 
der  Doppelgeraden  der  O^  oder  des  Doppelpunktes  jedes  ebenen 
Schnitts.  Die  durch  diese  Congruenzen  gehenden  Gewinde  sind  wiederum 
die  Gebüsche  [c^J,  \d^j  und  jedes  derselben  hat  zwei  von  den  4  isolirten 
Fundamental- Gewinden  des  Cotnplexes  [(11)1111]  in  sich  aufgenommen; 
der  Büschel  [dd"\  ist  nach  wie  vor  fundamental;  dem  Complexe  Jcommt 

also  die  Bezeichnung: 

[(11)  22] 
zu. 

In  einer  Tangentialebene  r  von  O^  besteht  die  C^  aus  dem  Kegel- 
schnitte C^  von  0^  und  der  Geraden  C,  in  der  n  geschnitten  wird; 
der  Berührungspunkt  T  liegt  auf  (7^,  also  von  den  weiteren  Schnitten 
eines  durch  ihn  gehenden  Strahls  der  eine  $  auf  (7^,  der  andere  S 
auf  C  (vergl.  Nr.  590,  806).    Die  beiden  Schnitte  eines  Strahls  durch 
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$  liegen  also  auf  C^  und  auf  C>  die  eines  Strahls  durch  £  beide  auf 
CK  Daher  tritt  an  Stelle  von  /«  eine  Projectivitat  Pa  zwischen  dem 
Büschel  {Pf  7t)  und  der  Reihe  der  Erzeugenden  von  O^,  in  der  d^  und 
d^  sich  selbst  entsprechend  sind,  während  Ii  eine  Involution  innerhalb 
der  letzteren  Beihe  (aber  nun  auf  unicursalem  Trager)  bleibt;  in  ihr 
entsprechen  sich  d^  d^  gegenseitig. 

Somit  erhalten  wir  in  dem  Complexe  etoei  Heiken  von  StrcMennetgen 
H  und  Lj  so  dass  die  Leitgeraden  eines  H  in  (P,  ^r)  und  ^,  die  eines 
L  aber  beide  in  9^  sich  befinden*),  und  jsum  toesenÜich  verschiedene  Er- 
Beugungen: 

Bei  der  einen  sind  die  Geradenschaar  einer  cubischen  Segelfläche  und 
die  Strahlen  eines  Büschels,  der  seinen  Scheitel  auf  der  doppelten  Leu- 
geraden  hat  und  seine  Ebene  durch  die  einfache  sendet,  so  projectiv  be- 
zogen, dass  die  beiden  gemeinsamen  Strahlen  sich  seihst  entsprechen. 

Bei  der  andern  ist  in  die  Geradenschaar  einer  cubischen  Begdfläche 
eine  Involution  gelegt,*"^) 

Schneidet  man  mit  einer  Ebene,  so  ist  im  ersten  Falle  leicht  zu 
erkennen,  dass  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte,  wegen 
der  zwei  sich  selbst  entsprechenden  Punkte,  nur  eine  Curve  2.  Klasse 
umhüllen;  für  den  andern  Fall  ergiebt  sich  die  Klasse  2  aus  I,  Nr.  23. 
Da  die  auf  der  doppelten  Leitgeraden  sich  schneidenden  Erzeugenden 
der  ^  ebenfalls  eine  Involution  bilden,  so  entnehmen  wir  ebenfalls 
aus  I,  Nr.  23,  dass  unter  den  Dupeln  unserer  Involution  Ii  auf  Qj^ 
sich  eins  befindet,  dessen  Gerade  sich  schneiden. 

Doppel  strahlen  sind  die  beiden  Leitgeraden  der  cubischen  Regel-  821 
fläche;  von  einem  Punkte  der  doppelten  d',  in  einer  Ebene  der  ein- 
fachen d  haben  wir  zwei  Erzeugende,  in  beiden  Fällen  die  einen  Leit- 
geraden zweier  erzeugenden  Strahlennetze  des  Complexes  und  in  ihnen 
die  beiden  Strahlenbüschel  aus  dem  Punkte,  bezw.  in  der  Ebene,  von 
denen  sofort  zu  erkennen  ist,  dass  sie  beide  durch  d',  bezw.  d  gehen. 

Femer  durchlaufen  bei  der  ersten  Erzeugung  die  einen  Leitgeraden 
der  erzeugenden  Strahlenbüschel  den  Büschel  (P,  sr);  also  gehört  der 
Bündel  P  und  das  Feld  %  ganz  zum  Complexe;  jede  der  beiden  sich 
selbst  entsprechenden  Geraden  d^,  d^  liefert  ein  Strahlennetz  mit  ihr 
als  einziger  Leitgeraden;  mithin  haben  wir  aus  einem  Punkte  von  ihr 
zwei  Strahlenbüschel,   den  einen  in  %,  den   andern  zu   diesem  Netze 


*)  Ein  Beispiel  eines  solchen  Complexes  haben  wir  in  Nr.  569  erhalten:  das 
Erzeugnids  der  zu  einem  allgemeinen  Complexe  gehörigen  Polar-Strahlennetze  der 
Strahlen  eines  Büschels  (P,  »);  diese  Netze  sind  die  H  des  Complexes. 
♦♦)  Weiler,  Zeitschr.  f.  Math,  nnd  Phys.  Jg.  27  S.  276. 


440     Der  Complex  2.  Grade«  mit  einer  endlichen  Zahl  von  Doppelstrahlen, 

gehörig;  welche  beide  durch  die  Gerade  gehen ^  und  ebenso  in  jeder 
Ebene  durch  sie  zwei,  je  einen  in  P  und  im  Strahlennetze* 

Bei  der  zweiten  Erzeugung  ergiebt  sich  durch  das  Dupel  d^d^ 
der  Involution  Ii  aus  zwei  sich  schneidenden  Geraden  das  aus  dem 
Felde  x  und  dem  Bündel  P  bestehende  Strahlennetz;  der  zweite  Bü- 
schel aus  einem  Punkte  X  7on  d^  entsteht  durch  die  Strahlen  nach 
den  verschiedenen  Dupeln  lli  der  Involution  oder  die  Schnittlinien  der 
Ebenen  X(l,l^)]  wenn  11^  durch  d^d^  geht,  ist  (mag  auch  die  Ebene 
Xd^  unbestimmt  sein)  Schnittlinie  die  d^]  beide  Strahlenbüschel  gehen 
also  durch  d^y  diese  Gerade  ist  Doppelstrahl  des  Complexes,  und 
ebenso  d^. 

Der  Doppelstrahl  d  ist  ein  solcher  mit  Feld  %y  d'  mit  Bündd  P, 
dl  und  dg  hingegen  mit  Feld  und  Bündd, 

Von  eigentlichen  stationären  Elementen,  des  Complexes  sind  nur  2 
stationäre  Funkte  auf  d\  deren  Cuspidalpunkte,  und  zwei  stationäre  Ebe- 
nen durch  dy  deren  Cuspidalebenen,  geblieben.  Von  den  8  Punkten  D 
des  allgemeineren  Falles  [(11)1111]  haben  P  und  d{dijd2)f  von  den 
8  Ebenen  d  ebenso  tc  und  d'  (d^jd^)  je  zwei  in  sich  aufgenommen. 

Die  Gongruenis  der  singulären  StrcMen  zerfällt  in  das  StroJüennetß 
[P,  7t\  und  eine  Congruenz  3.  Grades.  Die  Strahlen  des  Bündels  P  ge- 
hören zu  den  Ebenen  desselben^  die  des  Feldes  %  zu  dessen  Funkten; 
während  die  der  Gongru^enz  3.  Grades  ^  tangiren. 

822  Abgesehen  von  den  Strahlenbüscheln  in  P  und  x,  haben  wir  noch 

die  in  den  H  und  in  den  L;  da  von  jedem  H  die  eine  Leitgerade  in 
(P,  x)  liegt;  so  hc^)en  die  Büschel  der  eifien  Schaar  in  einem  H  ihre 
Scheitel  auf  ti,  die  der  andern  senden  ihre  Ebenen  durch  F;  die  Ebenen 
jener  berühren  O^,  die  Scheitel  dieser  liegen  auf  0\  Von  den  Büscheln 
in  den  L  sind  Scheitel  und  Ebenen  Elemente  der  ^. 

Nehmen  wir  deshalb  einen  von  diesen  letzteren  als  Hauptbüschel 
(0,  (o)  der  Caporali'schen  Abbildung,  so  erkennen  wir  leicht,  dass 
Äj^  in  zum  Kegelschnitte  kf  ^^  k^  ^  und  eine  Gerade  \  zerfallt;  jene  be- 
gegnen  einander  ztveimäl  und  werden  beide  von  dieser  getroffen.  Die 
Funkte  dieser  3  Theile  von  k^  sind  die  Bilder  der  {Oy  io)  schneidenden 
Büschel  der  drei  Arten.  Bei  den  ersten  durchwandert  der  Scheitel  die 
Gerade  mx,  die  Ebene  umhüllt  den  Eegel  2.  Grades  aus  0  an  0^; 
bei  den  zweiten  dreht  sich  die  Ebene  um  OF,  der  Scheitel  beschreibt 
den  Kegelschnitt  von  <Z>^  in  m^  bei  den  dritten  endlich  läuft  der  Scheitel 
auf  der  Erzeugenden  von  0^  in  (o  und  die  Ebene  dreht  sich  um  die 
durch  0  gehende;  so  dass  diese  Büschel  einem  durch  (0,  id)  gehenden 
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Strahlennetze  aDgehören  und  deshalb  in  die  Punkte  einer  Geraden  sich 
abbilden. 

Die  Dqppelstrahlen  d^y  d^  bilden  sich  in  die  Schnittpunkte  von  k^  ^ 
und  kl  p  äby  d  und  d'  in  die  Stüts^nkte  von  k^  auf  diese  Ourven. 

Die  Ebenen  derselben  sind  die  Bilder  des  Feldes  ^  und  des  Bündels 
P,  die  Geraden,  welche  sich  auf  k^  und  tj  p,  auf  k^  und  k\  ^,  auf  k]  p 
und  k^^  stützen,  die  Bilder  der  StraJdenbdschel  des  Complexes  von  den 

drei  Arten. 

Die  Geraden  aus  der  Schaar  \  auf  der  Fläche  0^^^(k\  ^,  Ä*  ,  k^ 
treffen  die  beiden  Kegelschnitte  in  den  Punkten,  welche  den  verknüpf- 
ten (»-Gebüschen  correspondiren,  so  dass  die  Involution  I^  in  eine  Pro- 
jedivität  zwischen  den  Kegelschnitten  k^^,  k^p  übergegangen  ist.  Die 
Bilder  der  Regeischaaren  q  des  Complexes  treffen  alle  k^^,  die  einen 
kl  ^  einmal;  k^  p  zweimal,  die  andern  umgekehrt;  jene  Regeischaaren 
senden  daher  einen  Strahl  in  n,  diese  einen  durch  P. 

Und  so  haben  wir  zweierlei  Arten  von  Begelschaaren  q\  die  einen 
gehen  durch  P,  die  andern  berühren  n\  zwei  verknüpfte  Gebüsche  werden 
beew,  von  solchen  der  einen  und  der  andern  Art  gebildet 

Die  Regeischaaren  Ta  haben  in  ihrer  Leitschaar  stets  einen  Strahl 
von  (Py  ;r),  die  eine  Leitgerade  ihres  H;  also  gehen  sie  durch  P  und 
berühren  ^r;  die  r<  thun  weder  das  eine  noch  das  andere. 

Man  erhalt  bei  Montesano's  Abbildung  diesen  Fall,  wenn  P\' 
mit  der  Grundfläche  K^^  eine  Erzeugende  gemeinsam  hat;  der  Torsus 
F^K^  besteht  dann  aus  dem  Ebenenbüschel  um  diese  und  einem 
Torsus  3.  Klasse.  Die  Strahlengebüsche  im  Gewinde-Gebüsche  G  ^  {dd'\ 
welche  den  Ebenen  des  Büschels  entsprechen,  bilden  daher'selbst  einen 
Büschel,  also  ihre  Axen  einen  Strahlenbüschel,  den  (P,  ar);  während 
die  Axen  der  Gebüsche,  welche  den  Ebenen  des  Torsus  correspondiren, 
die  Regelfläche  ^  erzeugen. 

Auch  von  diesem  Complexe  erhält  man  als  Specialfölle  den  Hirst'- 
schen  und  den  tetraedralen. 

Seine  Mannig  faltigkeit  ist  15,  ebenso  gross  als  die  von  [(11)  (11)  11].  823 
Die  der  cubischen  Regelfläche  nämlich  ist  2.4  -f-  5  (I,  Nr.  39);  P  hat 
oc^  Lagen  auf  der  doppelten  Leitgeraden,  x  ist  dann  bestimmt;  zu 
dieser  singulären  Fläche  (0',  7t,  P)  giebt  es  oo^  Complexe,  oder  auch 
die  Projectivität  zwischen  der  Geradenschaar  von  4>^  und  dem  Büschel 
(P,  sr)  ist,  da  die  gemeinsamen  Strahlen  sich  selbst  entsprechen, 
noch  auf  oo^  Weisen  möglich. 

Oder,  in  der  Geradenschaar  der  0^,  als  einem  Gebilde  vom  Ge- 
schlechte 0,  sind  cx)^  Involutionen  möglich. 
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Oder  endlich^  nachdem  die  windschiefen  Doppelstrahlen  d,  d'  ge- 
geben  und  die  Gorrelation  zwischen  {dd')  und  H^  festgelegt  ist,  haben 
wir  so  viele  Complexe^  als  es  in  27,  Flachen  F^  giebt,  welche  die 
Grundfläche  K^  iu  einer  Erzeugenden  schneiden;  deren  sind  oo^+^; 
und  demnach  ist  die  Anzahl  der  Complexe  oo*-*+^.  — 

Wenn  F  in  einen  Cuspidälpunkt  der  doppelten  Leitgeraden  von  ^ 
0U  liegen  kommtj  so  vereinigen  sich  d^^  d^  in  die  Torsallinie  desselben, 
und  die  beiden  GeMsche  [d^],  [d^]  faüen  auch  in  eins  zusammen,  das  an 
Stelle  aller  4  isolirten  Fundamental-Gewinde  getreten  ist;  diesem  Special' 
faUe  ist  daher  die  Bezeichnung: 

[(11)4] 
ZU  gd>en. 

Die  gemeinsame  Gerade  von  F^*  und  Kj^  ist  Erzeugende  des  Torsus 
3.  Klasse,  der  beiden  Flächen  noch  umgeschrieben  ist,  (oder  Tangente 
ihres  ferneren  Schnitts  3.  Ordnung). 

Beide  Complexe  [(11)22]  und  [(11)4],  mit  nur  einem  fundamentalen 
Büschel,  haben  den  Grad  3  für  die  Beihe  consingulärer  Complexe. 

IV. 

824  Wir  wenden  uns  zu  den  Complexen  mit  zwei  windschiefen  Doppel- 

strahlen  d^  d\  bei  welchen  diese  unendlich  nahe  sind.  Wir  haben  es  dann 
mit  einem  bestimmten  singulären  Strahlennetze  91®  —  bisher  [d,  d']  — 
zu  thun,  für  das  also  nicht  blos  die  Leitgerade  d  gegeben  ist,  sondern 
auch  die  Prqjectivität  zwischen  den  Scheiteln  und  Ebenen  seiner  Sfrahlen- 
büschel.  Die  singulare  Fläche  O  ist  eine  Begelfläche  4.  Grades  von  der 
Art  II  mit  zwei  vereinigten  Leitgeraden  (I,  Nr.  40),  befindlich  in  diesem 
Strahlennetze,  so  dass  die  beiden  Erzeugenden,  welche  von  einem  Punkte 
von  d  ausgehen,  auch  in  einer  Ebene  durch  d  gelegen  sind.  Die  cubische 
Curve  C^  in  einer  Berührungsebene  r  von  0  berührt  nunmehr  die  in 
r  enthaltene  Erzeugende  in  dem  Punkte  %,  wo  diese  sich  auf  d  stützt. 
Seien  ^  und  fi  wiederum  die  mit  dem  Berührungspunkte  T  von  t  in 
gerader  Linie  gelegenen  Punkte  von  C^,  deren  Büschel  zu  den  den 
Complex  erzeugenden  Involutionen  Ih,  h  führen. 

Jeder  Tangente  aus  ^  ist  dann  eine  aus  2  so  zugeordnet,  dass 
die  Verbindungslinie  ihrer  Berührungspunkte  durch  S),  den  Berührungs- 
punkt der  einen  Tangente  aus  T,  geht.*)  Die  durch  die  Berührungs- 
punkte gehenden  Erzeugenden  liegen  dann  in  einer  Ebene  durch  d 
und  schneiden  sich  auf  d.     Also: 

Jedem  Doppelstrahle  der  Involution  In  ist  ein  Doppelstrahl  von  Ii 


*)  Schröter,  Ebene  Corven  3.  Ordnung  §  13^  2. 
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$0  zugeordnet,  dass  sie  sich  auf  d  schneiden  und  ihre  Ebene  durch  d  geht^ 
oder  dass  sie  zu  demselben  Strahlenbüschel  des  Strahlennetees  91^  gehören. 

Wir  haben  noch  2.4  singulare  Strahlenuetze  im  Complexe,  deren 
Strahlen  alle  die  Fläche  O  berühren. 

Von  den  4  sich  selbst  verbundenen  Involutionen  der  O  ist,  weil  eben 
d'  sich  mit  d  vereinigt  hat,  eine  diyenige,  in  der  zwei  auf  d  sich  schnei- 
dende Erzeugenden  gepaart  sind  (Nr.  590);  in  der  verbundenen  sind 
nämlich  im  allgemeinen  Falle  zwei  Erzeugende  gepaart,  die  sich  auf 
d'  schneiden  und  deren  Ebene  durch  d  geht,  in  nnserm  Falle  also 
dieselben.  Es  bleiben  daher  nur  drei  sich  selbst  verbundene  Invo- 
lutionen von  der  allgemeinen  Art;  dem  entspricht,  dass  von  T  die  eine 
Tangente  an  C^  die  Erzeugende  ist,  die  zu  der  erst  genannten  sich 
selbst  verbundenen  Involution  führt  Das  entsprechende  Fundarnetüal- 
Gewinde  ist  das  Gebüsche  [d]  und  in  den  fundamentalen  Büschel  durch 
unser  Netz  9i®  eingetreten,  für  den  es  das  einzige  Gebüsche  ist.  Dies 
drücken  wir  durch  (21)  aus.  Wir  haben  somit  nur  3  isolirte  Fundor 
mentcdrGewinde  und  unsern  Complex  mit 

[(21)111] 
zu  bezeichnen. 

Von  den  stationären  Elementen  hat  sich  jedes  mit  d'  incidirende 
mit  einem  derjenigen,  die  mit  d  incidiren,  vereinigt,  so  dass  wir  nur 
noch  4  stationäre  Punkte  und  4  stationäre  Ebenen  haben,  die  nunmehr 
quaiemär  sind:  die  CuspiddlpunJcte  und  Cuspidalebenen  von  O.  Wegen 
der  Eigenschaft  der  Regelfläche,  dass  zwei  sich  auf  d  schneidende  Er- 
zeugenden auch  in  einer  Ebene  durch  d  liegen,  ist  jede  von  diesen 
4  Cuspidalebenen  einem  der  4  Cuspidalpunkte  zugehörig. 

Aus  der  in  I,  Nr.  40  besprochenen  Erzeugung  unserer  Regelfläche 
geht  hervor,  dass  ihre  Mannigfaltigkeit  um  1  kleiner  ist  als  die  der 
allgemeinen  von  der  Art  I  —  indem  bei  dem  Punkte  D^  die  willkür- 
liche Lage  aufgehört  hat  — ,  also  15;  und  folglich  hat  der  vorliegende 
Complex  die  Mannigfaltigkeit  16. 

Für  zuoei  unendlich  nahe  Geraden  d,  d'  artet  die  Grundfläche  K^ 
der  Montesano'schen  Abbildung  in  einen  Kegelschnitt  aus;  denn,  weil 
die  beiden  in  Nr.  791  erwähnten  Büschelpaare,  die  den  Schnitten  einer 
Geraden  von  27^  mit  Ki^  correspondiren,  hier  stets  zusammenfallen,  so 
trifft  jede  Gerade  von  27j  die  Grundfläche  in  zwei  vereinigten  Punkten: 
die  K^^  als  Punktort  ist  eine  Doppelebene;  die  Tangentialebenen  aber 
aus  einer  beliebigen  Geraden  sind  verschieden.  Im  allgemeinen  Falle 
unserer  jetzigen  Specialität  ist  jP^^  eine  allgemeine  Fläche  2.  Grades 
und  in  beliebiger  Lage  zum  Grund-Eegelschnitte  K^\ 

Den  Tangenten  von  Kj^  entsprechen  Bündel-Felder,  deren  Scheitel 
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und  Ebenen  in  der  oben  erwähnten  Projectivität  zageordnet  sind;  durch 
alle  geht  das  Gebüsche  [d].  Diesem  Oebüsche  [d]  entspricht  die  Ebene 
Xi  von  K^K 

Den  Geraden  von  Fj^,  welche  Kj^  treffen^  entsprechen  singulare 
Strahlennetze  des  Complexes;  und  man  sieht^  wie  jedem  aus  der  einen 
Reihe  eins  aus  der  andern  gepaart  wird:  die  entsprechenden  Geraden 
von  JF\^  gehen  durch  denselben  Punkt  von  K^K 

825  Die   speciellen   Fälle    erhalten    wir   durch   die    ähnlichen   Ueber- 

legungen  wie  früher. 

Die  Eegeifläche  bekomme  eine  doppelte  Erzeugende  d^  und  ist  daher 
von  der  Art  VIII  (I,  Nr.  43).  Aus  jeder  der  beiden  Reihen  von  Strah- 
lennetzen fallen  2  von  den  singulären  zusammen  in  eins  mit  der  Leit- 
geraden diy  so  dass  diese  für  2  solche  Netze  Leitgerade  ist;  jede 
Reihe  enthält  noch  2  andere;  ebenso  repräsentiren  Punkt  und  Ebene 
ddi  zwei  von  den  4  stationären  Punkten  oder  Ebenen  und  gehören  so 
zusammen^  dass  der  Büschel  dd^  doppelt  sowohl  den  Gomplexkegel  aus 
dem  Punkte  dd^y  als  die  Complexcurve  in  der  Ebene  dd^  darstellt. 

Von  T  kommt  (ausser  der  Erzeugenden)  nur  noch  eine  Tangente 
an  C^,  die  andern  sind  in  die  Gerade  nach  dem  von  d^^  herrührenden 
Doppelpunkte  gefallen;  d.  h.  das  Gebüsche  [JJ  hat  zwei  von  den  isolirten 
Fundamentdl-Gewinden  in  sich  aufgenommen;  es  ist  nur  noch  eins  vor- 
handen; es  ergiebt  sich  die  Bezeichnung: 

[(21)21]. 

Wenn^  noch  specieller,  d^  cuspidale  doppelte  Erzeugende  für  <P  unrd, 
so  hat  jede  der  Reihen  von  Strahlennetzen  nur  ein  singuläres  Strahlen- 
netz ausser  dem  mit  der  Leitgeraden  d^]  die  stationären  Elemente  d^d 
haben  noch  ein  weiteres  und  ebenso  hat  das  Gebiisdie  [dj}  auch  noch 
das  letzte  isolirte  Fundamental- Gewinde  in  sich  aufgenommen;   die  Be- 

Zeichnung  ist  daher: 

[(21)3]. 

Lassen  wir  hingegen  d>  zwei  doppelte  Erzeugenden  d^^  d^  bekommen, 
so  dass  sie  wiederum  in  O^,  O^^  zerfällt;  so  erhalten  wir  den  Fall, 
auf  den  wir  schon  in  anderer  Weise  gestossen  sind,  nämlich  als  wir, 
bei  getrennten  d,  (f ,  diese  doppelten  Erzeugenden  di,  d^  an  einander 
rückten  (Nr.  813);  ihm  entspricht  die  Bezeichnung: 

[(21)(ll)l]; 

und  noch  spedeUer  ist  der  FaU: 

L(21)(2i)], 
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in  welchem  sowohl  d  und  d\  als  d^  und  d^  unendlich  nahe  sind.  Wah- 
rend vorhin  d>^  und  ä>|^  sich  längs  d  berühren,  thnn  sie  es  jetzt  längs 
d  und  (f,. 

Die  Mannigfaltigkeit  ist  in  diesen  4  Fällen  16 — i,  16— J2,  16 — 2, 
16 — 5,  je  um  1  niedriger  als  in  den  entsprechenden  Fällen  der  frühe- 
ren Betrachtung. 

Bei  Montesano  ergeben  sie  sich,  u>€nn  F^  den  Kegelschnitt  K^ 
berührt,  osculirt^  in  zwei  Punkten^  vierpunktig  tangirt. 

Zum  letzten  Falle  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  die  beiden 
Congruenzen  2.  Grades  singulärer  Strahlen,  —  welche  den  Punkten 
der  Beruh rungs- Kegelschnitte  der  F^^  mit  den  ihr  umgeschriebenen 
durch  den  K^^  gehenden  Kegeln  2.  Grades  entsprechen  —  sich  auf 
zwei  Gerade  des  Büschels  dd^  stützen,  die  zu  d,  d^  harmonisch  sind. 

Wir  können  hier  gleich  noch  die  Hegel  fläche  4.  Grades  von  der  826 
Art  XII  (I,  Nr.  46)  anreihen,  die  unter  den  nicht  zerfallenden  Regel- 
flächen 4.  Grades  als  singulare  Fläche  möglich  ist  (Nr.  803);  ihre  drei- 
fache Gerade  d^  ist  einfache  und  einzige  Leitgerade  und  zugleich  dop- 
pelte Erzeugende.  Und  zwar  ist  sie  beidemal  torsal,  und  wir  haben 
auf  d^  2  Cuspidalpunkte  und  durch  sie,  ihnen  zugehörig;  2  Cuspidal- 
ebenen. 

Der  Spurpunkt  von  ä'  in  irgend  einer  Tangentialebene  r  von  0 
ist  Doppelpunkt  von  C^;  daraus  folgt  wiederum,  dass  d^  in  jeder  der 
beiden  Involutionen  Ih  und  /<  ein  binärer  Doppelstrahl  ist  und  also 
noch  je  2  andere  vorhanden  sind.  Jeder  der  beiden  Cuspidalpunkte  wird 
(guaternärer)  stationärer  Punkt  D  für  den  Complex  und  hat  die  zuge- 
hörige Cuspidalebene  zur  Ebene  i,  und  ebenso  hat  diese  als  (guatemäre) 
stationäre  Ebene  d  jenen  zum  Punkte  ^E,  so  dass  wir  2  Büschel  (Z>,  d) 
haben,  welche  doppelt  gerechnet  für  den  Scheitel  den  Complexkegel, 
für  die  Ebene  die  Oomplexcurve  bilden. 

d^  ist  Leitgerade  für  ein  singuläres  Strahlennetz  aus  jeder  der 
beiden  Reihen;  jede  enthält  noch  2  andere.  Jene  beiden  Strahlennetze, 
für  welche  d^  die  einzige  Leitgerade  ist,  haben  das  Paar  der  beiden 
eben  genannten  Büschel  zur  gemeinsamen  Regelschaar. 

Von  den  4  Tangenten  der  C^  aus  dem  Berührungspunkte  T  von  r 
sind  zwei  in  die  Gerade  nach  dem  Doppelpunkte  gefallen;  so  dass  von 
den  4  sich  selbst  verbundenen  Involutionen  zwei  in  diejenige  zusam- 
mengefallen sind,  deren  gepaarte  Geraden  sich  (in  einem  Punkte  von 
d^  und  in  einer  Ebene  durch  d^)  schneiden.  Dieser  Involution  ent- 
spricht das  Gebüsche  [d^],  das  zum  fundamentalen  Büschel  gehört  und  zwei 
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von  den  4  isolirten  Fundamentäl-Gewinden  des  allgemeinen  Falls  [(ll)llllj 
in  sich  aufgenommen  hat;  der  Complex  ist  daher  mit: 

[(31)11] 

ZU  bezeichnen.  Wir  können  diesen  Fall  als  Specialfall  von  [(11)211] 
(Nr.  805)  ansehen^  indem  dessen  3  Doppelstrahlen  d,  d\  d^,  von  denen 
der  letzte  die  beiden  ersten  windschiefen  schneidet,  zusammenge- 
fallen sind. 

Man  erhält  ihn  bei  Montesano's  Abbildung,  wenn  JF^'  die  Ebene 
X|  des  Grund -Kegelschnitts  K^^  in  einem  beliebigen  Paukte  berührt; 
wir  wissen,  dass  schon  im  allgemeinen  Falle  dieser  Ebene  x^  das  Ge- 
büsche [d]  in  G  correspondirt.  Nunmehr  wird  x^  doppelte  Ebene  des 
Torsus,  welcher  K^^  und  F,^  zugleich  umgeschrieben  ist;  und  die  Axen 
der  Gebüsche,  welche  den  Ebenen  dieses  Torsus  entsprechen,  erzeugen 
die  Regelfläche  <P;  folglich  wird  d,  die  schon  Leitgerade  von  <[>  ist, 
auch  doppelte  Erzeugende  dieser  Fläche,  diese  als  von  der  Art  XII. 

Nehmen  wir  noch  specieller  au,  dass  die  heideti  Cuspiddlpunkte  und 
CuspidaUhenen  von  d^  zusammenrücken  und  diese  Gerade  eine  stationäre 
Erzeugende  von  0  wird;  so  wird  in  jeder  Tangentialebene  r  die  Spur 
von  d^  Rückkehrpunkt,  und  wir  haben  in  jeder  der  beiden  Reihen  von 
Strahlennetzen,  ausser  dem,  das  d^  zur  Leitgeraden  hat,  nur  noch  ein 
singuläres  Strahlennetz;  das  Gebüsdie  [d^]  hat  noch  ein  weiteres  isolirtes 
Fundamental -Gewinde  in  sich  aufgenommen;  wir  haben  den  Complex, 
einen  Specialfall  von  [(11)31],  mit 

[(41)  1] 
ZU  bezeichnen. 

F^  muss,  wenn  dieser  Specialfall  eintreten  soll,  die  Ebene  x^  in 

einem  Punkte  von  K^  berühren. 

827  Die  Mannigfaltigkeit  der  Regelfläche  von  der  Art  XII  wollen  wir 

auf  Grund  der  in  I,  Nr.  46  besprochenen  projectiven  Erzeugung  be- 
stimmen; diese  ist  folgende:  Eine  Gerade  d^  und  eine  ebene  Curve 
3.  Ordnung  C^  mit  Doppelpunkt  sind  so  gelegen,  dass  d^  durch  den 
Doppelpunkt  geht;  sie  werden  in  eine  projective  Beziehung  gebracht, 
welche  keiner  Einschränkung  unterworfen  ist;  die  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  erzeugen  die  Fläche.  Die  Mannigfaltigkeit  von 
rf'  ist  4,  von  C  bei  der  vorgeschriebenen  Lage  zu  d*  3  +  (9  —  3)  =  9, 
denn  die  Ebene  kann  cx>^  Lagen  haben  und  für  eine  Curve  in  gegebe- 
ner Ebene  repräsentirt  ein  gegebener  Doppelpunkt  3  Bedingungen; 
dazu  kommt  die  Mannigfaltigkeit  3  der  projectiven  Beziehung,  wäh- 
rend andererseits  für  jede  gegebene  Fläche  dieser  Art  wegen  der  oo' 
Curven  C^  die  Mannigfaltigkeit  der  Erzeugung  2  ist. 
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Also  ist  die  MannigfaÜigJceU  der  Fläche  XII  4  +  9  +  3  —  2  =  14; 
sie  subsumirt  sich  der  Art  YII,  welche  zwei  getrennte  Leitgeraden 
und  eine  doppelte  Erzeugende  und  die  Mannigfaltigkeit  15  hat,  ist 
hingegen  der  Art  YIII,  bei  der  die  Leitgeraden  sich  vereinigt  haben 
und  welche  auch  die  Mannigfaltigkeit  14  hat,  coordinirt.*) 

Die  Mannigfaltigkeit  unseres  Complexes  [(31)11]  ist  daher  um  1 
grosser,  also  15. 

Wird  d^  stationär  auf  der  Regelfläche,  so  sinkt  die  Mannigfaltig- 
keit  derselben  auf  13,  und  die  des  Complexes  [(41)1]  ist  14. 

In  Nr.  820  haben  wir  der  Regelfläche  4.  Grades  von  der  Art  I  828 
2  sich  schneidende  doppelten  Erzeugenden  gegeben  und  dadurch  sie 
zum  Zerfallen  in  eine  cubische  Regelfläche  und  einen  Strahlenbüschel 
gebracht;  jene  Erzeugenden  wurden  dann  einfache  Erzeugenden  der 
cubischen  Regelfläche.  Gehen  wir  von  einer  Fläche  von  der  Art  II 
mit  vereinigten  Leitgeraden  aus,  so  müsste  die  cubische  Regelfläche 
eine  Cayley'sche,  ebenfalls  mit  zwei  vereinigten  Leitgeraden,  sein; 
bei  dieser  sendet  jeder  Punkt  der  Leitgeraden  nur  eine  —  von  der 
Leitgeraden,  die  ja  auch  Erzeugende  ist,  verschiedene  —  Erzeugende 
aus;  also  ist  ein  derartiges  Zerfallen  nicht  möglich.  Da  zwei  sich  schnei- 
dende Erzeugenden  unserer  Fläche  von  der  Art  11  stets  mit  der  Leit- 
geraden in  einem  Büschel  liegen,  so  werden  wir,  sie  als  doppelte  Er- 
zengende annehmend,  auch  zu  dem  Falle  von  drei  Doppelstrahlen  eines 
Complexes  2.  Grades  gelangen,  welche  sich  in  demselben  Büschel  be- 
finden, einem  Falle,  mit  dem  wir  uns  später  beschäftigen  wollen. 

Bei  der  Fläche  von  der  Art  XII  aber  ist  dies  Zerfallen  in  eine 
Cayley'sche  Regelfläche  3.  Grades  0^  und  einen  Strahlenbüschel  (P,  sr), 
der  dann  die  Leitgerade  rf'  jener  —  für  <5'  nur  noch  d*  —  mit  irgend 
einer  Erzeugenden  d^  verbindet,  möglich;  wir  erhalten  einen  Specialfall 
von  [(11)22],  in  dem  sich  die  drei  Doppelstrahlen  d,  d\  d,  in  c?  ver- 
einigt haben  und  noch  ein  diesen  schneidender  DoppelstraM  d^  vorhanden 
ist.  Das  GAüsche  \d^  nimmt  die  beiden  isolirten  Fundamental- Gewinde 
in  sich  auf  welche  hei  [(31)11]  noch  vorhanden  waren**),  und  der  jetzige 
Complex  bekommt  die  Bezeichnung: 

[(31)2]. 

*)  Durch  ähnliche  Ueberlegungen  habe  ich  die  Mannigfaltigkeit  aämmtlicher 
Regelflächen  4.  Grades  ermittelt;  sie  ist  far  III  (mit  doppelter  cnbischer  Banm- 
cunre)  17,  für  I,  IV,  IX  16,  für  U,  V,  VI,  VII,  X,  XI  15  und  fürVllI  und  XII  14. 
Für  die  beiden  cubischen  Begelflächen  (I,  Nr.  39)  ist  sie  18  und  12. 

**)  Oder  eins  von  den  Gebüschen,  welche  bei  [(11)22]  an  die  Stelle  yon  je 
2  Fundamental-Gewinden  getreten  ist. 
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Bei  [(11)22]  waren  nur  dfj,  d^  Doppelstrahlen  mit  Feld  und  Bün- 
del, während  von  den  Leitgeraden  d  ein  Doppelstrahl  mit  Feld,  d'  ein 
solcher  mit  Bündel  war  (Nr.  821);  indem  nun  hier  diese  3  letzten 
Strahlen  zusammengefallen  sind,  ist  auch  die  Leitgerade  d^  Doppelstrdhl 
mit  Feld  und  Bündel  geworden.  Auf  ihr  haben  wir  einen  Cuspidalpunkt 
I)  und  eine  ihm  zugehörige  Cuspidalebene  ö]  folglich  muss  der  Büschel 
aus  ersterem,  der  doppelt  gerechnet  den  vollen  Complexkegel  darstellt, 
in  die  Ebene  x  fallen*),  denn  je  einer  von  den  beiden  Complex-Strahlen- 
büscheln  eines  jeden  Punktes  von  d^  thut  es,  und  der  Strahlenbüschel 
in  d,  der  doppelt  gerechnet  die  Complexcurve  dieser  stationären  Ebene 
ist,  kommt  aus  P. 

Weil  diese  Büschel  auch  die  zweiten  Büschel  aus  D,  bezw.  in  ö 
sind,  so  gehören  sie  zu  dem  singulären  Strahlennetze,  welches  d^  zur 
Leitgeraden  hat. 

FäUt  P  in  den  Cuspidcdpunkt  D  und  sr,  welche  die  der  d^  unend- 
lich nahe  und  sie  in  D  schneidende  Erzeugende  mit  d^  verbindet,  in 
die  eugehärige  Ouspidälebene  S,  dann  vereinigt  sich  auch  noch  der  vierte 
Doppelstrahl  d^  von  [(31)11]  mit  d^;  und  das  Gdmsche  [dj,  das  im 
vorigen  FäUe  die  beiden  isolirten  Fundamental- Gewinde  in  sich  aufge- 
nommen h(Uf  tritt  in  den  fundamentalen  Büschet  ein;  wir  kommen  $u 
dem  mit 

[(51)] 

ZU  "bezeichnenden  Specialfalle,  Die  Gerade  C  in  der  Tangentialebene  x 
wird  Tangente  von  C^  (in  der  Spur  von  d')  und  der  auf  ihr  gelegene 
Punkt  S  sendet  nur  noch  eine  Tangente  an  C^\  d.  h.  in  der  Eleihe  der 
Strahlennetze  L  haben  wir  nur  ein  singuläres,  dessen  Strahlen  O^ 
tangiren. 

Bei  Montesano's  Abbildung  erhalten  wir  den  ersten  dieser  bei- 
den Fälle,  wenn  F^  eine  den  Grund-Kegelschnitt  K^  berührende  Er- 
zeugende hat,  und  den  zweiten,  wenn  diese  den  K^  überdies  in  dem- 
selben Punkte  berührt,  wie  Xj  die  F^. 

Da  die  Mannigfaltigkeit  der  Gayley'schen  Fläche  12,  im  ersten 
Falle  (P,  n)  in  od^  Lagen  möglich  ist^  so  ergiebt  sich  als  Mannigfaltig- 
heit  der  beiden  vorangehenden  Complexe  14  y  13, 


*)  Deshalb  kann  der  Büschel  (2>,  d)  nicht  znm  Complexe  und  also  auch  nicht 
zur  Congruenz  der  singulären  Strahlen  gehören,  wie  Montesano  behauptet. 
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L 

Nehmen  wir  an,  der  Complex  F^  habe  3  gegen  einander  mndschiefe  829 
Doppelstrahlen  d,  d\  d"*),  so  wollen  toir  die  beiden  verbundenen  Begel- 
schaaren  (dd'd")  und  [dd'd"]  mit  A  und  ip  bezeichnen,  die  gemeinsame 
Trägerfläche,  welche  sich  als  singulare  Fläche  herausstellen  wird,  mit  O. 

A  hat  mit  F^  3  Doppelstrahlen  gemeinsam,  gehört  ihm  also  ganz 
an.  Jedes  Strahlennetz  ferner  durch  d,  d'  schneidet  F^  in  einer  ßegel- 
fläche  4.  Grades  mit  zwei  doppelten  Erzeugenden  dy  d\  d.  h.  in  zwei 
Regeischaaren,  welche  d,  d'  gemeinsam  haben;  jedes  Strahlennetz  also 
durch  d,  d\  d"  oder  /l  schneidet  in  zwei  ßegelschaaren,  welche  d,  d\  d" 
gemeinsam  haben,  demnach  in  A  zusammenfallen. 

Für  jedes  durch  /l  gehende  Strdhlennetz  repräsentirt  A  doppelt  ge- 
rechnet den  Schnitt  mit  F^. 

Legt  man  durch  A  und  irgend  einen  dieser  Regelschaar  nicht 
angehorigen  Strahl  des  Complexes  das  Strahlennetz,  so  gehört  dies 
ganz  dem  Complexe  an,  und  so  sehen  wir,  dass  jedes  durch  A  gelegte 
Gewinde  den  Complex  in  ewei  Strahlennetzen  schneidet  und  derselbe  von 
oo^  Strahlennetzen  einfach  durchzogen  wird,  welche  alle  durch  A  gehen. 

Die  Leitgeraden- Dupel  dieser  Strahlennetze  befinden  sich  in  der 
Regelschaar  tp,  und  jede  Gerade  h  derselben  ist  für  2  von  diesen 
Strahlennetzen  Leitgerade. 

In  der  That^  es  sei  X  ein  beliebiger  Punkt  von  h  und  g  ein  von 
ihm  ausgehender  Strahl  des  Complexes,  h^  die  zweite  Gerade  von  % 
welche  er  trifft;  das  Strahlennetz  durch  A  und  g  ist  ganz  im  Com- 
plexe enthalten,  und  h  und  h^  sind  seine  Leitgeraden;  der  Strahlen- 
büschel dieses  Netzes  aus  X  gehört  also  auch  zu  F^;  seine  Ebene 
geht  durch  h^,  und  er  enthält  deshalb  den  durch  X  gehenden  Strahl 
von  A.  Mithin  ist  X  ein  singulärer  Punkt  des  Complexes;  wenn  nun 
h^  die  zweite  Gerade  von  9  ist^  welche  von  irgend  einem  Strahle  des 
zweiten  Complex-Strahlenbüschels  aus  X  getroffen  wird,  so  haben  wir 
damit  das  zweite  Strahlennetz  von  F^,  von  dem  h  die  eine  Leitgerade 
ist.     Auch  dieser  zweite  Büschel  geht  durch  jenen  Strahl  von  A, 

Folglich  sind  alle  Punkte^  alle  Ebenen  von  O  singulär.  Der  zuge- 
hörige singulare  Strahl  ist  stets  die  Gerade  von  A,  die  mit  dem  Punkte, 
der  Ebene  inddirt 

Aüe  Strahlen  von  A  sind  Doppelstrahlen  des  Complexes,  und,  indem 

*)  Yergl.  hiena:  Segre,  Math.  Annalen  Bd.  28  S.  285,  sowie  wegen  der 
EreengnDgen :  Weiler,  Zeitschr.  f.  Math.  o.  Phys.  Jg.  27  S.  267,  Jg.  29  S.  187. 

Sturnif  Liniengeometrie.    HI.  29 
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die  ursprünglich  angenommenen  sich  nur  wie  die  übrigen  verhalten, 
mag  d  der  Name  irgend  eines  dieser  oo^  Doppelstrahlen  des  Com- 
plexes  sein. 

Wenn  also  ein  Complex  2.  Grades  3  gegen  einander  windschiefe 
Doppelstrahlen  besitzt,  so  sind  aUe  Strahlen  der  durch  sie  bestimmten 
Begdschaar  DoppelstraJden. 

Ein  Doppelstrahl  eines  Complexes  2.  Grades  ist  stets  Doppel- 
gerade der  singulären  Fläche;  folglich  ist  0,  doppelt  gerechnet,  voll- 
ständige singulare  Fläche. 

Hat  ein  Complex  2.  Grades  3  windschiefe  Doppelstrahlen  und  damit 
eine  ganze  Begelschaar  von  Doppelstrahlen,  so  ist  deren  Trägerfläche,  dop- 
pelt gerechnet,  seine  singtdäre  Fläche. 

Er  enthält  cx>*  Strahlennetjse,  welche  alle  durch  diese  Begelschaar 
gehen;  die  Leitgeraden -Dupel  derselben  bilden  in  der  verbundenen  Begd- 
schaar eine  involutorische  Correspandenz  [2]. 

Erinnern  wir  uns,  dass  wir  schon  in  Nr.  605  beobachtet  haben, 
dass  zwei  verbundene  Involutionen  Ja,  J/  auf  einer  Regelfläche  4.  Gra- 
des in  eine  involutorische  Correspondenz  [2]  übergehen,  wenn  die 
Regelfläche  in  eine  doppelte  Regelscbaar  ausartet 

Umgekehrt,  wenn  in  eine  Begdschaar  q>  eine  involutorische  Corre- 
qpondenz  [2]  gdegt  wird,  so  erzeugen  die  Strahlennetze  [AAJ,  deren  Leit- 
gerade sich  in  ihr  entsprechen,  einen  Complex  2,  Grades,  für  wdchen 
edle  Strahlen  der  der  q>  verbundenen  Begdschaar  J  doppdt  sind. 

Complexcurve  in  einer  Ebene  £  wird  die  Direcüonscurve  der  von 
dem  Kegelschnitte  (p^  getragenen  involutorischcn  Correspondenz  [2], 
die  durch  die  gegebene  hervorgerufen  wird.  Wenn  h  die  Gerade  von 
9  in  irgend  einer  Ebene  durch  einen  Strahl  d  von  ^  ist  und  hj^,  h^  üxr 
in  [2]  entsprechen,  so  gehören  die  Büschel  in  der  Ebene  aus  den 
Netzen  [hh^],  [hh^]  zum  Complexe  und  haben  d  gemein,  so  dass  dieser 
Doppelstrahl  des  Complexes  ist. 

Durch  die  Begelschaar  g>  (oder  A)  und  die  Complexcurve  in  irgend 
einer  Ebene  ist  daher  dieser  Complex  vollständig  und  eindeutig  bestimmt; 
denn  letztere  legt  die  Correspondenz  [2]  in  9  fest. 

Die  im  Complexe  enthaltenen  Strahlennetze  bilden  im  jetzigen  FaUe 
ein  einziges  Continuum;  jede  zwei  sind,  wegen  der  gemeinsamen  Begel- 
schaar ^,  durch  ein  Gewinde  verbunden.  Zu  jedem  gehört  ein  Ge- 
winde, welches  F^  in  ihm  berührt 

Die  vier  Coincidenzstrahlen  von  [2]  führen  zu  singulären  Strahlen- 
netzen und  sind  die  4  Geraden,  welche  der  Complex  mit  9  gemein- 
sam hat 

Verbinden  wir  2  feste  von  den  Strahlennetzen  mit  den  übrigen, 
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so  neigt  sich  der  Cotnplex  als  Ereeugniss  eweier  projectiver  Gewindebüschd 
SifSj^,  deren  Crrund-Strahlennetge  sich  nicht  blos  in  zwei  Geraden,  son- 
dern in  einer  Begdschaar  durchschneiden.  Ihre  sämmtlichen  Geraden 
sind  aus  demselben  Grunde  doppelt,  wie  im  allgemeinen  Falle  jene 
zwei  (I,  Nr.  160). 

Die  beiden  erzeugenden  Büschd  sind  also  in  demselben  Gewindenetee 
82  enthalten. 

Und  wie  im  allgemeinen  Falle  jene  zwei  Strahlen  allen  erzeugen- 
den Strahlennetzen  gemeinsam  sind,  so  hier  alle  Strahlen  der  Regel- 
schaar;  daraus  folgt,  dass  die  Leitgeraden  derselben  die  Leitschaar 
erfüllen,  die  so,  doppelt  gerechnet,  an  Stelle  der  ßegelfläche  4.  Grades 
tritt.  Da  sämmtliche  Gewinde  des  einen  wie  des  andern  Büschels 
durch  zi  gehen,  so  durchlaufen  die  Polaren  einer  Geraden  h  der  Leit- 
schaar diese;  die  zu  entsprechenden  Gewinden  gehörigen  bewegen  sich 
projectiy  und  vereinigen  sich  zweimal:  in  den  zweiten  Leitgeraden 
solcher  erzeugenden  Strahlennetze,  deren  erste  h  ist;  wir  haben  die 
involutorische  Correspondenz  [2]. 

Die  Mannigfaltigkeit  des  Complexes  ist  9  -{-  &  =  14;  ^^  i^  jeder 
Regelschaar  oo*^  involutorische  Correspondenzen  [2]  möglich  sind;  oder 
9  +  2.2  +  3—2,  da  man  auf  oo*+*-*  Weisen  2  Strahlenuetze  mit  einer 
gemeinsamen  Regelschaar  zusammenstellen  und  die  durchgehenden  Ge- 
windebüschel auf  00'  Weisen  projectiv  beziehen  kann,  jeder  Complex 
dieser  Art  auf  00^  Weisen  sich  so  erzeugen  lässt. 

Das  fünffach  unendliche  lineare  System  der  Complexe  mit  gemein- 
samer doppelter  Regelschaar  ^  kann  man  in  das  System  ihrer  Com- 
plexcurven  in  einer  festen  Ebene  n  abbilden. 

Wenn  für  einen  Punkt,   eine  Ebene  von   O  stets  der  incidente  830 
Strahl  von  ^  der  zugehörige  singulare  Strahl   ist,   so   scheint  keine 
Congruenz  singulärer  Strahlen  zu  stände  zu  kommen. 

Aber  die  Correspondenz  [2]  in  g>  hat  4  Verzweigungsstrahlen  a',  ... 
ä^;  die  zugehörigen  Doppelstrahlen  seien  0',  ...  a'^.  Für  einen  Punkt 
(eine  Ebene)  von  a  fallen  die  beiden  Complex-Strahlenbüscbel  zu- 
sammen in  den  in  der  Ebene  nach  a^  (um  den  Schnittpunkt  mit  a'). 
Folglich  sind  alle  Punkte  und  Ebenen  der  4  Geraden  a\  ...  stationär 
für  den  Complex,"^)     Deshalb    mögen   diese   —   dem   Complexe  nicht 


*)  In  Math.  Annalen  Bd.  7  hat  Weiler  irrthfimlich  die  Geraden  des  einen 
der  beiden  Qnadmpel  a,  . . .;  a\  • . .  mit  stationären  Punkten^  die  des  andern  mit 
stationären  Ebenen  erfüllt  angenommen;  dies  ist  von  ihm  in  der  Zeitschr.  f.  Math, 
n.  Phys.  Jahrg.  29  8.  191  verbessert.  Das  richtige  Sachverhältniss  hat  Segre 
gefunden  (Salla  geometria  della  retta  S.  66). 

29* 
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angehorigen  —  Geraden  stationär  für  ihn  genannt  werden.*)  Alle 
Strahlen  aber  eines  Büschels^  in  den  die  beiden  BiSschel  aus  einem 
stationären  Punkte,  in  einer  stationären  Ebene  zusammenfallen,  sind 
Singular  (Nr.  533). 

Weil  die  Directionscurve  einer  von  einem  Kegelschnitte  getragenen 
inyolntorischen  Correspondenz  [2]  durch  die  Yerzweigungspunkte  geht, 
so  folgt: 

Alle  Complexcurven  treffen  die  stationären  Geraden,  aUe  Complez- 
Jcegel  berühren  sie. 

Während  also  die  beliebigen  Punkte  und  Ebenen  von  9  als  za- 
gehörigen singulären  Strahl  je  nur  die  incidente  Gerade  von  ^  haben, 
liefern  die  PunJcte  und  Ebenen  der  4  stationären  Geraden  a,  ...  a^^  die 
Congruene  der  singulären  Strahlen  in  den  4  StraMennetzen  [o'a'],  . . .  - 
Berührt  wird  die  einfache  Fläche  9  von  den  Strahlen  dieser  Netze 
nicht:  die  Berührung  des  allgemeinen  Falles  ist  hier  Doppelschnitt 
geworden. 

Consingularität  eines  Complexes  mit  einem  andern  bedeutet  G^ 
meinsamkeit  der  singulären  Fläche  und  der  stationären  Elemente. 
Bisher  folgte  diese  Gemeinsamkeit  der  stationären  Elemente  aus  der 
der  singulären  Fläche.  Das  ist  aber  beim  vorliegenden  Gomplexe  nicht 
mehr  der  Fall. 

Wir  erhalten  also  die  consingulären  Complexe  vermittelst  aller  von  tp 
getragenen  involutorischen  Correspondengen  [2],  toelche  diesdben  Vergwei- 
gungsstrahlen  a,  ...  ä^  haben,  une  die  des  gegebenen  Complexes, 

Insofern  eine  involutorische  Correspondenz  [2]  ein  Specialfall  der 
Correspondenz  [2,  2J  ist,  könnten  wir  die  Eigenschaften  dieses  Systems 
von  „consingulären^^  involutorischen  Correspondenzen  [2]  aus  den  Er- 
gebnissen von  Nr.  602  ff.  ablesen.  Aber  es  ist  einfacher,  sie  direct 
zu  behandeln.  Wir  denken  uns  wieder  den  Kegelschnitt  K,  in  dem 
9>  von  einer  beliebigen  Ebene  |  geschnitten  wird;  die  Yerzweigungs- 
punkte einer  von  ihm  getragenen  involutorischen  Correspondenz  [2] 
sind  die  Schnitte  der  Directionscurve  fi  derselben;  also  bilden  für  alle 
consingulären  Correspondenzen  diese  Curven  ß  einen  Büschel. 

Die  Complexcurven,  in  derselben  Ebene,  aUer  einem  Complexe  der 
vorliegenden  Art  consingulären  Complexe  bilden  einen  Büschel,  ebenso  die 
Complexkegd  aus  dem  nämlichen  Punkte  eine  Schcuxr,  Die  GrundptihktCy 
bezw,  Grundebenen  dieser  Büschel  oder  Schaaren  inddiren  mit  den  4  sta- 
tionären Geraden  d,  ...  a^\ 

In  jenem  Büschel  in  %  befindet  sich  K  selbst;  die  Correspondenz 


*)  So  nennt  sie  MonteRano;   während  sie  bei  Segre  Focalgerade  heiesen. 


Compleze  2.  Grades  mit  unendlich  vielen  Doppelstrahlen.  453 

[2],  für  welche  er  Directionscurve  ist,  ist  die  Identität  (I,  Nr.  29),  die 
natürlich  anch  zu  einer  Identität  in  9  führt.  Der  entsprechende  Com- 
plex  ist  der  Tangentencomplex  von  0. 

Im  vorliegenden  Falle  gekört  zur  Beihe  der  cansingfdären  Complexe 
stets  der  Tangentencomplex  der  singulären  Fläche. 

Die  3  Geradenpaare  des  Büschels  in  |,  als  Tangentencurren  dop-  831 
pelte  Strahlenbüschel,  lehren,  dass  es  unter  den  Correspondenzen  [2] 
in  der  Regelschaar  9  3  doppelte  Involutionen  I^,  I^y  I^  giebt: 

{a'a",  a'aP^,     {a'd",  acP),     {aoF^,  d' d'y, 

folglich  haben  wir  unter  den  consingulären  Oomplexen  3  doppelte  Gewinde 

^t>    ^27    1^3* 

Aus  der  Entstehung  dieser  Gewinde  erhellt  sofort,  dass  sie  die 
Begelschaar  /i  enfhdUen*)  und  also  in  Involution  sind  zu  sämmtlichen 
durch  9  gehenden  Gewinden. 

Drei  solche  aus  4  Elementen  gebildeten  Involutionen  7^,  7,,  I^ 
sind  bekanntlich  zu  je  zweien  harmonisch;  d.  h.  die  Doppelelemente 
der  einen  bilden  ein  Paar  der  andern,  und  die  Elemente,  welche  zu 
den  Elementen  eines  Paars  der  einen  in  der  andern  gepaart  sind, 
bilden  wiederum  ein  Paar  der  ersten.  Daraus  folgt,  dass  je  zwei  von 
den  drei  Gewinden  F^,  F,,  F5  in  Involution  sind,  jedes  das  andere  in 
sich  selbst  transformirt. 

Betrachten  wir  in  der  Ebene  $  die  involutorische  oder  harmonische 
Homologie,  welche  Centrum  und  Axe  der  Involution  7^  —  Ecke  und 
Gegenseite  des  gemeinsamen  Polar-Dreiecks  des  Kegelschnitt-Büschels 
—  zu  Centrum  und  Axe  hat;  sie  transformirt  jeden  der  Kegelschnitte 
ß  in  sich  selbst,  eine  Tangente  desselben  in  eine  andere,  die  Schnitte 
jener  mit  K  in  die  Schnitte  dieser;  aber  entsprechende  Punkte  der 
Homologie  auf  dem  Kegelschnitte  9I  sind  die  Spuren  solcher  Geraden 
von  9,  welche  in  der  Involution  7^  gepaart  sind.  Demnach  transfor- 
mirt auch  diese  jede  von  den  Correspondenzen  [2]  in  sich  selbst. 

Gepaarte  Geraden  der  Involution  7^  auf  9  sind  aber  polar  in 
Bezug  auf  F, . 

Folglich  führt  jedes  der  3  Gewinde  Fi ,  ...  einen  jeden  der  consin- 
gulären Complexe  in  sich  selbst  über,  und  damit  sind  die  drei  Gewinde 
als  Fundamental  "Gewinde  erkannt;  der  frühere  Beweis  (Nr.  541)  ver- 
sagt nämlich  in  diesem  Falle,  wo  wir  keine  Doppeltangenten-Congruenz 
haben. 


*)  Auf  den  Doppelgewinden  als  consingnl&ren  Complezen  musB  ja  J  eben- 
falle  doppelt,  auf  den  einÜEtchen  also  einfach  sein. 
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Aber  zu  diesen  3  isolirten  Fundamental-Qewinden  tritt  hier  noch 
das  fundamentale  Nete  des  Complexes,  das  Netz,  welches  9  zur  Grund- 
Regelschaar  hat. 

Denn  jedes  von  dessen  Gewinden  inducirt  in  ^  eine  Involntion 
von  Polaren;  seien  d^  d'  irgend  zwei  solche  Polaren ,  x  ein  Strahl 
eines  der  Complexe^  x  der  zu  ihm  in  Bezug  auf  unser  Gewinde  polare 
Strahl,  so  gehören  d^  d\  x,  x'  als  zwei  Paare  von  Polaren  des  Ge- 
windes zur  nämlichen  Regelschaar;  da  diese  d^  d\  zwei  Doppelstrahlen, 
und  X  mit  dem  Complexe  gemein  hat,  so  gehört  sie  ihm  ganz  an,  also 
auch  3!\  das  Gewinde  transformirt  also  einen  jeden  der  consingulären 
Complexe  in  sich  selbst  und  ist  fundamental.  Drücken  wir,  in  con- 
sequenter  Fortbildung  unserer  Bezeichnung,  dies  durch  (111)  aus,  so 
hymmm  wir  für  unsem  Cornplex  mit  einem  fundamentalen  Netze  und  3 
isolirten  Fundamental  Gewinden  zu  der  Bezeichnung: 

[(111)111]. 

Weil  eine  Gerade  in  der  Ebene  $  nur  2  Kegelschnitte  des  Bü- 
schels tangirt,  so  ist  der  Grad  der  Reihe  der  consingulären  Complexe  2. 

Die  4  gemeinsamen  Tangenten  von  zwei  Kegelschnitten  des  Bü- 
schels lehren,  dass  jede  zwei  Complexe  aus  der  Beihe  der  consingulären 
Complexe  4  Strahlennetze  gemeinsam  haben. 

Drei  consinguläre  Complexe  haben  nur  die  Regelschaar  ^  (acht- 
fach) gemeinsam. 

Die  4  stationären  Strahlen  a\  ...  d^  sind  dUen  consingulären  Com- 
plexen  gemeinsam;  die  zugehörigen  Geraden  a\  ...  Qp'  eher  verändern 
sich  von  einem  zum  andern.  Sie  bilden  eine  Involution  4.  Grades  ^  so 
jedoch  y  dass  jede  Gruppe  zu  4  Complexen  gehört  in  den  verschiedenen 
Anordnungen  a'a"a'"a^,  a"a'a^^a'",  . . .,  die  wir  schon  längst  kennen. 
Man  kann  dies  als  einen  Specialfall  von  Nr.  602  ansehen  oder  auch 
durch  folgende  Eigenschaft  eines  Kegelschnitt -Büschels  {Ä^A^A^A^ 
beweisen. 

Es  seien  St^,  9^)  ^81  ^4  ^'^  zweiten  Schnitte,  mit  einem  festen 
Kegelschnitte  K  des  Büschels,  der  Tangenten  ^ines  andern  Kegelschnitts 
&  in  den  Grundpunkten  A^^  ....  Die  Kegelschnitte  des  Büschels, 
welche  ^1^,  ^i^s)  A^4  berühren,  tangiren  auch  bezw.  ^2^i>  -^^4» 
A^%',  A^%,  ^3«i,  ^,«35  ^,«3,  ^38(2,  A^%^,  wie  sich  leicht  bewei- 
sen  lässt. 

Die  Gruppe  da  a'oF^  gehört  auch  zur  Involution  4.  Grades;  sie 
ergiebt  sich  bei  den  4  ausgezeichneten  Mitgliedern  der  Reihe  der  con- 
singulären Complexe,  dem  Tangentencomplexe  und  den  3  Doppel-* 
Gewinden.     Die  Congruenz  der  singulären  Strahlen  stellen  bei  jenem 
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die  4  singulären  Strahlennetze  der  O  auf  a,  ...  a^^  berührenden  Tan- 
genten dar,  beim  Doppel -Gewinde,  welches  sich  durch  die  Involution 
(a^a\  a'"a^^)  ergiebt,  die  beiden  Strahlennetze  [aa']^  [a  "a^J,  doppelt 
gerechnet. 

Jeder  Strahl  des  Complexes  gehört  nur  zu  zwei  Strahlenbüscheln  832 
desselben  und  nur  zu  einem  Strahlennetze  H. 

Jeder  Strahlenbüschel  des  Complexes  enthält  einen  Doppelstrahl 
und  gehört  zu  einem  Netze  H. 

Wir  haben  isumerlei  Strahlmbüschel-Pctare  im  Complexe:  bei  den  einen 
ist  der  gemeinsame  Strahl  ein  Doppelstrahl  und  die  beiden  Büschel 
gehören  im  allgemeinen  zu  verschiedenen  Netzen  H;  bei  den  andern 
ist  es  ein  beliebiger  Strahl  und  die  beiden  Büschel  gehören  zu  dem- 
selben Netze  H. 

Ein  Strahlennetz,  das  durch  ein  Paar  der  enteren  Art  geht, 
schneidet  aus  F'  eine  Begdsckaar  q  atiSy  tvelche  keinen  Doppelstrahl 
enthält  und  sich  dwrtlh  alle  Nebse  H  gieht;  denn  mit  jedem  hat  jenes 
Netz  aosser  dem  Doppelstrahle  des  Büschelpaars  noch  einen  zweiten 
Schnittstrahl. 

Das  Strahlennetz  [a'  a']  ist  das  einzige  H,  welches  a'  zur  Leit- 
geraden hat;  folglich  haben  sich  die  beiden  Geraden  einer  q,  welche 
a'  treffen,  vereinigt. 

Die  Trägerflächen  der  Begdschaaren  q  heruhren  die  4  stationären  Ge- 
raden. Dies  ist  hier  an  die  Stelle  der  viermaligen  Berührung  mit  der 
Fläche  getreten;  für  die  Complexcurven  und  Complexkegel  wurde  es 
schon  in  Nr.  830  erkannt 

Jede  Leitschaar  l  einer  q  ruft  in  9  ebenfalls  eine  involutorische 
Correspondenz  [2]  hervor,  in  der  zwei  Gerade  von  9  einander  ent- 
sprechen, welche  von  der  nämlichen  Geraden  von  k  getroffen  werden; 
und  weil  X  dieselbe  Trägerfläche  hat  vne  q,  so  sind  die  a,  ...  auch 
die  Verzweigungsstrahlen  dieser  Correspondenz. 

Ein  beliebiges  Gewinde  F  schneidet  zi  in  2  Strahlen  d,d\  welche 
Doppelstrahlen  der  Schnittcongruenz  I^F  sind;  diese  hat  (II,  Nr.  407) 
eine  quatemäre  Reihe  von  Regeischaaren,  die  sämmtlich  durch  d  und 
d'  gehen,  und  3  Paare  verknüpfter  unärer  Reihen,  aus  q  bestehend. 
Die  Leitschaaren  k  der  Regeischaaren  einer  von  diesen  Reihen,  welche 
alle  zum  nämlichen  Gebüsche  S^  gehören,  bilden  eine  der  3  confocalen 
Congruenzen  (II,  Nr.  407),  für  die  d,  d'  auch  Doppelstrahlen  sind. 
Diejenigen  ihrer  Strahlen,  welche  eine  Gerade  h'  von  9  treffen,  erzeugen 
eine  Regelfläche  4.  Grades,  mit  d  und  d'  als  doppelten  Erzeugenden, 
also  zwei  Regeischaaren;   da  jede  von  ihnen  der  A  in  zwei  Geraden 
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begegnet,  so  haben  die  verbundenen  Begelschaaren  mit  fp  zwei  Gerade 
V  und  h^y  K  und  %,'  gemeinsam;  d.  h.  die  involutorische  Correapon- 
denzen  [2],  welche  durch  alle  diese  A  in  9  hervorgerufen  werden,  sind 
identisch.  Damit  ist  erkannt^  dass  die  Leitschaaren  solcher  Begel- 
schaaren Q  von  F',  welche  dem  nämlichen  Gebüsche  E^  angehören, 
sich  in  demselben  consingulären  Complexe  befinden,  oder,  toenn  wir 
die  consingulären  Complexe  als  Erzeugnisse  der  Leitschaaren  der  Regd- 
schaaren  je  desselben  Gebüsches  von  I^  definiren,  dass  die  durch  die  con- 
singulären Correspondenzen  [2]  gelieferten  Complexe  consingulär  sind. 

833  Legt  man  aber  ein  Strahlennetz  durch  ein  Strahlenbüschel -Paar 

der  zweiten  Art,  so  ergiebt  sich  als  fernerer  Schnitt  eine  Begelschaar  r, 
t4?dche  durch  die  beiden  Doppelstrahlen  geht,  die  in  den  Büscheln  des 
Paars  sich  befinden,  und  daher  in  einem  Netze  H  enfhaÜen  ist;  und 
jedes  Netz,  durch  eine  solche  Regelschaar  gelegt,  schneidet  eine  von 
derselben  Be8cha£Penheit  aus. 

Zwei  Regeischaaren  r,  welche  demselben  H  angehören,  haben 
stets  2  Strahlen  gemeinsam;  wenn  zwei  andere  sich  zweimal  schnei- 
den, so  geschieht  es  auf  zi,  welche  ja  den  beiden  H  gemeinsam  ist 

Vermeiden  wir  bei  der  Kettenbildung  die  Netze  H,  weil  da  der 
Fortgang  unsicher  würde,  so  haben  alle  Glieder  einer  Kette  dieselben 
2  auf  ^  gelegenen  Strahlen  d,  d'  gemeinsam,  und  wir  kommen  nicht 
zu  verknüpften  Gebüschen,  sondern  nur  zu  00^  'RegdsfAumren  r,  wdä\e 
alle  durch  dieselben  zwei  Geraden  von  A  gdien:  zu  einem  Felde,  fOr 
welches  jede  von  seinen  Regeischaaren  Träger  ist. 

Die  Leitschaaren  f  erfüllen  das  Strahlennetz  [dd'^j  das  durch 
q)  geht 

Es  seien  l,  l^  zwei  Gerade  von  [dd']'^  das  Strahlennetz  [{{|]  hat 
mit  r^  zwei  durch  d,  d'  gehende  Regeischaaren  r  gemein;  ihre  ji  gehen 
also  durch  die  Leitgeraden  2,  {|.  Die  Regeischaaren  \  sind  daher  so 
im  Strahlennetze  \dd''\  vertheilt,  dass  durch  zwei  beliebige  Strahlen 
desselben  2  von  ihnen  gehen. 

Damit  lässt  sich  nun  in  einfacher  Weise  erkennen,  dass  die  Ge- 
windenetze, welche  diese  Regeischaaren  ji  zu  Basen  haben,  ein  quadra- 
tisches System  4.  Stufe  von  Gewinden  bilden.  Die  Gewinde  eines 
Büschels  schneiden  in  das  Strahlennetz  \^dd'\  Regeischaaren  ein,  welche 
durch  die  beiden  Geraden  gehen,  die  dem  \dd'^  und  dem  Grund-Strah- 
lennetze des  Büschels  gemeinsam  sind;  also  befinden  sich  unter  ihnen 
zwei  f;  unter  den  Gewinden  der  Netze  (|)  gehören  daher  zwei  zum 
Büschel. 

Die  Strahlen  eines  H,  welche  eine  Gerade  l  treffen,   bilden  eine 
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Begelschaar;  sie  enthält  df  d\  wenn  l  diese  Geraden  schneidet,  und 
gehört  also  unser m  Felde  von  r  an;  die  zugehörige  ji  enthält  l. 

Das  Netz  [dd']  wird  von  den  ji  derjenigen  r  unseres  Feldes,  welche 
einem  bestimmten  H  angehören,  einfach  durchzogen. 

Betrachten  wir  jetzt  zwei  Felder,  gehörig  zu  d^d'  und  zu  d^y  ä/; 
die  Regeischaaren  mögen  r,  tj,  die  Leitschaaren  ji,  f^  heissen.  Durch 
eine  bestimmte  f  sei  F  gelegt;  die  f^  derjenigen  tj,  welche  in  dem- 
selben H  sich  befinden,  wie  die  zugehörige  r,  schneiden  f  zweimal^  weil 
die  ti  die  r  zweimal  schneiden;  die  beiden  Schnittstrahlen  erfüllen  aber 
nicht  \y  sondern  sind  fest,  da  sie  auch  dem  Netze  [d^di]  angehören^ 
in  dem  f  nicht  enthalten  ist.  Es  sei  l  ein  von  diesen  Schnittstrahleu 
verschiedener  Strahl  der  Regelschaar,  in  welcher  [d^di]  von  F  ge- 
schnitten wird;  durch  ihn  geht  eine  f^;  sie  hat  mit  F  3  Strahlen  ge- 
mein, gehört  ihm  an  und  ist  die  eben  genannte  Regelschaar. 

Also  geht  jedes  Gewinde  F,  das  durch  eine  f  aus  [dd']  geht,  auch 
durch  eine  f^  aus  [d^d^]]  das  bei  c2,  cT  sich  ergebende  quadratische 
System  4.  Stufe  ist  das  nämliche,  wie  das,  welches  von  d^,  d^  her- 
rührt. 

Die  quadratischen  Systeme  4.  Stufe  8^^,  welche  von  den  verschiedenen 
Feldern  von  Regelschaaren  r  herrühren,  sind  identisdi. 

Jede  f  befindet  sich  in  einem   bestimmten  Strahlennetze   [dd']]  834 
folglich  gehört  der  Gewindebüschel  durch  [dd']  zum  Gewindenetze  ({), 
er  gehört  andererseits  zum  Netze  (9),   und  so   gelangt  dieses   ganze 
Netz  (9)  von  Fundamental -Gewinden  in  unser  quadratisches  System 
4.  Stufe;  und  zwar  gehört  es  ihm  doppelt  an. 

Denn  es  sei  Fq  ein  Gewinde  aus  (9);  da  wir,  um  zum  Systeme 
zu  gelangen,  jedes  beliebige  Dupel  d,  d'  nehmen  können,  so  wählen 
wir  eins,  das  aus  den  Leitgeraden  des  Grund- Strahlennetzes  eines  sol- 
chen Büschels  von  (9)  besteht,  der  durch  Fq  geht;  dann  sind  d  und 
d'  polar  nach  F^;  und  wenn  nun  ein  durch  Fq  gehender,  aber  sonst 
beliebiger  Büschel  von  Gewinden  genommen  wird,  von  dem  also  die 
Leitgeraden  des  Grundnetzes  auch  polar  nach  Fq  sind,  so  ergiebt  sich 
als  Schnitt-Regelschaar  der  verschiedenen  Gewinde  dieses  Büschels 
mit  [dd']  eine  feste,  diejenige,  die  sich  auf  die  4  Leii^eraden  stützt 
(ausser  bei  Fq,  welches  [dd']  ganz  in  sich  au&immt).  Sie  ist  im 
allgemeinen  keine  ji;  d.  h.  von  unserm  Büschel  gehört  nur  Fq,  und 
infolge  dessen  doppelt,  zum  quadratischen  Systeme;  wenn  aber  jene 
Regelschaar  eine  f  ist,  so  gehört  der  ganze  Büschel  zum  Systeme. 

Dieses  ausgezeichnete  System  S^^,  welches  äUe  Gewinde  des  funda- 
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mentalen  Netees  eu  doppelten  hat,  mag  mit  S^^  bezeichnet  werden;  es 
ist  also  dreifach  speciiüisirt.    Das  doppelte  Netz  heisse  S^. 

Jeder  Büschel^  welcher  ein  beliebiges  Gewinde  unseres  Systemes 
mit  einem  aus  S^  verbindet,  gehört  ganz  zum  Systeme;  verbinden  wir 
es  also  mit  allen  Gewinden  von^^g,  so  ergiebt  sich  ein  ganz  in  S^* 
enthaltenes  Gebttsche  S^,  und  S^*  fserlegt  sich  in  <x>^  solche  ßebSschej 
welche  aüe  durch  das  doppelte  Netz  geJien. 

Ein  ähnlicher  Beweis,  wie  in  Nr.  801,  lehrt,  dass  die  Dupd  hh^ 
entsprechender  Geraden  der  involutorischen  Correspondeng  [2]  in  q>  die 
Grunddupel  dieser  Gebüsche  sind.  Aber  unr  haben  hier  ein  einziges  System 
von  Gdmscheny  nicht  zwei  getrennte,  wie  a.  a.  0.  Da  jede  f  durch  ein 
solches  Dupel  hh^  geht  —  das  Dupel  der  Leitgeraden  des  H,  in  dem 
sich  die  verbundene  r  befindet  — ,  so  liegt  jedes  der  Netze  (()  von 
B^^  in  einem  der  Gebüsche  und  hat  daher  mit  dem  Netze  (ip),  das 
allen  Gebüschen  gemeinsam  ist,  einen  Büschel  gemein,  den  Büschel 
durch  das  Netz  [dd^],  in  dem  f  enthalten  ist. 

Wir  haben  in  S^*  oo*  Netze,  denn  jedes  von  den  oo*  Strahlennetzen 
H  enthält  oo^  Regeischaaren  r,  oder  jedes  von  den  oo^  Gebüschen  des 
jS^*  enthält  cx)^  Netze. 

Jedes  der  Gebüsche  enthält  oo^  Büschel,  und  wir  haben  so  oo^ 
Büschel  in  S^%  so  dass  diese  MannigfaUigJceit  5  in  aUen  4  Fäüen,  die 
wir  bis  jetzt  zu  beobachten  Gelegenheit  gehabt  haben,  auftritt.  Die  Dupel 
der  Leitgeraden  der  Grund -Strahlennetze  sind  die  od^  Dupel  auf  den 
cx)*  Begelschaaren  r,  auf  jeder  oo*,  jedes  auf  (X>^,  wie  in  Nr.  801. 

Schneiden  wir  S^  mit  einem  beliebigen  Netze  —  das  mit  8^, 
dem  Doppelnetze,  nichts  gemein  hat  — ,  so  erhalten  wir  ein  S<^  (ohne 
Doppelgewinde),  und  unser  System  entsteht  durch  die  Projection  der  ein- 
zelnen^  Gewinde  dieses  quadratischen  Systems  1.  Stufe  aus  S^- 

Bj^^  gehört  zu  dem  ConUnuum  der  S^*,  die  sich  bei  den  Gebüschen 
von  Begelschaaren  q  ergeben,  und  ist  dem  Tangentencompleoce  von  O  zu- 
geordnet. Li  jedem  Netze  H  haben  wir  auch  solche  Büschelpaare, 
deren  Doppellinie  ein  Doppelstrahl  des  Complexes  ist;  geht  man  von 
einem  beliebigen  Büschelpaar  des  H  zu  einem  solchen  über,  so  erkennt 
man,  dass  die  getragenen  RegelsChaaren  durch  zwei  unendlich  nahe 
Doppelstrahlen  gehen.  Damit  erhalten  wir  Begelschaaren,  welche  zu- 
gleich r  und  Q  sind,  in  jedem  Netze  H  oo^  +  ^ 

Ihre  Leitschaaren  \  berühren  mit  allen  ihren  Geraden  je  längs 
einer  Geraden  d  von  d  die  Fläche  9  und  erfüllen  also  den  Tangenten- 
complex  dieser  Fläche,  der  sich  ja  unter  den  consingulären  Complexen 
befindet.     Durch  diese  Netze  (ji)  ^  (A)  entsteht  das  System  S^. 

Unter  den  Tangentialgewinden  eines  Strahls  des  Complexes  befindet 
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sich  auch  das  Gewinde^  welches  längs  des  Neides  H  herührt,  zu  dem  der 
Strahl  gehört.  Jeder  Strahl  von  H  ist  Doppelstrahl  der  Schnittcon- 
gruenz  mit  P'  und  hat  daher  dieses  Gewinde  unter  seinen  Tangential- 
gewinden.  Die  durch  den  Strahl  gehenden  und  A  in  einer  Geraden  be- 
rührenden  Begelschaaren  des  I^  sind  in  diesem  Tangentidlgewinde  ent- 
hältenj  wahrend  die  eigentlichen  q  die  andern  erffillen. 

Ich  begnüge  mich  mit  der  Angabe^  wie  sich  die  Oaporali'sche  835 
Abbildung  gestaltet.  Die  Curve  Ic^  zerfällt  in  eine  ebene  Cunre 
3.  Ordnung  h^  und  zwei  unendlich  nahe  Geraden  \y  k^,  welche  sich 
auf  kj^  stützen  und  in  einer  Ebene  Xj  liegen ,  die  im  Stützpunkte  K^ 
die  kj^  osculirt;  in  die  Punkte  von  kj^  bilden  sich  die  den  Hauptbüschel 
(0;  o)  in  seinem  Strahle  von  ^  treffenden  Büschel  ab,  in  k^  die  übrigen, 
die  dann  mit  ihm  in  einem  H  liegen.  Die  Scheitel  von  Bündeln, 
welche  verknüpften  p-Gebüschen  correspondiren,  liegen  auf  k{^  in  ge- 
rader Linie  mit  dem  Wendepunkte  K^.  Die  3  Tangenten  aus  diesem 
an  k^^  führen  zu  den  Doppelgebüschen  2^8,,-  und  Doppelgewinden  Fi. 

Weil  wir  nur  eine  Reihe  von  Strahlennetzen  im  Complexe  haben, 
so  ist  die  Fläche  F^*  in  Montesano^s  Abbildung  ein  Kegel  2.  Grades; 
seiner  Spitze  entspricht  die  doppelte  Regelschaar  ^,  durch  welche  alle 
jene  Netze  gehen.  Die  Grundfläche  K^  ist  wieder  allgemein.  An 
Stelle  des  Torsus  t/  der  gemeinsamen  Berührungsebenen  von  F^  und 
K^  tritt  der  doppelt  zu  rechnende  Tangentialkegel  aus  der  Spitze  von 
jF\^  an  K^y  die  Azen  der  Strahlengebüsche  von  G^  welche  seinen  Be- 
rührungsebenen entsprechen,  erzeugen  nur  eine  Regelschaar,  die  9, 
statt  einer  Regelfläche  4.  Grades.  Jede  von  diesen  Ebenen  enthält 
2  Kanten  von  F^\  jede  Gerade  von  9  ist  daher  für  2  Strahlennetze 
des  Complexes  Leitgerade.  Den  4  gemeinsamen  Berübrungsebenen  der 
beiden  Kegel  entsprechen  die  4  stationären  Geraden;  die  weiteren 
Kegel  2.  Grades,  welche  jene  berühren,  geben  die  consingulären  Com- 
plexe, darunter  die  3  Doppelgewinde,  welche  den  3  Paaren  von  Ebe- 
nenbüscheln in  der  Kegelschaar  oder  vielmehr  ihren  3  Doppelebenen 
correspondiren,  und  den  Tangentencomplex  von  O,  welcher,  wie  wir 
leicht  uns  überzeugen  können,  dem  Tangentialkegel  von  K^  corre- 
spondirt.  Jene  3  Ebenen  sind  in  Bezug  auf  K^  conjugirt;  also  sind 
die  3  Doppelgewinde  in  Involution  (Nr.  791);  und  da  die  Ebenen  durch 
die  Kegelspitze  gehen,  so  enthalten  sie  die  Regelschaar  /l, 

n. 

Wenn  der  Kegelschnitt  K  eine  involutorische  Correspondenz  [2]  836 
trägt,  so  sind  die  Verzweigungspunkte  die  Schnitte  mit  der  Directions- 
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curve  fi;  die  zweiten  Schnitte  der  Tangenten  in  ihnen  an  &  mit  K 
sind  die  zugehörigen  Doppelpunkte.  Vereinigen  sich  zwei  Verzwei- 
gungspunkte in  einen,  so  berührt  in  ihm  ß  den  K  und  die  beiden 
Doppelpunkte  fallen  auch  noch  in  denselben  Punkt.  Dies  führt  zu 
folgenden  Specialfallen  unseres  Complexes. 

Zwei  von  den  4  stationären  Geraden  ^  a\  a^y  fallen  smsammen  in 
dl,  mit  ihnen  also  auch  a",  a^\  Die  Strahlennetze  [a"a"'],  (a^^a^^ 
vereinigen  sich  in  ein  singuläres  Strahlennetz  mit  der  Leitgeraden  d^^ 
an  das  von  jedem  Punkte  von  d^y  in  jeder  Ebene  durch  d^  nur  ein 
Strahlen  büschel  kommt,  in  den  also  die  beiden  Complex-Strahlenbüschel 
zusammenfallen  und  der  zudem  durch  d^  geht.  D.  h.  d^  ist  ein  sta- 
tionärer Doppelstrahl. 

Es  sind  also  oo^  Doppeistrahlen  vorhanden,  lodche  die  Begdschaar 
/i  bilden,  und  ein  einzelner  d^,  der  sich  in  der  verbundenen  Begdschaar 
(f  befindet  und  zudem  stationär  ist:  jeder  von  seinen  Punkten  sendet,  jede 
von  seinen  Ebenen  enthalt  zwei  vereinigte  Complex-Strahlenbüschd,  die 
durch  d^  gehen. 

Von  den  3  Involutionen  ist  nur  {aa",  d^d^  allgemein  geblieben, 
die  beiden  andern  haben  sich  in  die  parabolische  mit  dem  Doppel- 
strahle dl  vereinigt.  Das  Gebüsche  \d^  hat  zwei  von  den  isolirten  Fun- 
damental-Gewinden  in  sich  aufgenommen,  und  dem  Con^lexe  ist  die  Be- 
zeichnung: 

[(111)21] 

zu  geben.  Auch  noch  das  letzte  FundamentalrGewinde  geht  in  [dj]  auf, 
wenn  3  staUonäre  Geraden  sich  vereinigen:  wir  haben  den  Complex: 

[(111)3]. 

Die  Complexcurven  berühren  im  vorigen  und  osculiren  in  diesem 
Falle  die  Fläche  9  auf  d^]  und  analoges  gilt  in  den  folgenden  Fällen. 

837  Wenn  hingegen  d",  cP  in  d^,  a',  a    in  d^  zusammenfcdlen,  so  han- 

delt es  sich,  wie  wir  aus  I,  Nr.  30  vermittelst  eines  ebenen  Schnitts 
schliessen,  um  eine  Projectivität  P  in  der  Begelscbaar  9  als  Special- 
fall von  [2];  jeder  Geraden  von  9  sind  die  beiden  Geraden  zugeordnet 
welche  ihr  in  P  in  beiderlei  Sinne  entsprechen,  und  d^,  d^  sind  sich 
selbst  entsprechend. 

Der  Complex  ist  also  das  Erzeugniss  der  Strahlennetze,  deren  Leit^ 
gerade  entsprechende  Geraden  einer  in  der  Begelschaar  9  befindlichen  Pro- 
jedivität  sind. 

Nur  die  Involution  (did^,  d^d^)  führt  zu  einem  isolirten  Funda- 
mental-Gewinde;   aber  die  beiden  Doppelstrahlen  d^,  d^  in  der  Begel- 
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schaar  q>  führen  zu  einem  fundamentalen  Büschel,  und  wir  haben  also 
ein  fundamenUües  Netz  mit  der  Basis  <p,  einen  fundamentalen  Büschel 
mit  der  Basis  [ä|Ci^]  und  [ein  einzelnes  Fundamental- Gewinde;  so  dass 
die  Bezeichnung: 

[(iii)(ii)i] 

sich  ergiAt  In  [d^d^  befindet  sieh  Jy  woraus  klar  ist,  dass  der  Bü- 
schel und  das  Netz  in  Involution  sind. 

Zu  der  Reihe  von  Strahlennetzen  im  Complexe,  deren  Leitgerade 
in  der  Projectivität  P  entsprechend  sind,- kommen  noch  zwei  andere 
Beihen  von  durchtoeg  singulären  Strahlennetzen:  jeder  Strahl  d  von  A 
ist  Leitgerade  für  2.  In  der  That,  es  seien  h  und  h^  in  P  homolog, 
so  wird  die  Punktreihe  auf  d  zu  dem  Ebenenbüschel  um  d  so  pro- 
jectiv,  dass  dem  Punkte  dh  die  Ebene  dh^  entspricht.  Der  Strahlen- 
büschel, den  sie  bilden,  gehört  zum  erzeugenden  Strahlennetze  [hh^] 
und  beschreibt,  wenn  h,  h^  sich  ändern,  ein  singuläres  Strahlennetz 
mit  der  Leitgeraden  dy  welches  zum  Complexe  gehört;  das  andere 
mit  derselben  Leitgeraden  entsteht  durch  die  Büschel  aus  den  Punkten 
d\  in  den  Ebenen  dh. 

Ein  beliebiger  Complexstrahl  g  schneidet  auf  den  Geraden  h^  \ 
die  O  in  X,  X^;  er  treffe  die  Ebenen  dd^^  dd^  in  F^,  Fg,  so  ist  der 
Wurf  XXi  YY^  projectiv  zu  dem  Ebenenwurfe  d(h,hi,  dj,  d^),  also 
zu  dem  Geradenwurfe  hh^d^d^  in  tp.  Dessen  Doppelverhältniss  ist 
bekanntlich  constant.  Feiglich  schneidet  jeder  Strahl  des  Gomplexes  die 
Fläche  0  und  die  Ebenen,  welche  die  beiden  isolirten  Doppelstrahlen  d^ ,  d^ 
mit  irgend  einem  Strahle  d  aus  der  doppelten  Regeisehaar  J  verbinden, 
nach  constantem  Doppelverhältniss,  das  sich  mit  d  nicht  ändert,  und  den- 
selben Werth  hat  das  duale  Doppelverhältniss. 

Unter  den  consingulären  Projecti vitäten  P  —  für  welche  alle  d^ ,  {^ 
sich  selbst  entsprechend  sind  —  haben  wir  auch  eine  ausgeartete  mit 
den  dl,  d^  als  singulären  Elementen  und  die  Identität:  ihnen  ent- 
sprechen als  consinguläre  Complexe  das  Paar  der  Gebüsche  [d^],  [d^] 
und  der  Tangentencomplex  von  9, 

Die  beiden  von  einer  beliebigen  Geraden  getroffenen  Strahlen  von 
q>  bestimmen  eine  Projectivität  (in  der  d,  d^  sich  selbst  entsprechen). 
Daher  hat  die  Beihe  der  consingulären  Gomplexe  den  Grad  1.*) 

Vereinigen  sich  auch  noch  d^  und  d^,  so  faUt  auch  das  bisherige  einr 
zdne  Fundamental'Gewinde  mit  dem  einzigen  Gebüsche  des  fundamentalen 
Büschels  zusammen;  der  Complex  ist,  nach  Analogie  von  [(21) (11)1],  mit 

*)  Weiler  erwähnt  als  interessantes  metrisches  Beispiel  den  Complex,  den 
ein  Strahlennetz  durchläuft,  wenn  es  um  die  Aze  eines  Botationshyperboloids  ge- 
dreht wird,  in  dessen  einer  Regeisehaar  sich  die  Leitgeraden  befinden. 
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[(111)  (21)] 

m  bezeichnen.  Die  Regelschaar  9  liefert  für  das  singulare  Strahlen- 
netz  [didi]j  das  Grundnetz  des  fundamentalen  Büschels,  die  erforder- 
liche Projectivitat. 

Die  Mannigfaltigkeiten  dieser  4  Spedalßlle  sind:  14  —  1,  14  —  2,         ^ 
14  —  2  =  9  +  3,   14—3.  j 

838  Ein  noch  grösserer  SpeciälfaU  ist  der   schon   mehrmals   erwähnte 

Tangentencomplex  einer  Flädie  2,  Grades  O  mit  der  Mannigfaltigkeit  9. 
Die  Correspondenz  [2]  oder  die  Projectivitat  P  ist  Identität  geworden; 
was  vorhin  für  d^,  d^,  gilt  jetzt  für  alle  Strahlen  von  9,  auch  diese 
Begelschaar  tp  tvird  mit  Doppelstrahlen  ganz  aasgefäUt.  Der  Complex 
hat  zwei  fundamentale  Netze  (9)  und  {^);  die  Bezeichnung  ist: 

[(111)(111)]. 

Ein  solcher  Complex  hat  keine .  consingulären  Gomplexe  gleicher 
Art;  er  kommt  in  eine  Reihe  von  consingulären  Complexen,  wenn  in 
einer  der  Regeischaaren  seiner  Grundfläche  4  Gerade  als  stationäre 
a ,  ...  festgelegt  sind. 

Kommt  man  zu  ihm  als  consingulärem  Complexe  von  einem 
[(111)111]  (oder  einem  der  Specialfalle),  so  dass  man  zu  den  Regel- 
schaaren  dieses  Complexes,  die  zugleich  r  und  g  sind  und  O  längs 
einer  Geraden  von  ^  tangiren  (Nr.  834),  die  Leitschaaren  herstellt, 
so  sind  das  auch  Regelscbaaren,  welche  O  längs  einer  Geraden,  „linear'' 
tangiren.  Es  ist  aber  unmittelbar  klar,  dass  wir  im  Tangentencon^lexe 
drei  Systeme  von  Begdschaaren  haben  {je  00^);  zwei  Systeme  linear  tan- 
girender,  je  nachdem  die  Gerade,  längs  deren  die  Berührung  stattfindet, 
der  einen  oder  andern  Regelschaar  von  O  angehört,  und  ein  System 
„conisdi^y  d.  h.  längs  eines  Kegelschnitts  berührender. 

Ueber  sie  mögen  noch  einige  Sätze  (ohne  Beweis)  mitgetheilt 
werden. 

Längs  derselben  Geraden  von  O  berühren  00'  Regeischaaren  t; 
jede  zwei  haben  2  Gerade  gemeinsam  und  jede  enthält  auch  2  Gterade 
von  9  aus  der  andern  Schaar.  Durch  2  beliebige  Tangenten  von  9 
geht  keine  linear  berührende  Regelschaar. 

Längs  eines  Kegelschnitts  k^  (in  der  Ebene  x)  von  9  berühren 
00^  Regeischaaren  q  und  machen  die  Tangentenbüschel  von  O  in  den 
verschiedenen  Punkten  von  1^  projectiv  mit  zur  nämlichen  q  gehörigen 
Strahlen  als  entsprechenden.  Sind  g,  l  in  einem  Punkt  X  von  jb*  die 
beiden  Geraden  von  9,  t  die  Tangente  von  k^^  x  die  Gerade  von  ^,  so  hat 
das  Doppelverhältniss  {ßltx)  für  alle  Punkte  von  }?  denselben  Werth 
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und  ist  also  der  q  zugeordnet.  Der  verbundenen  Regelschaar,  die  ja 
auch  zum  Taugentencomplexe  gehört,  kommt  das  reciproke  Doppel- 
verhältniss  zu,  da,  wenn  y  ihr  angehört,  gl,  xy,  tt  in  Involution  sind. 

Zwei  Tangenten  x,  x^  von  O  befinden  sich  in  zwei  conisch  be- 
rührenden Regeischaaren;  die  Ebenen  x,  %  ihrer  Berührungscurven 
sind  in  Bezug  auf  O  conjugirt;  denn  sind  P,  P^  die  Berührungspunkte 
von  x,  x^^  so  wird  der  Ebenenbüschel  von  PP|  durch  die  Projectivität 
9^^  7\  9xh^  involutorisch  mit  solchen  Ebenen  als  gepaarten,  in  denen 
entsprechende  Tangenten  liegen.  Und  umgekehrt,  wenn  längs  zweier 
Kegelschnitte,  deren  Ebenen  conjugirt  sind,  zwei  Begelschaaren  be- 
rühren, die  an  dem  einen  Schnittpunkte  eine  gemeinsame  Erzeugende 
haben,  so  haben  sie  auch  am  andern  eine.  Zwei  solchen  sich  tragenden 
Regeischaaren  kommen  entgegengesetzt  gleiche  Doppel  Verhältnisse  zu. 

Alle  conisch  berührenden  Regeischaaren,  welchen  das  nämliche 
Doppelverhältniss  zugehört,  bilden  ein  Gebüsche  E^  und  die  mit  dem 
entgegengesetzt  gleichen  Doppelverhältnisse  das  verknüpfte  Gebüsche. 
Zu  den  Doppelverhältnissen  1,  —  1  gehören  die  Kegelschnitte  und 
Kegel. 

Die  verbundenen  Regeischaaren  der  Regeischaaren  zweier  ver- 
knüpfter Gebüsche  bilden  wiederum  zwei  verknüpfte  Gebüsche. 

Die  Ebenen  der  Berührungscurven  der  Regelscbaaren  einer  Reihe 
(in  einem  Gebüsche  2^  bilden  einen  Büschel,  und  die  der  verknüpften 
Reihe  (im  verknüpften  Gebüsche)  denjenigen  um  die  Polare  der  Axe 
des  ersten  in  Bezug  auf  <X>. 

Zwei  Geraden  x,  x^  des  Tangentencomplexes  kann  man  die  beiden 
entgegengesetzt  gleichen  Doppelverhältnisse  zuordnen,  welche  den  durch 
sie  gehenden  conisch  berührenden  Regeischaaren  zukommen;  alle  Dupel 
mit  den  nämlichen  Doppel  Verhältnissen  bilden  ein  System  Z^, 

Wenn  4  Tangenten  x,  x^y  x^,  x^  der  9  in  derselben  Regelsehaar 
sich  befinden,  so  gehören  zu  xx^,  x^x^  die  nämlichen  Doppelverhält- 
nisse. 

Von  den  conisch  berührenden  Regeischaaren  gehen  je  8  durch  4 
gegebene  Punkte  und  je  6  aus  jedem  der  beiden  Systeme  linear  be- 
rührender. — 

Ferner  die  Complexfläche  (J)  einer  Geraden  l  besteht  als  Punkt- 
fläche aus  O  und  ihren  beiden  Tangentialebenen  durch  /,  als  Ebenen- 
fläche aus  <P  und  den  Bündeln  um  die  Schnitte  20. 

Polare  von  l  in  Bezug  auf  den  Tangentencomplex  ist  die  Polare 
in  Bezug  auf  9,  Polare  einer  Tangente  von  9  jede  andere  Tangente 
in  demselben  Punkte. 

Alle  Punkte  der  Grund-  und  zugleich  singulären  Fläche  <X>,   alle 
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Berührongsebenen  von  ^  sind  stationär,  alle  Strahlen  des  Complexes 
Singular.  Alle  Geraden  der  O  sind  stationäre  Doppelstrahlen,  Leit- 
gerade singulärer  Strahlennetze  des  Complexes« 

Die  einem  Punkte  P  zugehörigen  Congruenzen  (2,  3)',  (2,  3)"^ 
(Nr.  570)  vereinigen  sich  in  eine  Congruenz,  welche  aus  dem  Strahlen- 
felde  in  der  Polarebene  von  P  nach  Q  und  der  Congruenz  2.  Grades 
der  Tangenten  von  0  besteht ,  die  in  den  durch  P  gehenden  Be- 
rührungsebenen liegen. 

Die  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  den  Gomplex  (Nr.  573)  ist 
die  Polarebene  nach  O. 

In  Montesano's  Abbildung  ergiebt  sich  der  Tangentencomplex^ 
wenn  Fj^  ein  der  Grundfläche  Kj^  umgeschriebener  Kegel  ist. 

839  Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  Begelschaar  q>  in  ewei  Stratdenlnischel 

(F^,  g>i),  (2^2,  gjg)  oder  kürzer  5i>  S2  ^^oll^y  und  ^  also  in  {F^,  y,), 
(F2,  9i).  Die  singulare  Fläche  besteht^  ais  Punktfläche,  atis  den  Ebenen 
q>i,  (piy  als  Ebenenfläche,  aus  den  Bündein  F^,  F^,  je  doppelt  gerechneL 

Directionscurve  der  Correspondenz^  welche  auf  der  Schnittcurve 
von  <Z>  mit  einer  Ebene  §  durch  die  erzeugende  involutorische  Conre- 
spondenz  [2]  in  (p  entsteht ,  ist  die  Complexcurve.  Im  vorliegenden 
Falle  zerfällt  jene  Curve  in  zwei  Geraden  f^;  fg.  Wir  erhalten  durch 
die  verschiedenen  Lagen  der  Oomplexcurve  zu  diesen  Geraden  ver- 
schiedene Oorrespondenzen  zwischen  deren  Pnnktreihen,  die  sich  dann 
in  Oorrespondenzen  zwischen  den  Strahlenbüscheln  ^i,  ^^  übertragen. 

Zunächst  habe  die  Complexcurve  &  beliebige  Lage  im  fi,  f^;  dann 
entsteht  zwischen  f,,  ^^  und  infolge  dessen  0unschen  t$i;  Ss  eine  Gorre- 
spondenz  [2,  2],  in  der  der  gemeinsame  Strahl  f  sich  mit  äUen  4  ent- 
sprechenden Strahlen  vereinigt.  Jeder  Strahl  von  %i,  ^^^  ist  Leitgerade 
für  2  erzeugende  Strahlennetze,  f  für  2  singulare  (und  zwar  verschie- 
dene), wodurch  er  Doppelstrahl  wird ;  aber  er  gehört  ja  zn  den  beiden 
Continuen  von  Doppelstrahlen,  welche  die  Büschel  {F^,  q>^,  {F^,  ^^ 
erfüllen. 

Wir  haben  noch  4  stationäre  Geraden^  in  jedem  der  beiden  Büschel 
i$i7  $8  snoei:  sie  gehen  nach  den  Schnitten  von  $  mit  f^,  f,;  und  dem- 
nach auch  4  Strahlennetze,  je  mit  getrennten  Leitgeraden,  welche  die 
Congruenz  der  singulären  Strahlen  bilden. 

Der  Büschel  der  Kegelschnitte  durch  die  vier  Punkte  ^  (f , ,  f,)  giebt 
die  consingulären  Complexe.  Von  den  3  Geradenpaaren  ist  eins 
^^^fifg;  die  andern  $i,$s  oder  die  Strahlenbüschel  am  ihre  Doppel- 
punkte machen  fj,  fg  perspectiv,  und  ^|,  f^,;  cladurch  projectiv  mit  f 
als  sich  selbst  entsprechendem  Strahle,  erzeugen  die  beiden  isolirten 
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Fundamental -Gewinde   F^,  F^y   ^^^^^  J^^^   Büschel   angehören.     Der 

Büschel  um  den  Doppelpunkt  JP^^fifg  von  ^  macht  die  g,,  5«  »<> 

ausgeartet  projectiv,  dass  f  in  beiden  singuläres  Element  ist:  Erzeug- 

niss  ist  das  Gebüsche  [/*];   dies  gehört  aber  zum  Netze  (97),   dessen 

Basis  aus  j^^,  j^^  besteht.    Die  Eigenschaß ,  dass  das  fundamentale  Nete 

eins  der  bisher  isölirten  FundamentalrGewinde  and  zwar  als  Gebüsche  in 

sich  aufgenommen  hat,   drücken  wir  durch  (211)  aus  und  haben  daher 

den  Complex  mit: 

[(211)11] 
ZU  b&seichnen. 

Es  gehe  nun^  die  Complexcurve  &  durch  den  Punkt  F^;  dann  hat 
jeder  der  Büschel  %i,  %2  ^^^  ^^  einen  stationären  Strahl.  Die  beiden 
singulären  Strahl ennetze,  für  welche  f  Leitgerade  ist^  haben  sich  ver- 
einigt^ wie  die  Tangenten  aus  F^  an  jt.  Dadurch  ist  f  stationärer  Doppd- 
strahl  geworden.  Wir  erinnern:  bei  einer  stationären  Geraden  kommen 
aus  jedem  ihrer  Punkte  und  liegen  in  jeder  ihrer  Ebenen  zwei  ver- 
einigte Complex- Strahlenbüschel,  und  keiner  derselben  geht  durch  die 
Gerade;  ein  stationärer  Doppelstrahl  hat  dieselbe  Eigenschaft ^  aber 
alle  diese  Büschel  gehen  durch  die  Gerade;  sie  gehört  zum  Complexe, 
vorhin  nicht. 

Mit  ^^  hat  sich  noch  eins  der  Paare  ^|,  ^^  vereinigt;  also  ist 
noch  eins  von  den  isölirten  Fundamental-Gewinden  im  Gebüsche  [f]  ver- 
loren  gegangen;  wir  bemchnen  deshalb  den  Complex  mit: 

[(311)1], 

Die  Complexcurve  ß  berühre  f^;  ^^  hat  zwei  getrennte  staiionäre 
Geraden  f  in  %^  sind  sie  in  den  Strahl  d^  nach  dem  Berührungspunkte 
zusammengefallen.  Jedem  Strahl  x^  von  %^  entspricht  der  feste  Strahl 
f  und  ein  beweglicher  in  $,.  Das  Strahlennetz  [x^f\  ist  das  Bündel- 
Feld  [Fjf  q>i],  das  so  in  den  Complex  kommt.  Also  ist  x^  Leitgerade 
für  dieses  Netz  und  ein  anderes;  bei  d^  aber  fallen  sie  zusammen,  und 
d|  unrd  stationärer  Doppelstrahl,  aber  so  dass  allen  Funkten  die  Ebene 
9?i,  allen  Ebenen  der  Funkt  F^  zugehört  (Nr.  819). 

Das  Bündel-Feld  [F^,  tp^]  vertritt  zwei  der  4  Strahlennetze  der  Con- 
gruenz  der  singulären  Strahlen,  die  beiden  andern  .haben  getrennte  Leit- 
geraden.*) 

Die  zwei  Paare  ^^ ,  ^2  ^^^^  zusammen  in  eins  mit  dem  Doppel- 
punkte im  Berührungspunkte  f,c2i    von  ^  mit  f^;   die  beiden  Gewinde 


*)  Weiler  nannte  sie  (Math.  Annalen  Bd.  7)  „speciell^*  (singolär),  was  Segre 
richtig  stellte. 

Stnrm,  Liniengeometrie,    m.  30 
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r^,  r^  vereinigen  sich  in  das  Gebüsche  [d^]:  dem  Complexe  Jcommi  also 

die  Bezeichnung: 

[(211)2] 

ISU. 

840  Wenn  Ä  beide  Geraden  f^,  fg  berührt y  so  werden  %i,  fjg  projectiv,  so 

jedoch,  dass  f  sich  nicht  seihst  entspricht:  wir  müssen  also  einen  tetrae- 
dralen  Complex  erhalten.  Auch  die  stationären  Geraden  in  %^  haben 
sich  in  d^  vereinigt,  der  von  derselben  Art  ist  une  d^  mit  sugekörigem 
BündelrFeMe  \F^,  tp^. 

Haben  die  projectiven  Büschel,  welche  den  tetraedralen  Complex 
erzeugen,  keinen  gemeinsamen  Strahl^  so  sind  die  sich  selbst  ent- 
sprechenden Punkte  der  auf  der  Schnittlinie  der  Ebenen  entstehenden 
projectiven  Punktreihen  die  beiden  weiteren  Ecken  des  Tetraeders. 
Hier  sind  diese  Punktreihen  in  ausgearteter  Projectivität  mit  F^y  F^ 
als  singulären  und  daher  auch  sich  selbst  entsprechenden  Punkten; 
also  rqpräsentiren  JF\,  F^  je  zwei  Ecken  und  q>^y  <p^  je  zwei  Ebenen  des 
Tetraeders;  und  da  in  der  Projectivität  zwischen  f^,  f^  die  Berührungs- 
punkte mit  ^  dem  F^y  in  der  zwischen  %^y  %^  die  d^y  d^  dem  f  ent- 
sprechen^ so  schneiden  die  (2^,  eig  die  singulären  und  sich  selbst  ent- 
sprechenden Punkte  der  ausgearteten  Projectivität  auf  der  Schnittlinie 
/*^9>i9>2  ^^'  ^1'  ^2  ^^^  ^^  Kanten y  welche  die  vereinigten  Ecken  des 
Tetraeders  verbinden,  und  in  denen  die  vereinigten  Ebenen  sich  schneideny 
und  f  repräsentirt  die  4  übrigen  Kanten.  Es  sei,  im  Anschlüsse  an  die 
alte  Bezeichnung, -4.^  JB^jPi,  C^D^i^j,  a^^ß^tp^y  y^Ed^qp^. 

Die  Projectivität  der  Büschel  (-4,  j3),  (JB,  a),  die  beide  mit  (F^,  (p^) 
identisch  sind,  ist  Identität  und  führt  zu  einer  Reihe  singulärer  Strah- 
lennetze; zur  Festlegung  der  Projectivität  dienen  wieder  entsprechende 
Strahlen  von  %^,  g,  (Nr.  819). 

Die  Doppelstrahlen  d^,  d^  fähren  zu  einem  fundamentalen  Büschel 
(wie  in  Nr.  837),  und  unser  Complex  ist  zu  bezeichnen  mit: 

[(211)  (11)], 

welche  Bezeichnung  sich  an  die  der  bisherigen  tetraedralen  Complexe 

[(11)(11)(11)],  [(22)(11)]  anschliesst. 

Durch  diy  rfj,  auf  ihnen  jFj,  F^  (oder  durch  sie  9?^,  9^)  und  einen 
Strahl  sind  §1,  ^^  ^i^  Projectivität  zwischen  ihnen  und  der  Complex 
festgelegt. 

Endlich  möge  ß  die  f^  in  F^  tangiren:  nur  in  ^^  besteht  noch  eine 
stationäre  Gerade.  Alle  3  isölirten  Fundamented- Getvinde  sind  in  das 
zum   fundamentalen    Netze   geh&rige    Gebüsche    [f]    aufgegangen;   f  ist 
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stationärer  Doppelstrahl  mit  den  festen  eugdwrigen  Elementen  F^y  q)^. 
Die  Bezeichnung  ist: 

[(411)]. 

Wir  haben  00^+'  Paare  sich  schneidender  Büschel  g^,  ^g  und  in  841 
fester  Ebene  00''  Kegelschnitte  Ä;  also  hat  der  Complex  [(211)11]  die 
Mannig faltigJceit  13,  und  für  die  Specialßlle  [(311)1],  [(211)2]  ist  sie 
13-1,  für  [(211)(11)]  und  [(411)]  hingegen  13-^2. 

Bei  Montesano' s  Abbildung  ergeben  sich  diese  5  Complexe  fol- 
gendermassen,  wenn  in  jeden  der  Büschel  von  Doppelstrahlen  {F^^fp^, 
(■^2>  9i)  einer  von  den  Grundstrahlen  des  Gewinde -Gebüsches  G  ge- 
legt wird: 

[(211)  1 1] :    die  Spitze  des  Kegels  F^^  liegt  auf  der  Grundfläche  K^^, 
[(311)1]:     die  Tangentialebene  von  K^  in  der  Spitze   berührt 

überdies  jPi% 
[(211)2]:     der  Kegel  F^^  und  die  Fläche  K^^  haben  eine  Gerade 
gemeinsam, 
[(211)(11)]:  sie  haben  2  Gerade  gemeinsam, 
[(411)] :      bei  der  einen  gemeinsamen  Geraden  berührt  die  Ebene, 
welche  den  Kegel  längs  ihr  tangirt,  die  Grundfläche 
in  der  Spitze. 

Bei  [(^211)(11)]  kann  man  die  Grundstrahlen  von  G  auch  in  die 
beiden  isolirten  Doppelstrahlen  d^^  d^  legen:  die  allgemeinen  Flächen 
jPj*,  K^  durchschneiden  sich  in  einem  Vierseite,  in  dem  die  einen,  wie 
die  andern  Gegenseiten  sich  vereinigt  haben,  oder  berühren  sich  längs 
zweier  Geraden. 

Lassen  wir  jetzt  die  beiden  Büschel  g^,  ^2  ***  einen  %  oder  {F,  g>)  842 
zusammenfallen.  Das  Gewindenetz  82^  welches  die  beiden  erzeugenden 
projectiven  Gewindebüschel  S^y  5/  (Nr.  829)  umfasst,  ist  dann  von 
der  besondern  Art,  die  wir  in  Nr.  670  betrachtet  haben.  Wir  erhielten 
es  aus  irgend  einem  ihm  angehörigen  Gewinde  F  in  folgender  Weise: 
%  gehört  zu  F,  und  die  singulären  Strahlennetze,  welche  durch  die 
yerschiedenen  Strahlen  von  $  aus  F  ausgeschieden  werden,  sind  die 
Basen  yon  Gewindebüscheln,  die  das  Netz  8^  erzeugen.  Alle  Büschel 
von  8^  haben  ein  singuläres  Grund -Strahlennetz,  dessen  Leitgerade 
immer  zu  fj  gehört. 

Machen  wir  zwei  Büschel  8^,  8^  von  8^  projectiv,  so  ergiebt  sich 
durch  die  Schnitte  entsprechender  Gewiude  eine  Reihe  singulärer  Stroh- 
lennetze,  welche  den  Complex  2.  Grades  erzeugen.  Mit  ihren  Leitgeraden 
erfüllen  sie  den  Büschel  g  und  zwar  so,  dccss  jeder  8trahl  von  g  für 

30* 
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iswei  von  diesen  NeUsen  Leitgerade  ist  Yerbinden  wir  nämlich  das 
StrahleDgebüsche  aus  S^f  welches  einen  bestimmten  Strahl  yon  %  zar 
Axe  hat,  mit  den  verschiedenen  Gewinden  von  S^  durch  Büschel  und 
schneiden  diese  mit  Si,  so  ergiebt  sich  in  8^  eine  Projectivität^  in 
der  zwei  Gewinde  einander  entsprechen,  von  denen  das  eine  einem 
Gewinde  von  5^  in  der  gegebenen  Projectivität  homolog  ist,  das  an- 
dere der  Schnitt  des  Büschels  ist,  der  dieses  Gewinde  von  8i  mit 
jenem  Gebüsche  verbindet.  Die  beiden  sich  selbst  entsprechenden  Ge- 
winde dieser  Projectivität  schneiden  sich  mit  den  homologen  Gewinden 
von  5|  in  den  Strahlennetzen,  deren  Leitgerade  der  betrachtete  Strahl 
von  5  isi 

Durchläuft  derselbe  den  %,  so  entsteht  in  S^  wie  in  5/  eine  In- 
volution; beide  Involutionen  entsprechen  sich  in  der  gegebenen  Pro- 
jectivität; den  Doppelelementen  der  einen  correspondiren  die  der  andern, 
und  wir  haben  in  %  zwei  ausgezeichnete  Sirahlen  d^,  d^y  hei  denen  die 
zugehörigen  Strahlennetze  sich  vereinigt  haben. 

Jeder  Strahl  von  ^  ist,  als  Leitgerade  zweier  singulärer  Strahlen- 
netze des  Complexes,  Doppelstrahl  desselben;  ist  ja  doch  der  Büschel 
%,  doppelt,  an  Stelle  der  Regelschaar  ^  von  Doppelstrahlen  getreten, 
die  im  allgemeinen  Falle  [(111)111]  Grund -Kegelschaar  des  Bündels 
82  ist,  oder,  wenn  wir  blos  auf  [(211)11]  zurückgehen,  an  Stelle  der 
Büschel  (JPj,  92)  ^^^  (-^87  9i)}  ^^^  ebenso  in  %  zusammenfallen,  wie 
(JP,,  %)  und  (F^y  92)  ^^^^  %if  Sa-  ^^  ^*  ^1}  <h  t^hen  sich  die  sta- 
tionären Geraden  von  ^^  mit  denen  von  ^^  vereinigt  und  sind  durch  diese 
Vereinigung  aus  nicht  dem  Complexe  angehörigen  stationären  Geraden 
(Nr.  830)  in  stationäre  Doppelstrahlen  desselben  übergegangen  (vergl. 
Nr.  836,  839). 

Die  StraMennäze  $1,82  des  Complexes,  welche  d^,  bezw.  d^  zur  Leu- 
geraden  haben,  bilden,  doppelt  gerechnet,  die  Congruenz  S  der  singuiären 
Strahlen.  Als  Strahlennetze  von  S^  befinden  sie  sich  in  einem  Gewinde 
Fl  dieses  Bündels. 

^  und  g)  werden  beide  durch  den  doppelten  Büschel  %  repräsen- 
tirt;  die  Trägerfläche  0  besteht  aus  der  doppelten  Ebene  9  und  dem 
doppelten  Bündel  F,  und  da  O  selbst  doppelt  die  singulare  Fläche  dar- 
stellt, so  besteht  diese  aus  der  vierfachen  Ebene  9  und  dem  vierfachen 
Bündel  F. 

In  unserm  Falle  haben  sich  in  einer  Ebeiie  f^,  f^  in  eine  Gerade 
f  vereinigt;  die  beiden  Tangenten  an  die  Complexcurve  $  aus  einem 
Punkte  von  f  gehören  zu  den  beiden  singuiären  Strahlennetzen  des 
Complexes,   welche  den  durch  ihn  gehenden  Strahl  von  f$  zur  Leit- 
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geraden  haben;   die  Scbnitte  ßf  sind  die  Spuren  von  d^,  d^,  und  die 
Tangenten  in  ihnen  gehören  jenen  Strahlennetzen  S^,  S,  an. 

Die  ft  der  consingulären  Complexe  berühren  den  des  gegebenen  843 
in  diesen  Punkten.    Alle  consingulären  Complexe  haben  diese  SircMenr 
netze  Si,  S^  gemeinsam  und  berühren  sich  längs  derselben;  sie  bilden  einen 
Büschel  sich  doppelt  berührender  Complexe;   und  die  singulären  Strahlen 
sind  ihnen  allen  gemeinsam. 

Im  ^-Büschel  befindet  sich  das  Paar  der  gemeinsamen  Tangenten; 
sein  Doppelpunkt,  der  Berührungspol ,  ist  der  Nullpunkt  des  einzigen 
isolirten  Fundamental- Gewindes^  offenbar  des  oben  erwähnten  Gewindes 
r^y  welches  die  beiden  Strahlennetze  S,,  Sg  verbindet;  denn  die  gemein- 
samen Tangenten  geboren  ja  zu  diesen  Netzen. 

Die  Complexcurven -Büschel  in  den  verschiedenen  Ebenen  sind 
projectiv;  und  dadurch,  dass  in  ihnen  je  das  Paar  der  gemeinsamen 
Tangeuten,  die  doppelte  Berührungssehne  und  die  Complezcurve  des 
gegebenen  Complexes  homolog  sind,  ist  diese  Projeetivitat  festgelegt. 

Die  Berührungssehne  f,  als  Tangentencurve  aufgefasst,  ist  das 
Paar  der  Berührungspunkte;  daraus  erhellt,  dass  sich  in  der  Beihe  der 
consingulären  Complexe  das  Faar  der  Gebüsche  [d^],  [d^]  befindet  Dieses 
Paar  von  Gebüschen  hat  zwei  von  den  drei  isolirten  Fundamental-Gewinden 
von  [(111)111]  in  sich  aufgenommen,  nämlich  das,  welches  bei  [(211)11] 
in  das  Gebüsche  [/*]  überging,  und  noch  ein  anderes.  Es  ist  das  ein 
ähnlicher  Prozess,  als  wir  ihn  bei  [(11)1111]  kennen  lernten  und  eben 
durch  (11)  bezeichneten. 

Wir  haben  natürlich  auch  hier  ein  fundamentales  Netz;  erinnern 
wir  uns,  dass  bei  [(111)111]  dies  Netz  durch  g)  geht,  S^  hingegen 
durch  x^;  also  sind  sie  in  Involution.  Folglich  ist  auch  jetzt  dies 
fundamentale  Netz  dasjenige,  das  zum  Netze  5,  in  Involution  ist  und 
also  auch  zu  dem  darin  befindlichen  Fundamental -Gewinde  I\;  wir 
haben  dies  Netz  in  Nr.  670  auch  besprochen  —  es  ist  der  Inbegriff 
derjenigen  Gewinde,  welche  auf  irgend  ein  Gewinde  von  S^,  z.  B.  auf 
r^y  sich  stützen  und  durch  %  gehen  —  und  erkannt,  dass  der  Büschel 
der  Gebüsche,  welche  die  Strahlen  von  %  zu  Axen  haben,  beiden  ge- 
meinsam ist.  Unsere  beiden  Gebüsche  [äj,  [d^l  gehören  daJier  zu  diesem 
fundamentalen  Netze.  Dies  veranlasst  uns,  die  beiden  Zeichen  (111) 
und  (11)  zusammenzuziehen  in  (221),  genauer  (1  -f-  1;1  ~f~  1;1)>  ^^^ 
den  Complex  zu  bezeichnen  durch: 

[(221)  1] . 

Wenn  in  den  beiden  Büscheln  S^^  S^  von  8^  die  (einzigen)  Ge- 
büsche einander  entsprechen,  so  befindet  sich  unter  den  Strahlennetzen 


470  Complexe  2.  Grades  mit  unendlich  vielen  Doppelstrahlen. 

des  Complexes  das  Bündel-Feld  [F,(p],  das  die  Basis  des  in  S^  enthal- 
tenen Büschels  aus  lauter  Gebüschen  ist;  und  f&r  jeden  Strahl  Ton  % 
ist  dies  Bündel-Feld  das  eine  Strahlennetz,  für  das  er  Leitgerade  ist; 
die  Involutionen  in  S^  und  5/  sind  parabolisch;  die  beiden  stationären 
Doppelstrahlen  d^,  d^  vereinigen  sich.  Die  doppelte  Berührung  der  ffi 
in  jeder  Ebene  geht  in  vierpunktige  über;  Basis  des  Büschels  der  con- 
singulären  Complexe  und  Ort  der  gemeinsamen  singulären  Strahlen  ist 
das  Bündel-Feld  [F,  9)],  vierfach  gerechnet. 

Auch  das  im  vorigen  Falle  noch  vorhandene  isolirte  Fundamental- 
Gewinde  hat  sich  mit  den  leiden  selbst  zusammengefallenen  Gebüschen 
[dj],  [d^l  vereinigt.  Wir  bezeichnen  dies  durch  Hereinnahme  der  aussen 
stehenden  1  und  Addition  zu  der  einen  Ziffer  der  Klammer  und  zwar 
einer  von  den  beiden  Ziffern,  die  von  der  vorhinigen  (11)  —  die  dem 
Büschel  der  Gebüsche  zugehört  —    beeinflusst  sind^   so  dass  sidi  die 

Bezeichnung : 

[(321)] 

ßr  den  Complex  ergiebt. 

844  Monte sano  erhält  die  beiden  vorangehenden  Complexe,  indem  er 

einen  Grund-Kegelschnitt  K^^  annimmt  und  Fj^  als  Kegel  voraussetzt^ 
der  seine  Spitze  auf  Kj^  hat  und  im  zweiten  Falle  überdies  die  Tan- 
gente von  K^^  in  der  Spitze  als  Kante  enthält. 

Die  Reihe  der  consingulären  Complexe  ist  im  ersten  allgemeineren 
Falle  bestimmt;  wenn  gegeben  sind  der  Büschel  %,  dann  die  beiden 
Strahlen  d^,  d^  und  das  isolirte  Fundamental- Gewinde  F^y  das  durch 
%  gehen  muss;  %  hat  die  Mannigfaltigkeit  5,  für  jeden  der  beiden 
Strahlen  ist  sie  dann  1  und  für  F^  3;  folglich  hat  der  Complex  [(221)1] 
die  Mannig faliigheit  5  +  2  +  3  +  1  =  11,  und  für  [(321)]  ist  sie  10. 

Jene  ist  um  2  kleiner  als  die  von  [(211)11],  dem  allgemeinen 
Falle,  wo  die  Büschel  ^Jj,  fjg  verschieden  sind;  denn  für  zwei  Strahlen- 
büschel mit  gemeinsamem  Strahle  ist  es  eine  zweifache  Bedingung, 
dass  sie  identisch  werden. 

Ich  will  die  Mannigfaltigkeit  von  [(221)1]  noch  auf  eine  zweite 
Weise  ermitteln. 

Diejenige  unserer  speciellen  Gewindebündel  S^  ist  6;  denn  die 
Mannigfaltigkeit  des  Gewindes  ist  5  und  die  der  Strahlenbüschel  eines 
Gewindes  3,  andererseits  kann  unser  Bündel  S^  aus  jedem  seiner  <x? 
Gewinde  abgeleitet  werden;  so  ergiebt  sich  5+3  —  2  =  6.  Der 
Bündel  S^  hat  00^  Büschel,  so  dass  auf  00*  Weisen  zwei  Büschel  her- 
ausgenommen werden  können,  welche  dann  wieder  auf  00^  Weisen  pro- 
jectiv  zu  beziehen  sind.    Andererseits  aber  kann  jeder  Complex  dieser 
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Art  auf  oo*  Weisen  durch  projective  Gewindebüschel  erzeugt  werden; 
seine  Mannigfaltigkeit  ist  also  6-|-4-{-3  —  2=»11. 

III. 

* 

Mit  diesen  beiden  Arten   greifen  wir  in  einen  allgemeinen  Fall  845 
über^  dem  sie  sich  unterordnen,  den  Fall  nämlich,   dass  der  Complex 
einen  Büschel  von  Doppelsirahlen  lesitgt. 

Wenn  er  3  einem  Büschel  angehorige  Doppelstrahlen  besitzt,  so 
sind  alle  Strahlen  des  Büschels  doppelt  für  ihn.  Denn  zunächst  ist 
klar,  dass  der  Büschel  dem  Complexe  ganz  angehören  muss.  Also 
zerfallt  der  Schnitt  eines  beliebigen  durch  den  Büschel  gelegten  Strah- 
lennetzes in  den  Büschel  und  eine  cubische  Regelfläche ;  die  3  voraus- 
gesetzten Doppelstrahlen  müssen  dann  aber  auch  dieser  Regelfiäche 
angehören;  da  dieselbe  nicht  Kegel  sein  kann,  —  denn  ein  Strahlen- 
netz enthält  keinen  —  so  ist  dies  nicht  anders  möglich,  als  dass  noch- 
mals Zerfallen  stattfindet:  in  den  Büschel  und  eine  Begelschaar. 

Jener  zählt  daher  im  Schnitte  eines  jeden  durch  ihn  gehenden 
Strahlennetzes  mit  dem  Complexe  doppelt. 

Bezeichnen  wir  diesen  Büschel  von  Doppelstrahlen,  wie  schon  im 
Vorhergehenden,  mit  {F,  q>)  oder  5-  Durch  jeden  Strahl  geht  ein  ihn 
schneidender  Büschel;  gehört  der  Strahl  zum  Complexe  F^  so  hal} 
dieser  Büschel  mit  F^  einen  doppelten  und  einen  einfachen  Strahl  ge- 
mein, ist  also  ganz  in  F^  enthalten. 

Werm  ein  Complex  2,  Grades  einen  Büschel  %  von  Doppelstrahlen 
besitzt y  so  enthält  er  oo^  denselben  schneidende  Büschel;  durch  jeden  von 
seinen  Strahlen  geht  einer. 

Es  sei  g  ein  Strahl  des  ferneren  Schnitts  2.  Grades  eines  durch 
^  gehenden  Strahlennetzes  mit  F^,  so  enthält  dieses  den  durch  g 
gehenden  Büschel  von  F^,  und  der  Schnitt  besteht  also  aus  2  Büscheln. 
Jedes  durch  %  gelegte  Strahlennetis  schneidet  den  Complex  noch  in  zwei 
Strahlenbüscheln,  die  im  Netze  zur  andern  Beihe  gehören  als  %  und  dalier 
windschief  gegen  einander  sind. 

Ebenso  gehört,  wenn  g  ein  Strahl  des  Schnitts  —  einer  Con- 
gruenz  2.  Grades  —  von  F*  mit  einem  durch  5  gehenden  Gewinde 
ist,  der  durch  ihn  gehende  Büschel  von  F^  zum  Gewinde,  imd  diese 
Congruenz  besteht  aus  oo^  Strahlenbüscheln,  deren  Scheitel  in  g)  liegen 
und  deren  Ebenen  durch  F  gehen.  Eine  Gerade  in  (p  bestimmt  ein 
durch  %  gehendes  Gebüsche;  die  beiden  Büschel,  welche  das  Strahlen- 
netz ausschneidet,  in  dem  dies  Gebüsche  und  das  Gewinde  sich  be- 
gegnen, lehren,  dass  jene  Scheitel  in  g)  eine  Curve  2.  Grades  bilden; 
und  ebenso  umhüllen  die  Ebenen  einen  Kegel  2.  Grades  aus  F.    Beide 
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sind  perspectiv^  und  wir  erkennen  unsere  Congruenz  als  eine  von 
denen ^  die  wir  in  11^  Nr.  499  Fall  2)  aufgezählt  haben,  für  n  s»  2 ; 
jedoch  mit  der  Specialität^  dass  die  Ebene  q>  des  Kegelschnitts  durch 
die  Spitze  F  des  Kegels  geht.  Diese  Specialitat  bewirkt  eben,  dass 
jeder  Strahl  des  Büschels  %,  wie  nothwendig,  Doppelstrahl  der  Schnitt- 
congruenz  ist;  er  ergiebt  sich  bei  2  von  den  erzeugenden  Büscheln. 

Der  Schnitt  unseres  Complexes  mit  einem  durch  den  Büschel  %  gehen- 
den Gewinde  ist  eine  Congruenz  2.  Grades  j  welche  sich  bei  einem  Kegd 
2.  Grades  und  einem  zu  ihm  perspectiven  Kegelschnitte  dttrch  die  Büschel 
aus  den  Punkten  des  letzteren  in  den  entsprechenden  Ebenen  des  ersteren 
ergid>t,  jedoch  noch  die  Specialitat  hxt,  dass  die  Ebene  des  KegdschniUs 
durch  den  Scheitel  des  Kegels  geht. 

846  Führen  wir  aber  auch  hier,  nach  Montesano,  das  Gebüsche  G 

von  Gewinden  ein,  welche  durch  2  Strahlen  von  ^  und  damit  durch  den 
ganzen  Büschel  gehen  (Nr.  804).  Die  Grund- Begelschaaren  der  Netze 
von  G  zerfallen  alle  in  %  und  einen  zürnten  Büschel;  jeder  %  schneidende 
Büschel  definirt  ein  Gewindenetz  in  G, 

Die  Grund' Strahlennetze  der  Büschel  von  G  gehen  durch  5  und 
haben  also  ihre  eine  Leitgerade  in  q>,  während  die  andere  durch  F  geht:^ 
die  Strahlengebüsche  von  G  zerfallen  also  in  zwei  Systeme:  den  Bündel 
der  Gebäsche,  deren  Axen  durch  F  gehen ^  und  das  Feld  der  GeMschCy 
deren  Axen  in  q>  liegen;  beide  Systeme  sind  Netze. 

Wird  also  wiederum  G  correlativ  auf  den  Punktraum  27i  bezogen, 
so  erhalten  wir  zwei  Funkte  K/,  K^,  deren,  Ebenen  den  einen  und  den 
andern  Strahlengebüschen  von  G  correspondiren:  in  dies  Punktepaar  ist 
die  Grundfläche  K^  ausgeartet 

Man  erkennt  leicht^  dass  jeder  von  den  beiden  Ebenenbündeln 
K/,  K^  zum  Bündel  F  oder  Felde  9?  von  Strahlen,  als  den  Axen  der 
den  Ebenen  correspondirenden  Gebüsche,  correlativ  ist. 

Sehen  wir  von  dem  festen  Bestandtheile  ^  der  Grund-Regelschaa- 
ren  ab,  so  sind  die  Punkte  von  U^  den  Strahlenbüscheln  entsprechend, 
welche  ^  schneiden. 

Die  Punkte  in  U^  welche  den  F^  erfüllenden  StrcMenbiischeln  cor- 
respondiren, erzeugen  eine  Fläche  2.  Grades  F^;  denn  auf  eine  Gerade 
fallen  2,  weil  das  entsprechende  Strahlennetz  von  G  2  von  den  Bü- 
schein  enthält. 

Die  beiden  Geradenschaaren  von  jP,'  führen  dann  wiederum  zu 
zwei  Beilien  von  Strahlennetzen  H  und  L,  die  in  F^  enthaüen  sind  und 
aUe  durch  %  gehen. 

Die  Leitgeraden  erzeugen  zwei   verschiedene  Oerter,  aus  denen  sich 
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die  singulare  Fläche  eusatnmensetzt,  die  einen  einen  Kegel  2.  Grades  9^ 
aus  F,  die  andern  eine  Curve  2,  Grades  <&,  in  q>. 

Die  beiden  Theile  entsprechen  den  beiden  Kegeln  2.  Grades  — 
den  Tangentialkegeln  von  F^  aus  K/  und  K^'f^  — ,  in  welche  der 
Torsus  x^  ^  F^K^  in  diesem  Falle  sich  zerlegt:  **  und  *,  entstehen 
durch  die  Axen  der  Gebüsche  von  G,  welche  den  Berührungsebenen  des 
einen  und  des  andern  von  diesen  Kegeln  entsprechen.  Eine  Gerade  l 
bestimmt  einen  ^  schneidenden  Büschel;  die  beiden  Berührungsebenen, 
welche  an  den  einen  und  den  andern  Tangentialkegel  aus  dem  corre- 
spondirenden  Punkte  kommen^  entsprechen  den  Gebüschen,  deren  Axen 
in  die  Büschel  {F,  T),  {l,  g>)  fallen. 

Die  beiden  gemeinsamen  Tangentialebenen  der  Berührungskegel 
—  durch  die  Gerade  K^K^  —  führen  zu  zwei  Strahlen  Y,  f"  von 
(Fy  f)),  toelche  sowohl  Kanten  von  9^,  als  Tangenten  von  O^  sind. 

Jede  der  beiden  Geradenschaaren  von  F^^  macht  die  Büschel  der 
Berührungsebenen  der  beiden  Tangentialkegel  projectiv,  und  zwar  so, 
dass  die  beiden  eben  erwähnten  gemeinsamen  Berührungsebenen  sich 
selbst  entsprechen. 

Demnach  erhalten  wir  zwei  Prcjectivitäten  P*  und  Pi  zwischen  den 
Kanten  von  4^  und  den  Tangenten  von  <&,,  in  denen  die  Leitgeraden  je 
desselben  Strahlennetzes  H  oder  L  sich  entsprechen. 

In  beiden  sind  die  Strahlen  Y,  Y'  sich  selbst  entsprechend^  und  jeder 
ist  daher  Leitgerade  für  zwei  singulare  Strahlennetze  des  Complexes. 

Die  volle  singulare  Fläche  O  besteht  als  Punktfläche  aus  9^  und 
der  doppelten  Ebene  ip,  als  Ebenenfläche  aus  O^  und  dem  doppelten  Bündel 
F.  Von  den  4  Strahlenbüscheln  des  -Complexes  durch  einen  Strahl  des- 
selben haben  sich  zwei  in  denjenigen  vereinigt,  welcher  %  schneidet,  die 
beiden  andern  kommen  von  Punkten  des  ^  und  liegen  in  Ebenen,  u)elche 
9^  tangiren. 

Nehmen  wir  wiederum  eine  Berührungsebene  r  von  O,  etwa  eine  847 
von  O^,  welche  O^  in  dem  Kegelschnitte  C*  und  qp  in  der  Tangente 
C  von  O^  schneidet;  die  Punkte  $  und  S,  die  zu  P^  und  Pt  gehören, 
sind  die  Schnitte,  mit  C^,  eines  Strahls  durch  den  Berührungspunkt 
T]  die  Strahlen  durch  $,  bezw.  S  schneiden  auf  C^  und  C,  machen 
diese  projectiv  und  damit  auch  O^  und  0^]  man  ersieht,  wie  die  Spu- 
ren von  Yf  Y\  ^iö  Schnitte  von  C^  und  C,  und  also  auch  f,  Y'  sich 
selbst  entsprechend  werden. 

In  einer  Ebene  haben  wir  eine  Correspondenz  [2,  1]  zwischen 
einem  Kegelschnitte  und  einer  Geraden;   da  sie  zwei  sich  selbst  ent- 
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sprechende  Punkte  hat^  so  ist  ihr  Erzeugniss  eine  Curye  2.  Klasse^  die 
Complexcurve. 

Gehen  wir  jetzt  von  einer  Projectivität  P^  zwischen  9^  und  9^ 
aus,  in  der  \'  und  y  sich  selbst  entsprechend  sind;  wie  gelangen  wir 
zu  der  P/^  die  den  nämlichen  Complex  erzeugt?  Wenn  ein  Strahl  g 
desselben  die  in  P^  entsprechenden  Geraden  h  auf  ^  und  \  von  O, 
trifiFt^  so  muss  er  auch  entsprechende  Geraden  l  und  l^  von  Pi  treffen^ 
also  in  die  Ebene  hl  fallen  und  durch  den  Punkt  \l^  gehen,  und  dem- 
nach dieser  in  jene  fallen.  Diese  Beziehung  muss  für  jedes  Paar  ho- 
mologer Strahlen  hh^  von  P^  und  jedes  Paar  homologer  Strahlen  von 
P;  statthaben.  Halten  wir  h,  h^  fest^  so  bestimmt  die  Ebene  hl  auf 
\  einen  Punkt^  und  \y  die  zweite  Tangente  aus  ihm  an  4^2;  bewegt 
sich  projectiv  zm  hl  und  zu  l\  kommt  l  nach  \'  oder  f^',  dann  thut  es 
auch  \.  Wir  haben  also  eine  Pi,  bei  der  die  Bedingung  zunächst  fOr 
das  eine  Paar  h\  und  jedes  Paar  11^  erfüllt  wird«  Wir  leiten  nun 
aus  irgend  einem  Paar  dieser  Pi  eine  Projectivität  Pa  ab;  sie  stimmt 
mit  der  gegebenen  P*  überein,  weil  sie  die  3  Paare  ff,  \"\\  h\  mit 
ihr  gemein  hat,  und  zwar  gleicbgiltig  von  welchem  Paare  der  Pi  aus- 
gegangen wurde.  Daraus  ist  klar,  dass  durchweg  die  Inddenz  der  Ebene 
hl  mit  dem  Punkte  hj^  erfüllt  wird*)  und  also  jeder  Strahl,  der  ein 
Paar  h\  trifft^  auch  einem  Paare  11^  begegnet^  oder  beide  verbundenen 
Projectivitäten  Pa,  Pi  den  nämlichen  Complex  erzeugen. 

Lassen  wir  nun  h  und  l  oder  h^  und  2^  zusammenfallen,  so  haben 
wir:  die  beiden  Tangenten  von  ^g,  welche  in  Pa  und  Pi  derselben 
Kante  von  O^  entsprechen,  schneiden  sich  auf  der  Berührungsebene 
der  Kante,  die  beiden  Kanten  von  O^,  welche  der  nämlichen  Tangente 
von  02  homolog  sind,  liegen  in  einer  durch  ihren  Berührungspunkt 
gehenden  Ebene.  So  wird  jeder  Tangentialebene  von  ^  ein  in  ihr 
befindlicher  Punkt  von  7?,  jedem  Punkte  von  Og  eine  durch  ihn  gehende 
Ebene  von  F  zugeordnet:  die  durch  diese  incidenten  Elemente  ent- 
stehenden Strahlenbüschel  bilden  mit  ^,  den  sie  schneiden,  Kegel- 
schaaren  [h  ^  Z,  A^,  l^]  oder  [hj^^l^^h,!]  von  der  Art  in  Nr.  790,  die 
aus  lauter  singulären  Strahlen  bestehen. 

Durch  einen  Punkt  X  von  9  mögen  die  Tangenten  \  ^  Z/,  A/  ^  Z| 
von  4^2  g^hen;  dann  liegt  er  als  \li  in  der  Ebene  hl  und  als  A/Z/ 
in  AT;  die  beiden  von  ihm  ausgehenden  Büschel  in  diesen  Ebenen 
sind  in  Strahlennetzen  des  Complexes  gelegen  (der  erstere  z.  B.  in 
[AAJ  und  [lli])]  gemeinsamer  Strahl  ist  immer  der  aus  5>  ^^^  ^^ 
zeigt  sich,  dass  alle  Strählen  von  j^  Doppelstrahlen  des  Complexes  sind, 

*)  Sie  ist  äquivalent  damit,  dass  hhlli  einer  Regelscbaar,  d.  h.  hier  einem 
Strahlenbüschel- Paare  angehören. 
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Fällt  X  auf  j',  in  der  \  ^  Ij^  mit  h^V  zusammenfallt,  so  sind  die 
beiden  Ebenen  yi,  f  A',  also  nicht  identisch;  f  und  f"  sind  nicht 
stationäre  Doppelstrahlen.     Duales  gilt  für  die  Ebenen  von  F. 

Die  beiden  Ebenen  fallen,  wenn  X  auf  0^  ^^^S^}  ^^  ^^^^  zusam- 
men: die  oben  dem  Punkte  zugeordnete. 

Jeder  Punkt  von  0^  ^^  ^^  stationärer  Punkt  und  also  Sdieitel  eines 
Büschels  Singular  er  Strahlen:  zugehörige  singulare  Ebenen  sind  die  Tan- 
gentialebenen des  ^2  in  dem  Punkte.  Jede  Beriihrungsebene  von  O^  ist 
stationär  und  Träger  eines  Büschels  singulärer  Strahlen,  welche  zu  den 
verschiedenen  Punkten  der  Berühnmgskante  gehören. 

Alle  Complexcurven  treffen  O^  zweimal  und  berühren  O^  ^zweimal; 
aUe  Complexkegel  haben  mit  <P^  zwei  Tangentialebenen  gemein  und  be- 
rühren 0^  zweimal 

Umgekehrt,  in  einer  Tangentialebene  von  O^,  welche  durch  die 
Tangente  ^^l^  geht,  haben  die  beiden  Complex-Strahlenbüschel  ihre 
Scheitel  in  den  Spuren  von  h  und  l,  der  singulare  Strahl  ist  also  die 
Spur  der  Ebene  hl,  der  dem  Berührungspunkte  der  Tangentialebene 
von  O2  zugeordneten  Ebene;  er  muss  also  durch  diesen  Punkt  gehen. 

Wir  haben  so  zwei  getrennte  Systeme  von  singulären  Strahlen,  die 
einen  zu  den  Punkten  von  O^y  ^^  andern  zu  den  Tangentialebenen  von 
O^  gehörig.  Beide  Systeme  sind,  wie  in  Nr.  845,  Congruenzen  2.  Grades 
von  der  Art  der  in  Bd.  II,  Nr.  499  2)  besprochenen,  aber  mit  der  Be* 
Sonderheit f  dass  sie  einen  Büschel  von  doppelten  Strahlen  besitzen,  beide 
den  %.  In  der  That,  wenn  h^  ^  Z^  um  ©j  sich  bewegt,  durchlaufen 
h  und  l  den  Eegel  0*  projectiy  und  die  Ebene  hl  umhüllt  einen  Kegel 
2.  Grades  W^  mit  der  Spitze  F,  welcher  den  O^  in  den  sich  selbst 
entsprechenden  Geraden  Y,  f"  tangirt.  Also  haben  wir  einen  Kegel- 
schnitt ^2  ^'^^  einen  zu  ihm  perspectiven  Kegel  ^^  —  denn  hl  geht 
ja  immer  durch  den  Berührungspunkt  von  h^  ^  l^  — ,  und  ihr  Erzeug- 
niss  ist  die  Congruenz  der  singulären  Strahlen,  die  zu  den  Punkten 
von  ^2  gehören.  Auch  hier  findet  die  Specialität  statt,  dass  die  Spitze 
des  Kegels  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  liegt,  weshalb  eben  der 
Büschel  ^  für  die  Congruenz  aus  lauter  Doppelstrahlen  besteht. 

Ebenso  erzeugen  die  Punkte  von  %  welche  den  Tangentialebenen 
von  <^  zugeordnet  sind,  eine  Curve  5*'*,  welche  O^  ^^uf  j',  j"  tangirt 
und  zu  O^  perspectiv  ist;  durch  sie  entsteht  die  Congruenz  2.  Grades 
der  singulären  Strahlen,  die  zu  den  Berührungsebenen  von  O^  gehören; 
sie  hat  auch  alle  Strahlen  von  ^  zu  doppelten.*) 

*)  Auch  mit  diesen  Congraenzen  hat  man  das  Gebiet  der  Kummer' sehen 
Aafzählung  der  Congruenzen  2.  Ordnang  überschritten,  ohne  sich  dessen  bewasst 
zu  werden  (vergl.  Nr.  772). 
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Die  Ebenen,  welche  den  Punkten  von  O^,  die  Punkte,  welche  den 
Berührungsebenen  von  O*  zugeordnet  sind,  sind  also  ihre  Nullelemente 
in  den  durch  diese  Congruenzen  gehenden  Gewinden.*)  FQr  diese  sind 
die  Polare  von  F  in  Bezug  auf  O^  und  die  yon  9  in  Bezug  auf  4l^ 
polare  Geraden. 

Die  Strahlennetze,  welche  der  Complex  enthält  und  die  alle  durch 
den  Biischel  ^  gehen,  führen  mr  Erzeugung  durch  ewei  projecUve  Ge- 
imndeimchel  in  der  besondern  Lage,  dass  die  Grund- Strahlennetge  einen 
Strahlenbüschel  gemein  häben^  dessen  sämmtliche  Strahlen,  wie  in  Nr.  829, 
doppelte  Strahlen  des  erzeugten  Complexes  sein  müssen. 

848  Die  00^  Paare  verbundener  Projectivitäten  Ph,  Pi   (mit   den   sich 

selbst  entsprechenden  Strahlen  f ,  f')  fuhren  0u  den  consingulären  Com- 
plexen,  unter  ihnen  haben  wir  zwei  sich  selbst  verbundene.  Nennen  wir 
F\  F"  die  Berührungspunkte  Ton  f,  j"  mit  O^  und  q>,  q>"  die  Be- 
rührungsebenen von  <P*  in  \\  f",  ferner  f,  f  die  Geraden  <pq>\  F'F'\ 
die  obigen  Polaren;  jedes  Gewinde  des  Büschels  durch  [//*']  trans- 
formirt  <&^  in  einen  Kegelschnitt,  der  ebenfalls,  wie  9^,  die  W  f"  auf 
f  berührt.  Die  Nullpunkte  irgend  einer  Tangentialebene  g  von  fl^* 
für  diese  Gewinde  durchlaufen  ihre  Schnittlinie  mit  9?;  demnach  haben 
wir  zwei  Gewinde  P,,  Fj,  für  welche  sie  auf  9^  fallen  und  die  also 
Ql^  in  O^  überführen.  Die  auf  O'^,  9^  gelegenen  polaren  Geraden  etwa 
von  r^  beschreiben  eine  unserer  Projectivitäten,  und  da  die  Berührungs- 
ebene der  einen  durch  den  Berührungspunkt  der  andern,  ihren  Null- 
punkt, geht,  so  heisst  das:  zxxhE^l  gehört  A^  ^  Z^,  und  diese  P\  ist 
mit  ihrer  verbundenen  Pi  identisch.  Alle  Strahlennetze  [AAJ  gehören 
zu  Fl- 

Wir  haben  in  den  beiden  Gewinden  F^,  Fg  die  Doppelgewinde  der 
Reihe  der  consingulären  Complexe,  die  isolirten  Fundamental -Gewinde 
gefunden. 

Die  Schnitte  von  iq>  mit  ^2  sind  harmonisch  zu  denen  mit  /*und 
f,  also  Fj,  Fj  harmonisch  zu  den  Gebüschen  ihres  Büschels  oder  in 
Involution. 

Die  Beihe  der  consingulären  Complexe  hat  den  Grad  2;  denn  eine 
Gerade  bestimmt  2  Projectivitäten  Pa' zwischen  O*,  O^,  in  denen  der 
einen  von  ihr  getroffenen  Kante  von  O^  die  eine  und  die  andere  ge- 
troffene Tangente  von  O^  homolog  sind. 

*)  Diese  Gewinde  sind  nicht  in  Involntion,  wie  Weiler  behauptet,  aber  polar 
in  der  Correlation,  von  welcher  der  Complex  der  Eerncomplex  ist;  denn  als  sol- 
chen werden  wir  ihn  erkennen. 
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Nun  kommt  es  darauf  aii;  unsern  Complex  als  den  Kemcomplex 
einer  Correlaüon  m  erkennen.  Es  sei  F^  unendlich  nahe  dem  F  auf  /) 
so  lassen  wir,  zur  Bestimmung  einer  Correlation,  den  Punkten  F'y  F'\ 
F,  Fl  die  Ebenen  y',  q>\  q>,  f'F^  homolog  sein;  dadurch  wird  FF'F^F" 
Durchschnitts -Yierseit  der  Eemflächen;  zur  Büschel-Schaar  durch  dieses 
Vierseit  gehören  nur  Kegel  2.  Grades,  welche  die  q>y  q>"  längs  f,  f" 
tangiren,  und  Kegelschnitte,  die  in  F\  F"  von  \\  \"  tangirt  werden, 
unter  jenen  *',  unter  diesen  9^, 

Lassen  wir  also^  zur  endgiltigen  Bestimmung  der  Correlation, 
einem  Punkte  P  von  ti^*  die  Ebene  ä  entsprechen,  die  von  ihm  nach 
der  Tangente  von  O^  geht,  welche  der  Kante  FP  in  der  dem  Com- 
plexe  zugehörigen  P«  oder  Fi  homolog  ist,  so  machen  wir  4^^  zur 
Punkt-,  O^  zur  Ebenen-Kernfläche  der  Correlation.  P^  und  P<  werden 
zwischen  <&'  und  O^  nun  auch  durch  die  Correlation  inducirt:  der 
Complex  ist  ihr  Kemcomplex.  Eine  ümkehrung  der  Bedeutung  der 
Kemflächen  (Nr.  809)  ist  hier  nicht  möglich. 

Diese  Specialität  der  Correlation  ist  nur  eine  einfache  Bedingung; 
denn  die  Ausartung  der  Fläche  2.  Grades  in  einen  Kegel  ist  es,  und 
eine  solche  Ausartung  der  Punkt -Kernfläche  bedingt  die  der  andern 
in  einen  Kegelschnitt.  Demnach  mtiss  auch  die  Mannigfaltigkeit  des 
vorliegenden  Complexes  nur  um  1  geringer  sein,  als  die  des  Kerncomplexes, 
also  14.  Dies  lässt  sich  direct  einsehen.  Der  Büschel  §  hat  die  Man- 
nigfaltigkeit ö,  in  ihm  das  Strahlenpaar  yy  die  Mannigfaltigkeit  2, 
für  a^  und  O^  ^®*  ^i®  deniix  je  3,  und  für  P*  (oder  P,)  noch  1,  mit- 
hin 5  +  2  +  2.3  +  1  =  14. 

Von  dem  Yierseite  dd^d'd^  des  allgemeinen  Kemcomplexes  haben 
sich  die  einen  Gegenseiten  mit  den  andern  in  y,\"  vereinigt;  die  beiden 
fundamentalen  Büschel  durch  [dd']  und  [d^d^']  heim  allgemeinen  Kem- 
complexe  sind  in  den  durch  [f'f]  zusammengefallen,  also  in  einen  Büschel 
von  lauter  Gdmschen,  die  als  solche  nun  freilich  nicht  mehr  eigentliche 
Fundamental -Gewinde  sind.  Drücken  wir  diese  Vereinigung  von  zwei 
(11)  durch  (22)  aus,  so  haben  wir  unsern  Complex  mit: 

[(22)11] 
ZU  bezeichnen. 

Der  Büschel  der  Axen  dieser  Gebüsche  liegt  im  Schnitt-Strahlen- 
netze [ff]  der  beiden  isolirten  Fundamental-Gewinde;  so  dass  die  In- 
volution dieses  fundamentalen  Büschels  zu  letzteren  ersichtlich  ist.  — 

jEs  mögen  nunmehr  die  beiden  Geraden  f,  f "  in  f  zi^ammenrücken ; 
dann  berührt  g)  den  Kegel  ^  längs  f,  und  JPist  der  Berührungspunkt 

von  ^2  ^^^  \j  ^^^  ^^^^  Schnitt  von  ig)  mit  O^  ^^^^  -^9  ^^  ^^^  ^ 
isolirten  Fundamental -Geimnäe  vereinigt  sich  mit  [f]  und  tritt  damit  in 
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den  fundamentalen   Büschel  ein;   folglich  erhält  der  Complex  die  Be- 
zeichnung: 

[(32)1]. 

849  Wir  neJunen  an,  dass  0^  oder  O^  in  zwei  Ebenen  oder  zwei  Punkte 

zerfalle;  dadurch  gelangen  wir  zu  zwei  dualen  Complexen, 

Wenn  3>^  in  die  Ebenen  q>,  9"*)  zerfällt ^  so  sind  —  ähnlich  wie 
beim  Hirst'schen  Complexe,  von  dem  ja  diese  Complexe  besondere 
Fälle  sind  —  die  Projectivitäten  Pa,  P/  solche  zwischen  (jF,  9)'),  bezw. 
(F^  q>')  und  3>2,  in  denen  j',  bezw.  f"  sich  entspricht.  So  ergiebt  sich 
folgende  einfache  Erzeugungsweise  für  den  ersten  der  beiden  Com- 
plexe: 

Ein  Strahlenbüschel  und  der  Tangentenbüschel  eines  Kegelschnitts^ 
welche  einen  gemeinsamen  Strahl  haben,  sind  so  prqjectiv  bezogen,  dass 
dieser  sich  selbst  entspricht  Die  Strahlennetze,  deren  Leitgerade  in  dieser 
Prqjectivität  homolog  sind,  erzeugen  den  Complex. 

Leiten  wir  wiederum  aus  der  einen  Projectivität  P*  zwischen  {F,  q/) 
und  d>2  ^^^  andere  ab.  Der  gemeinsame  Strahl  sei  Y,  die  zweite  Tan- 
gente aus  F  an  ^2  ^^^^  V)  ^®^  ^^^  entsprechende  Strahl  f  in  (Fj  g)') 
bestimmt  mit  ihr  die  Ebene  9)".  Auf  einer  Tangente  x  von  O^  ent- 
steht eine  zu  (P,  tp)  projective  Punktreihe;  der  Punkt  x]'  föUt  auf 
seinen  entsprechenden  Strahl  f;  die  Verbindungsebenen  erzeugen  also 
einen  Ebenenbüschel^  dessen  Axe  durch  F  geht.  Die  Ebenen  enthalten 
die  von  den  Punkten  von  x  kommenden  Strahlenbüschel  der  verschie- 
denen erzeugenden  Strahlennetze;  (p"  gehört^  da  sie  x]"  mit  /^verbindet, 
zu  ihnen  und  enthält  die  Axe;  diese  ist  der  x  entsprechende  Strahl  von 
{F,  q>")  in  P,. 

In  Pa  entspricht  dem  f"  der  Schnittstrahl  fEi'z  9)' 9"  5  ^<^*^il  Jconimt 
das  Bündel- Feld  [F,  g/']  in  die  Beihe  der  StrcMennetze  H,  und  Aenso 
befindet  sich  [P,  qp']  in  der  der  L. 

Der  Bündel  F,  der  zu  beiden  gehört,  enthält^  ausser  dem  Doppel- 
strahlen-Büschel (F,  q)),  auch  den  einzelnen  Doppelstrahl  f^^(p'g)'\ 
Von  den  3  Doppelstrahlen  jedes  der  beiden  Felder  fallen  2  nach  y, 
bezw.  y,  welche  ja  je  zwei  Seiten  des  Doppelstrahlen -Vierseits  des 
Hirst'schen  Complexes  repräsentiren.  Von  den  beiden  singulären 
Strahlennetzen;  für  welche  Y  oder  f'  Leitgerade  ist,  ist  das  eine  ein 
Bündel-Feld. 

Der  Doppelstrahl  f  ist  ein  soldier  mit  stationären  Ebenen  und  zu- 
gehörigem festen  Punkte  F  (Nr.  819). 


*)  In  diese  Ebenen  gehen  nämlich  die  bisher  mit  (p\  qp"  bezeichneten  Ebe- 
nen über. 
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Alle  Strahlen  des  Bündels  F  sind  singulär,  diesem  Punkte  zuge- 
hörig und  den  verschiedenen  Ebenen  des  Buscheis  /*.  Die  den  Punkten 
Yon  q>\  ^"  zugehörigen  singulären  Strahlen  fallen  in  diese  Ebenen. 
Biese  Felder  und  jener  Bündel  doppelt  werden  durch  die  Congruenz 
2.  Grades  der  zu  den  Funkten  von  O^  gehörigen  singulären  Strahlen, 
welche  sich  wie  im  allgemeiueren  Falle  verhält  —  denn  der  Kegel  W^ 
zerfallt  nicht  —  *),  zur  vollen  Congruenz  S  ergänzt.  Bie  singulare  Fläche 
besteht  aus  tp  doppelt j  fp\  tp'  einfach,  F  doppelt  und  der  EbenenfläcJie  ^g. 

Wir  sahen  beim  allgemeinen  Falle,  dass  jede  Tangentialebene  des 
O^  ihre  Schnitte  mit  O^  zu  Nullpunkten  in  Bezug  auf  FjjFj  hat  und 
demnach  jeder  Punkt  von  O^  ^^^  beiden  Tangentialebenen  aus  ihm  an 
0^  ZU  Nullebenen. 

Diese  fallen  hier  in  die  Ebene  nach  f  zusammen.  Das  bedeutet, 
dass  die  Fundamental -Gewinde  F^,  F^  sich  in  das  Gebüsche  vereinigen, 
dessen  Axe  der  einzelne  Boppelstrahl  f  ist  Demnach  kommt  diesem 
Complexe  und  dem  dualen  die  Bezeichnung  [(22)2]  zu;  sie  sollen  wieder 
so  unterschieden  werden,  dass  der  d)€n  betrachtete  mit: 

[(22;  2]" 

und  der  duale  mit: 

[(22)2]' 
bezeichnet  wird. 

Ein  Strahl  trifft  2  Tangenten  Yon  0^  und  einen  Strahl  von  (F,  tp) 
und  legt  2  Projectivitäten  P*  fest;  also  gehen  durch  ihn  zwei  consingu- 
läre  Complexe;  es  sei  denn,  dass  er  ^^  trifft,  wo  er  dann  für  den  ein- 
zigen durch  ihn  gehenden  Complex  singulär  wird. 

Wie  beim  Hirs tischen  Complexe,  muss  eine  Correlation  zwischen 
q>y  q>'  entstehen:  jedem  Punkte  eines  der  beiden  Felder  entspricht  im 
andern  die  Spur  der  Ebene  des  zweiten  von  ihm  ausgehenden  Com- 
plex-Strahlenbüschels. 

Erzeugniss  der  beiden  correlativen  Felder  ist  nicht  eine  allge- 
meine Fläche  2.  Grades,  sondern  der  Kegelschnitt  ^g;  ^^^  j^  ^^^  ^^^ 
Ebenen  der  genannten  Strahlenbüschel  tangirt  wird.  Die  zweite  Er- 
zeugung durch  correlative  Bündel  wird  hier  illusorisch. 

Lassen  wir  wiederum  ]'  und  \"  sich  in  \  vereinigen,  so  dass  F  auf  850 
<P^  zu  liegen  kommt  und  durch   seine  Tangente  f  die  beiden  Ebenen 
fp'j  fp"  gehen;  dann  fällt  also  auch  /*  in  f,  und  damit  ist  das  Gebüsche 
[/*],  in  dem  sich  die  beiden  Fundamental-Gewinde  vereinigt  haben,  in 


*)  Den  Irrthnm  Weiler 's  (Math.  Annalen  Bd.  7),  welcher  behauptet,  dass 
die  Strahlen  dieser  Congruenz  die  Polare  f  von  F  nach  ^,  treffen,  hat  schon 
Hirst  berichtigt. 
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den  fundamentalen  Büschel  eingetreten;  es  ergeben  sich  für  den  betreff  en- 
den Coniplex  und  den  dualen  die  Bejseichnungen : 

[(42)r    und    [(42)]'. 

Vorhin  war  die  Projectivitat  Pk  der  Bedingung  unterworfen,  dass 
y  sich  selbst,  Y'  und  f  einander  entsprechen;  und  wir  hatten  oo^  Pro- 
jectiyitäten;  jetzt  dagegen,  wo  f,  f",  f  sich  yereinigen,  giebt  es  cx>*. 
Jede  von  ihnen  führt  zu  einer  Pi  zwischen  0^  ^^^  einem  Büschel  ans 
F  in  einer  bestimmten  Ebene  g)'  durch  f ;  Yon  den  oo'  Pi  gehören  je 
cx>^  zur  nämlichen  Ebene  g>\  und  ist  mit  der  singulären  Fläche  diese 
gegeben,  so  sind  nur  diejenigen  cx>^  Pk  zu  nehmen,  welche  zu  Pi  führen 
mit  dieser  Ebene. 

Die  Büschel  (jP,  q/),  (Fj  9>"),  beide  zu  O^  projectiy,  sind  diesmal 
perspectiv,  da  f  sich  selbst  entspricht;  also  erzeugen  die  Yerbindungs- 
ebenen  der  %,  Z,  die  je  derselben  Tangente  h^^l^  homolog  sind,  einen 
Ebenen büschel,  und  die  Congruenz  2.  Grades  der  singulären  Strahlen^ 
die  zu  den  Punkten  von  Q>^  gehören^  erhalt  die  Axe  dieses  Büschels  sur 
singulären  (von  allen  ihren  Strahlen  getroffenen)  Linie.  Diese  Con- 
gruenz ist  also  die  in  IT,  Nr.  484  besprochene  für  n  =  2.  Man  kann 
leicht  beweisen,  dass  diese  Gerade,  welche  durch  F  geht^  von  q>  durch 
q>\  q>'  harmonisch  getrennt  ist 

851  Nun  zerfalle  <D*  in  g>\  9"  und  zugleich  Q^  in  F',  F"  oder  genauer 

^  in  die  Strahlenbüschel  (F,  9  )>  (^»  9")  »»^  «,  in  {F\  9),  (F",  tp). 
Die  gemeinsamen  Strahlen  \\  \"  vertheilen  sieb:  f  ist  (JP,  q>)  und 
(F',g>),  f"  ist  (JP,  9)"),  {F"y(p)  gemeinsam,  so  dass  F'  in  9',  JP"  in 
9"  liegt.  Die  Projectivitat  P*  zwischen  {F,  g>')  und  dem  nicht  zer- 
fallenden <D,  ist  so,  dass,  wenn  zunächst  zwischen  (F,  q>')  und  Y  eine 
Projectivitat  hergestellt  wird  mit  f  und  ihrem  Berührungspunkte  F' 
als  entsprechenden  Elementen,  dem  Strahle  Yon  (F,  9')  in  Pk  die  Yom 
homologen  Punkte  auf  Y  kommende  zweite  Tangente  von  (Dg  corre- 
spondirt  Das  ist  jetzt  immer  ein  Strahl  des  Büschels  (F'\  9).  Also 
wird  Pk  nun  Projectivitat  zwischen  {F,  q>)  und  {F'\  9),  in  welcher  dem 
Y^FF'  der  f'  =  F"F',  dem  f^q>q>'  der  f "  =  F"F  correspondirt; 
ebenso  wird  P<  Projectivitat  zwischen  (JP,  9")  und  (F',  9).  Es  erhellt, 
dass  man  es  mit  einem  tetraedralen  Complexe  zu  thun  hat  Auf  der 
Schnittlinie  9^9  der  Ebenen  der  Büschel  von  P«  entsteht  wiederum 
eine  ausgeartete  Projectivitat  mit  den  singulären  Punkten  F,  P';  er- 
sterer  ist  Schnittpunkt  aller  Strahlen  von  (P,  9'),  letzterer  der  Schnitt- 
punkt mit  F"F\  welcher  f  ^99'  entspricht. 

Von  den  beiden  weiteren  Ecken  des  Tetraeders  ausser  den  Büschel* 
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scheiteln  F^  F"  ist  eine  F\  die  andere  aber  hat  sich  mit  F  vereinigt. 
Dieser  Punkt  ist  Schnittpunkt  der  entsprechenden  Strahlen  F"F  und 
q>q>"j  also  erkennen  wir^  diese  Strahlen  durch  unendlich  nahe  ersetzend^ 
dass  f^^tpfp'  Verbindungskante  der  beiden  in  F  vereinigten  Ecken  ist; 
was  auch  damit  stimmt,  dass  g>\  ^'  zwei  Ebenen  des  Tetraeders  sind, 
wahrend  die  beiden  übrigen  sich  in  9  vereinigt  haben  mit  f^F'F" 
als  Schnittkante. 

Es  liegt  also  derjenige  tetraedrale  Complex  vor,  mit  dem  wir  es 
schon  in  Nr.  819  zu  thun  gehabt  haben  und  dessen  Bezeichnung 
[(22)(11)]  ißt.  Wie  bei  [(22)2f  f  Doppelstrahl  mit  lauter  stationären 
Ebenen  und  festem  zugehörigen  Punkte  F  ist  und  bei  [(22)  2]'  f  Doppel- 
Strahl  mit  lauter  stationären  Punkten  und  fester  gugekörigen  Ebene  %  so 
gut  jetgt  beides. 

Die  Zweifachheit  aller  Strahlen  des  Büschels  (F,  g>),  die  sich  in 
Nr.  819  zeigte,  ist  allgemeine  Eigenschaft  der  Complexe  unserer  Klasse. 

Die  00^  Projectivitäten  P*  zwischen  (jF,  g/)  und  {F'\  9)  mit  den 
festen  entsprechenden  Elementen  F^'^  99  und  f^F'^F'j  f^q>'q>" 
und  F"F^q>tp'  führen  zu  den  consingulären  Complexen. 

Dieser  Specialfall  ist  schon  in  I,  Nr.  277  erwähnt  worden:  der 
Complex  wurde  dort  durch  einen  Bündel  A  und  ein  zu  ihm  coUineares 
Feld  a  erzeugt  (I,  Nr.  258),  wenn  A  und  a  incidiren.  In  A  coinci- 
diren  zwei  Ecken ,  in  a  zwei  Ebenen  des  Tetraeders;  und  der  Ueber- 
gang  vom  allgemeinen  zum  besondern  Falle  zeigt,  dass  Yerbindungs- 
kante  der  beiden  vereinigten  Ecken  der  Strahl  des  Bündels  ist,  der  in 
der  CoUineation  dem  Scheitel  A  als  Punkte  des  Feldes  a  entspricht, 
und  Schnittkante  der  vereinigten  Ebenen  der  Strahl  des  Feldes,  wel- 
cher der  a  als  Ebene  des  Bündels  homolog  ist. 

Sind  die  beiden  Büschel  (F,  q/)  und  {F'\  9)  so  projectiv,  dass  die  852 
StraMen  99'  und  F"F  einander  entsprechen,  so  fallt  auch  noch  F'  nach 
F  und  9"  in  9.  Daher  sind  in  F  3  Ecken  des  Tetraeders  vereinigt,  in 
9  3  Ebenen,  F"  ist  die  vierte  Ecke,  9'  die  vierte  Ebene.  In  99', 
FF"  sind  alle  Gegenkanten -Dupel  des  Tetraeders  zusammengefallen, 
alle  3  fundamentalen  Büschel  haben  sich  in  den  Büschel  der  Gebüsche, 
deren  Axen  den  {F,  9)  erfüüen,  vereinigt;  der  Complex  erhält  deshalb  die 

Bezeichnung: 

[(33)] . 

Die  beiden  andern  projectiven  Büschel  (F,  9"),  (F\  9)  sind  in 
(F,  9)  zusammengefallen  mit  durchweg  sich  deckenden  homologen 
Strahlen:  jeder  Strahl  x  dieses  Büschels  wird  Leitgerade  eines  singu- 
lären  Strahlennetzes;   zu  diesem  gehört  der  eine  Strahlenbüschel,  den 
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ein  Punkt  X  von  x  an  den  Gomplex  sendet,  der  andere  —  von  ihm 
yerschieden  —  entstammt  dem  erzeugenden  Strahlennetze,  dessen  eine 
Leitgerade  der  Strahl  jP"X  von  (-F",  g>)  ist.  Stationär  sind  nur 
f=q>(p=g>'q>''  und  f=FF"  =  F'F". 

Die  Gomplexkegel  schneiden  9  in  Curven,  welche  sich  in  F  osca- 
liren  mit  tptp  als  gemeinsamer  Tangente,  die  Gomplexcurven  werden 
aus  F"  durch  Kegel  projicirt,  welche  sich  längs  F"F  oscnliren  mit 
9)  als  gemeinsamer  Berührungsebene. 

Aber  bemerkenswerth  ist,  dass  die  erzeugende  Projecüvität  Ph  ntsr 
einer  Bedingung  unterworfen  isty  und  daher  die  Zahl  der  consingulären 
Complexe  zweifach  unendlich  ist*) 

Zu  dem  Complexe  [(221)1]  (Nr.  843),  der  ebenso  wie  sein  Spe- 
cialfall [(321)]  in  den  jetzigen  Abschnitt  übergreift,  gelangt  man,  wenn 
man  auch  9'  mit  q)  sich  vereinigen  lässt  und  2^"  mit  JF.**)  Wir 
haben  dann  zwei  identische  Büschel  (i^,  tp)  mit  sich  durchweg  decken- 
den homologen  Strahlen:  jeder  die  Leitgerade  eines  den  Gomplex  er- 
zeugenden singulären  Strahlennetzes.  Aber  zu  einer  präcisen  Definition 
dieser  Netze  gelangt  man  nur,  wenn  man  diesen  Fall  aus  dem  allge- 
meineren als  Grenzfall  ableitet  und  die  eindeutig  durch  getrennte  Leit- 
geraden bestimmten  Strahlennetze  jenes  Falls  continuirlich  in  ein- 
deutig bestimmte  singulare  überführt.  Die  frühere  Herstellung  ist  die 
bessere. 

853  Lassen  wir  nun  die  Ebenen  zweier  projectiven  Büschd  zusammen- 

fallen^  aber  nicht  die  Scheitel^  so  zerfallen  alle  erzeugenden  Strahlen- 
netze in  ein  festes  Feld  und  einen  beweglichen  Bündel,  dessen  Scheitel 
einen  Kegelschnitt  durchläuft:  es  ergiebt  sich  der  Complex  der  Treff- 
geraden  eines  Kegelschnitts,  Zu  ihm  sind  wir  aber  in  I,  Nr.  277  schon 
durch  die  Annahme  gelangt,  dass  die  4  Ecken  des  Tetraeders  eines 
tetraedralen  Complexes  in  einer  Ebene  liegen  (ohne  eine  Vereinigung). 
Es  ist  unmittelbar  klar,  dass  alle  Strahlen,  die  nach  ihnen  Ebenen- 
würfe von  gegebenem  Doppelverhältnisse  senden,  Treffgeraden  eines 
gewissen  durch  die  4  Punkte  gehenden  Kegelschnitts  sind. 

Wir  haben  00*  erzeugende  Prqjectivitäten;  alle  erzeugenden  Colli- 
neationen  (I,  Nr.  264)  sind  in  sie  ausgeartet  (Nr.  267). 

Alle  Ebenen  sind  singulär,  von  den  Punkten  nur  die  in  der  Ebene  des 

*)  Weiler,  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.  Jg.  27  S.  287.  —  Auch  für  mehrere 
Erzeagnogen  dieses  Abscbnitts  ist  auf  diese  und  die  andere  in  Nr.  829  genannte 
Abhandlung  Weiler^s  zu  verweisen. 

**)  Auf  den  Fall,  wo  nicht  beides  geschieht,  werden  wir  gleich  zu  sprechen 
kommen. 
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Kegelschnitts  liegenden;  diese  sind  dann  dUe  stationär.  Jeder  Strahl  in 
dieser  Ebene  ist  DoppelstraM  mit  latder  stationären  Punkten  und  fester 
gugehoriger  Ebene. 

Wir  erwähnten  schon  die  oo'  StraJdenbündel  des  Complexes,  das 
eine  Strahlenfeld:  mit  lauter  Doppelstrahlen. 

Der  Complex  ergiebt  sich  auch^  wenn  man  in  den  Tangenten- 
büschel eines  Kegelschnitts  —  als  Ausartung  einer  Begelschaar  — 
eine  involutorische  Oorrespondenz  [2]  legt.  Directionscurve  ist  der 
Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Tangenten:  sie  ist  der  Kegel- 
schnitt^ den  die  Strahlen  des  Complexes  treffen;  und  so  gehört  dieser 
Complex  auch  in  den  vorigen  Abschnitt,  aber  auch  deshalb,  weil  er 
sich  ja  dem  Tangentencomplex  einer  allgemeinen  Fläche  2..  Grades 
subsumirt. 

Weil  deren  beide  Oeradenschaaren  sich  in  den  Tangentenbüschel  des 
Kegelschnitts  vereinigen,  so  haben  wir  die  beiden  (111)  des  Tangenten- 
complexes,  die  von  den  durch  die  Begelschaaren  gehenden  fundamen- 
talen Netzen  herrühren,  zu  vereinigen  zu  (222);  es  erwächst  für  diesen 
Complex  und  für  den  zu  ihm  dualen,  den  Inbegriff  der  Tangenten  eines 
Kegels  2.  Grades,  die  Bezeichnung  [(222)].    Es  sei  daher 

[(222)]' 
der  Complex  der  Treffgeraden  eines  Kegelschnitts, 

[(222)]" 
der  der  Tangenten  eines  Kegels  2.  Grades.*) 

Für  den  aUgemeinsten  Complex  unseres  Abschnitts,  den   [(22)11],  854 
haben  wir  schon  in  Nr.  848  die  MannigfaltigJceit  14  gefunden;  daher  ist 
sie  für  [(32)1]  und  die  beiden  [(22)2]  gleich  14—1,  für  die  beiden  [(42)] 
und  für  [(22)  (11)]   gleich  14 — 2;   für   letzteren    wurde   sie   schon   in 
Nr.  819  gleich  12  ermittelt. 

[(33)]  hat  die  MannigfaltigJceit  11,  da  nach  einander  der  Büschel 
{F,  q>),  die  Ebene  (p%  der  Punkt  jP",  die  Projectivität  Pa  die  Mannig- 
faltigkeit 5,  2,  2,  2  haben. 

Für  die  beiden  [{222)]  ist  sie  ersichtlich  8,  die  niedrigste  von  allen. 

Nun  erübrigt  noch,  anzugeben,  wie  durch  Montesano^s  Abbildung 
die  Complexe  dieses  Abschnitts  sich  ergeben. 

Wir  wissen  schon,  dass  die  Grundfläche  K^^  ein  Punktepaar  K^K^ 

*)  Bei  zwei  affinen  Bäumen  bilden  in  jedem  die  Geraden,  deren  Pnnktreihen 
mit  den  entsprechenden  gleich  sind,  einen  Complex  [222]':  der  Kegelschnitt  liegt 
in  der  anendlich  fernen  Ebene  (Math.  Annalen  Bd.  28  S.  267).  —  Vergl.  auch  I,  Nr.  6. 

81* 
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ist  (Nr.  846).  Wenn  die  allgemeine  Fläche  F^^  beliebige  Lage  zu 
demselben  hat,  so  ergiebt  sich  [(22)11];  [(32)1],  wenn  Fj^  die  Gerade 
K/K,v  =  i^  berührt,  [(22)2]'  oder  [(22)2]",  wenn  sie  durch  K^v  oder 
K/  geht,  [(22)  (11)],  wenn  durch  beide,  [(42)]'  oder  [(42)]",  wenn  sie 
\  in  jeuem  oder  in  diesem  Punkte  berührt,  [(33)],  wenn  sie  Jc^  ganz 
enthält.  Ist  JF\^  ein  Kegel  mit  der  Spitze  auf  k^,  so  entsteht  [(221)1], 
und  [(321;],  wenn  der  Kegel  die  Ä^  enthält.  Endlich  für  [(222)]' 
oder  [(222)]'  muss  die  Spitze  des  Kegels  F^^  in  Kj^  oder  K/  liegen. 
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855  Die  Äxen  der  Gebüsche  eines  fundamentalen  Büsdids  oder  Neüses 

sindy  wie  sich  im  Vorangehenden  gezeigt  hat,  stets  iDqppelstrahlen  des 
Complexes. 

Im  Falle  der  Büschel  oder  das  Netz  allgemeine  Gewinde  enthält, 
ist  es  leicht,  dies  direct  nachzuweisen.  F^  wird  durch  ein  (allgemeines) 
Fundamental-Gewinde  in  sich  selbst  transformirt;  folglich  gebort  die 
Regelschaar,  welche  durch  die  Polaren  eines  Strahls  g  yon  F^  in  Bezug 
auf  die  verschiedenen  Gewinde  eines  fundamentalen  Büschels  gebildet 
wird  (I,  Nr.  105),  ganz  zu  F^;  zu  ihr  geboren  g  und  die  Axen  der 
beiden  Gebüsche  des  Büschels;  sie  ändert  sich  daher  nicht,  wenn  g 
in  ihr  verschoben  wird.  Danach  zerlegt  sich  ein  Complex  F^,  der 
einen  fundamentalen  Büschel  mit  eigentlichen  Gewinden  hat,  in  oo' 
Regel schaaren,  welche  durch  die  Leitgeraden  des  Grund-Strahlennetzes 
desselben  gehen.  Wenn  g  eine  von  ihnen  trifft,  so  zerfallt  die  Regel- 
schaar in  zwei  Büschel,  von  denen  der  eine  die  Leitgerade  enthält. 
Von  jedem  Punkte  derselben  kommen  also  zwei  sie  enthaltende  Strahlen- 
büschel zum  Compleze,  und  jede  Ebene  durch  sie  enthält  zwei:  sie  ist 
ein  Doppelstrahl  des  Complexes. 

Daraus  folgt  der  analoge  Satz  fQr  ein  fundamentales  Netz,  wegen 
der  in  ihm  enthaltenen  Büschel. 

Wollten  wir  ein  fundamentales  Gebüsche  annehmen,  so  würde  sich 
ein  Strahlennetz  von  Doppelstrahlen  ergeben:  jeder  Gomplexkegel,  jede 
Complexcurve  hätte  einen  Doppelstrahl  und  würde  zerfallen.  Jedes 
Gewinde  durch  das  Netz  hätte  es  zum  vollen  Schnitte;  legte  man  es 
überdies  noch  durch  einen  Strahl  von  F\  so  würde  es  ganz  zu  F* 
gehören,  der  Complex  also  zerfallen. 

Somit  sind  vier-  oder  mehrzifferige  runde  Klammem  ausgeschlossen, 

Stellen  wir  nun  die  gefundenen  Gomplexe  und  ihre  Bezeichnungen 
zusammen,   dabei   der  Einfachheit  halber  die  eckige  Klammer   weg- 
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lassend  —  was  Weiler  durchweg  thut  —  und  diejenigen  Complexe, 
welche  in  zwei  duale  Arten  zerfallen  ^  durch  stärkeren  Druck  hervor- 
hebend. Wir  können  nach  der  Zahl  und  Art  der  Klammem  7  Klassen 
unterscheiden: 

A)  111111,  21111,  3111,  411,  51,  2211,  321,  33,  222,  42,  6; 
elf  Arten. 

B)  (11)1111,  (11)211,  (11)31,  (11)22,  (11)4,  (21)111,  (21)21, 
(21)3,  (31)11,  (31)2,  (41)1,  (51),  (22)11,  (32)1,  (22)2,  (42),  (33); 
siebenzehn  Arten. 

C)  (11)(11)11,  (11)(11)2,  (21)C11)1,(21)(21),(22)(11),(31)(11); 
sechs  Arten. 

D)  (11)(11)(11);  eine  Art. 

E)  (111)111,  (111)21,  (111)3,  (211)11,  (211)2,  (311)1,  (411), 
(221)1,  (321),  (222);  zehn  Arten. 

F)  (111)(11)1,  (111)(21),  (211)(ll);  drei  Arten. 

G)  (lll)rill);  eine  Art 

Im  Gängen  haben  sich  49  Arten  ergaben,  oder,  wenn  wir  die  6  Paare 
dualer  Arten  getrennt  rechnen,  55  Arten. 

Man  ersieht,  dass  in  jeder  der  7  Klassen  alle  möglichen  Anord- 
nungen erschöpft  sind. 

Wir  wollen  nunmehr  diese  Arten  nach  ihrer  Mannigfaltigkeit  an- 
ordnen, die  von  19  bis  8  herabgehi 

19:  111111; 

18:  21111; 

17:  3111,  2211,  (11)1111; 

16:  411,  321,  (11)211,  (21)111,  222; 

15:  51,  42,  33,  (11)31,  (11)(11)11,  (11)22,  (21)21,  (31)11; 

14:  6,  (21)(11)1,  (11)(11)2,  (11)4,(21)3,(41)1,(31)2,(111)111, 
(22)11' 

13:  (21)(21),   (31)(11),   (11)(11)(11),    (51),    (111)21,    (211)11, 
(32)1,  (22)2; 

12:  (22)(11),  (111)3,  (111)(11)1,  (311)1,  (211)2,  (42); 

11:  (111)(21),  (211)(11),  (411),  (221)1,  (33); 

10:  (321); 
9:  (111)(111); 
8:  (222).*) 

Femer  werde  eine  weitere  Tabelle  entworfen,  in  der  die  Complexe  856 


*)  In  Berag  auf  (881)1,  (321),  (88)  weicht  diese  Tabelle  von  deijenigen 
Weiler's  (Math.  Annalen  Bd.  7  S.  207)  ab;  die  Mannigfoltigkeiten  11,  10,  11  sind 
Ton  ihm  als  richtig  anerkannt  worden. 
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nach  der  Zahl  und  Lage  der  DqppelstraMen  angeordnet  sind.  Wenn 
mehrere  hinter  einander  stehen,  so  haben  die  späteren  besondere  Eigen- 
schaften, unter  denen  sich  auch  Vereinigungen  Yon  Doppelstrahlen  be- 
finden  können  und  die  hier  nicht  besonders  hervorgehoben  werden 
sollen. 

a)  Ohne  Doppelstrahl:  111 111. 

b)  1  Doppelstrahl:  21111,  3111,  411,  51. 

c)  2  sich  schneidende  Doppelstralilen:  2211,  321,  33. 

d)  2  windschiefe  Doppelstrahlen:  (11)1111,  (21)111. 

e)  3  Doppelstrahlen,  die  ein  Dreiseit  oder  Dreikant  bilden:  222, 
42,  6. 

f)  3  Doppelstrahlen,  von  denen  zwei  windschiefe  yon  dem  dritten 
geschnitten  werden:  (11)211,  (11)31,  (21)21,  (21)3,  (31)11,  (41)1. 

g)  4  Doppelstrahlen:  zwei  windschiefe  und  zwei  sich  schneidende, 
welche  mit  dem  einen  von  jenen  ein  Dreiseit,  mit  dem  andern  ein  Drei- 
kant bilden:  (11)22,  (11)4,  (31)2,  (51). 

h)  4  Doppelstrahlen,  die  ein  windschiefes  Vierseit  bilden:  (11)(11)11, 
(21)(11)1,  (21)(21). 

i)  5  Doppelstrahlen,  ein  Vierseit  und  eine  Diagonale:  (11)(11)2, 
(31)  (11). 

k)  6  Doppelstrahlen,  ein  Tetraeder:  (11)(11)(11). 

1)  Eine  Regelschaar  von  Doppelstrahlen:  (111)111,  ein  weiterer 
Doppelstrahl  in  der  Leitschaar:  (111)21,  (111)3,  zwei  weitere  in  der 
Leitschaar:  (111)(11)1,  (111)(21). 

m)  Die  Regelschaar  zerfallt  in  zwei  Strahlenbüschel:  (211)11, 
(311)1,  (411);  ein  weiterer  Doppelstrahl  in  einem  der  Büschel,  welche 
die  Leitschaar  bilden:  (211)2,  zwei  weitere,  in  jedem  derselben  einer: 
(211)(11). 

n)  Die  beiden  Büschel  fallen  zusammen:  (221)1,  (321). 

o)  Ein  einfacher  Büschel  von  Doppelstrahlen:  (22)11,  (32)1;  noch 
ein  Doppelstrahl  durch  den  Scheitel  oder  in  der  Ebene:  (22)2,  (42), 
zwei  weitere,  der  eine  durch  den  Scheitel,  der  andere  in  der  Ebene: 
(22)(11),  (33). 

p)  Zwei  verbundene  Regeischaaren  von  Doppelstrahlen:  (111)(111). 

q)  Ein  Feld  oder  Bündel  von  Doppelstrahlen:  (222).*) 

Endlich  in  Bezug  auf  die  singulare  Fläche  gruppiren  sich  die  Com- 
plexe  in  folgender  Weise: 


*)  42,  (41)1  und  (11)4  stehen  an  andern  Stellen  als  in  der  analogen  Tabelle 
von  Weiler  (a.  a.  0.  S.  204). 
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a)  Allgemeine  Kummer'sche  Fläche  4.  Ordnung  4.  Klasse:  111 111. 

ß)  Fläche  4.  Ordnung  4.  Klasse  mit  einer  doppelten  Geraden  (Com- 
plexfläche  in  Bezug  auf  einen  allgemeinen  Gomplex  2.  Grades,  für 
eine  beliebige  Gerade ,  einen  Complexstrahl,  einen  singulären  Strahl 
1.  Ordnung,  einen  singulären  Strahl  2.  Ordnung):  21111,  3111,  411,  51. 

y)  Fläche  4.  Ordnung  4.  Klasse  mit  zwei  sich  schneidenden  Doppel- 
geraden, Complexfläche  für  eine  Tangente  der  singulären  Fläche  (beide 
Doppelgeraden  allgemein,  die  eine  cuspidal,  beide  cuspidal):  2211, 
321,  33. 

8)  Regelfläche  4.  Grades  mit  zwei  doppelten  Leitgeraden  (ohne 
doppelte  Erzeugende,  mit  einer  doppelten,  einer  cuspidalen  Erzeugen- 
den): (11)1111,  (11)211,  (11)31. 

e)  Kegelfläche  4.  Grades  mit  zwei  vereinigten  Leitgeraden  (die- 
selben drei  Fälle):  (21)111,  (21)21,  (21)3. 

g)  Begelfläche  4.  Grades  mit  einer  dreifachen  Geraden,  welche 
einfache  Leitgerade,  doppelte  Erzeugende  ist  (Art  XII)  (diese  doppelte 
Erzengende  allgemein,  cuspidal):  (31)11,  (41)1. 

fl)  Fläche  3.  Ordnung  4.  Klasse  von  der  Art  16,  18,  19  nach 
Gayley's  Eintheilung  (vergl.  Nr.  558)  und  die  Ebene  durch  die  3 
unären  Geraden  oder  dual:  222,  42,  6. 

d)  Gubische  Regelfläche,  eine  Ebene  durch  die  einfache  Leitgerade, 
der  Punkt,  in  dem  sie  die  doppelte  Leitgerade  tri£Ft  (in  beliebiger 
Lage,  in  Guspidalelementen  gelegen):  (11)22,  (11)4. 

t)  Cajley  Wie  cubische  Regelfläche,  sonst  wie  in  Q):  (31)2,  (51). 

x)  Zwei  in  einem  Vierseite  sich  schneidende  Flächen  2.  Grades 
(beliebiges  Vierseit,  die  einen  Gegenseiten  vereinigt,  die  einen  und  die 
andern  vereinigt):  (11)(11)11,  (2r)(ll)l,  (21)(21). 

A)  Die  eine  Fläche  artet  in  ein  Ebenen-Punkte-Paar  aus  (beliebiges 
Vierseit,  die  einen  Gegenseiten  vereinigt):  (11)(11)2,  (31)(11). 

ft)  Allgemeine  Fläche  2.  Grades  doppelt*):  (llljlll,  (111)21, 
(111)3,  (111)(11)1,  (lll)(2l),  (111)(111). 

v)  Kegelschnitt  doppelt,  vierfache  Ebene  desselben,  oder  dual: 
(222). 

o)  Kegel  2.  Grades,  Kegelschnitt  mit  incidirenden  Doppelelementen, 
doppelter  Scheitel  des  Kegels,  doppelte  Ebene  des  Kegelschnitts: 
(22)11,  (32)1. 

ic)  Kegelschnitt,  zwei  Ebenen,  doppelte  Ebene  des  Kegelschnitts, 
doppelter  Bündel  um  den  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  oder  dual: 
(22)2,  (42). 


*)  Die  genauere  Unterscheidang  der  Einzelfälle  wird  nun  zu  umständlich. 
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q)  4  Ebenen,  4  Punkte  (ev.  vereinigt):  (ll)(ll)(ll),  (22^(11), 
(211)(11),  (33),  (211)11,  (211)2,  (311)1,  (411),  (221)1,  (321);  tetra- 
edral  sind  hiervon  die  vier  ersten. 
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857  Eine  erschöpfende  Untersuchung,  bei  welcher  der  49  oder  55  Arten 

harmonische  Gomplexe  möglich  sind,  wird  im  Folgenden  nicht  beab- 
sichtigt. Ich  verweise  auf  die  alle  Fälle  erledigende  gemeinsame  Ar- 
beit von  Segre  und  Loria*)  und  Montesano's  schon  in  Nr.  591 
erwähnte  Abhandlung  und  beschränke  mich  auf  die  Mittheilung  einiger 
interessanter  Fälle  ohne  eingehenden  Beweis. 
Unsere  Arten  theilen  sich  in  4  Klassen: 

1)  Die  singulare  Fläche  muss  eine  besondere  Eigenschaft  haben: 
dann  gid}t  es  unter  den  zugehörigen  Compleocen  eine  endliche  Anzahl  von 
harmonischen. 

2)  Die  singtdäre  Fläche  in  ihrer  der  Art  entsprechenden  allgemeinen 
Form  gehört  zu  einer  endlichen  Zahl  harmonischer  Gomplexe. 

3)  Jeder  zur  singulären  Fläche  in  der  allgemeinen  Form  gehörige 
Complex  ist  ein  harmonischer. 

4)  Es  giebt  keine  harmonischen  Gomplexe. 

Zur  Klasse  1)  gehören  der  allgemeine  Compiex  und  die  Arten  [21111], 
[(11)1111]  und  nur  diese. 

Wenn  eine  Kante  des  gemeinsamen  Polartetraeders  der  Flächen  f^ ,  f^ 
diese  liarmonisch  schneidet,  und  infolge  dessen  fi,  f^  0u  den  Kegdn  des 
Büschels,  welche  ihre  Scheitel  auf  jener  Kante  haben,  harmonisch  sind 
(Nr.  747),  so  wird  diese  Kante  Doppelstrahl  d  des  Complexes.  Die  Zwei- 
fachheit wird  hier  und  in  den  späteren  Fällen  dargethan,  indem  man 
in  irgend  einer  Ebene  durch  d  die  Complexcurve  als  Punktepaar  auf 
d  nachweist  (unter  Benutzung  der  Sätze  von  Nr.  748,  749).  Die  Cor- 
respondenzen  [2]p,  [2]^  (Nr.  766)  werden  Doppel -Involutionen,  [2,2]** 
wird  Projectivität  zweier  Involutionen.  Es  folgt  daraus,  dass  die  8 
nicht  auf  d  fallenden  Doppelpunkte  der  singulären  Fläche  <D  in  den  beiden 
in  der  Gegenkante  von  d  sich  schneidenden  Ebenen  des  Tetraeders  zu  je 
vieren  liegen,  und  die  duale  Eigenschaft. 

Von  der  Involution  in  einem  Tangentenbüschel  der  <D  (Nr.  754) 
ist  der  eine  Doppelstrahl  die  Tangente,  welche  d  trifft.   Nur  der  andere 


*)  Mathem.  Annalen  Bd.  23  S.  213. 
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führt  zu  einem  harmonischen  Complexe,  so  dass  es  eu  jeder  in  der 
obigen  Weise  specitdisirten  svnguJären  Fläche  nur  einen  harmonischen 
Camplex  gubt. 

Der  Painvin*sche  Complex  (Nr.  764)  für  ein  Hyperboloid,  bei  wel- 
chem der  eine  Hauptschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  gehört  hierher: 
Doppelstrabi  ist  die  zu  diesem  Hauptschnitte  senkrechte  Axe. 

Wenn  zwei  Gegenkanten  d,  d'  des  gemeinsamen  Polartetraeders  von  858 
fii  fi  ha^tnonisch  schneiden,  so  erhalten  wir  einen  harmonischen  Complex 
mit  ihnen  ais  DoppdstrdhUn,  also  von  der  Art  [(11)1111].  Schnitt  von 
fi  mit  ihrer  Polarfläche  nach  ^  (Nr.  750)  ist  das  Vierseit  auf  f^,  von 
dem  dy  d'  die  Diagonalen  sind;  also' ist  die  singulare  Fläche  eine  Regel- 
flache  4.  Grrades  mit  ßwei  doppelten  Leitgeraden  von  der  Art,  mit  welcher 
wir  uns  in  Nr.  591  beschäftigt  haben,  das  Erzeugniss  zweier  projediven 
Involutionen;  und  die  beiden  Schnitt- Vierseite  mit  f^,  f^  sind  die  ausge- 
zeichneten unter  den  der  Fläche  aufgeschriebenen^  bei  denen  die  beiden 
Gegenseiten-Dupel  des  einen  zu  der  einen,  die  des  andern  zur  andern 
von  zwei  verbundenen  Involutionen  Ja,  Ii  der  Regelfläche  gehören. 
Daraus  folgt,  dass  auch  die  übrigen  f^,  f^,  so  wie  auch  die  F^,  F^ 
durch  diese  Yierseite  gehen  und  das  System  %  der  Flächen  f  und  F 
in  die  Büschel-Schaaren  durch  diese  Vierseite  zerfallt.  Diese  Büschel- 
Schaaren  werden  auf  zwei  Weisen  projectiv  mit  zusammengehörigen 
(denselben  Complex  erzeugenden)  f^,  f^  oder  F^,  F^  als  entsprechenden. 
Die  beiden  derselben  Fläche  f^  ^  F^  der  einen  Büschel- Schaar  zuge- 
hörigen f^  und  F^  in  der  andern  sind  in  Bezug  auf  jene  polar. 

Es  giebt  auch  hier  nur  einen  harmonischen  Complex  im  einer  singth 
lären  Fläche  von  dieser  besondern  Art;  der  nicht  geeignete  Doppelstrahl 
der  Involution  im  Tangentenbüschel  ist  die  Erzeugende."^) 

Zur  Klasse  2)  gehören  vor  allem:  die  beiden  dualen  [222],  dann  859 
[(11)22],  [(11)(11)11],  [(11)(11)2],  [(11)(11)(11)]  und  [(22)11]. 

Wenn  /i,  f^  sich  in  T  berühren,  so  ergiebt  sich  ein  Complex  von  der 
Art  [2211];  ist  p  die  Fläche  des  Büschels  f^f^,  welche,  in  Bezug  auf 
ftf  f2f  zu  dem  Kegel  k^,  der  seine  Spitze  in  T  hat,  harmonisch  ist,  so 
sind  ihre  Schnitte  mit  der  gemeinsamen  Tangentialebene  sr  von  T  die 
beiden  Doppelgeraden  ij,  e^.  Nehmen  wir  aber  weiter  an,  dass  f^,  f^ 
zu  den  beiden  übrigen  Kegeln  des  Büschels  harmonisch  sind,  so  gehört 
das  ganze  Feld  «  zum  Complexe:  unr  erhalten  einen  Complex  [222]'; 
dritte  Doppelgerade  d  ist  die  Verbindungslinie  der  Spitzen  dieser  bei- 
den Eegel. 

*)  Vergl.  hierzu  und  zu  Nr.  861  Montesano*8  Abhandlang. 
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Die  6  Doppeltangenten  einer  (<D/y  n)  in  einem  beliebigen  Tan- 
gentenbüschel sind  zu  je  zweien  zusammengefallen:  1,2;  3,4;  5,6. 
Folglich  sind  sie  in  3  Involutionen  gepaart: 

1,  2;  3,  5;  4,  6         3,  4;  1,  5;  2,  6         5,  6;  1,  3;  2,  4. 

Zu  jeder  ((D^*,  ä)  sind  daher  3  harmonische  Complexe  möglich^  wie 
das  auch  daraus  hervorgeht,  dass  von  den  3  Doppelgeraden  zwei  an- 
ders entstehen  wie  die  dritte,  und  diese  dritte  jede  von  den  dreien  der 
gegebenen  Fläche  sein  kann. 

Wir  wollen  uns  hier  auch  überzeugen,  dass  der  in  dieser  Weise 
construirte  harmonische  Complex  dieselbe  Mannigfaltigkeit  —  15  — 
hat,  wie  (4^/,  n).  Die  Berührung  zwischen  zwei  Flächen  ist  eine  ein- 
fache Bedingung,  also  giebt  es  c»^*""^  Büschel  sich  in  einem  Punkte 
berührender  Flächen  2.  Grades,  in  jedem  oo^  Paare  von  Flächen,  die 
zu  den  beiden  unären  Kegeln  harmonisch  sind.  Andererseits  entsteht 
jeder  harmonische  Complex  aus  oo^  Paaren  fiy  f^]  also  ist  die  Mannig- 
faltigkeit im  vorliegenden  Falle  15  +  1  —  1. 

Den  dualen  Complex  [222]"  erhalt  man  als  harmonisch  schneidenden^ 
sobald  von  den  beiden  Flächen  /*,,  f^  die  eine  f^  ein  Kegel  ist^  der  über- 
dies seine  Spitze  P  auf  der  andern  Fläche  hat.  Doppelstrahlen  sind  die 
Schnittkanten  d^,  d^  von  f^  mit  der  gemeinsamen  BerQhrungsebene  r 
des  Flächenbüschels  in  P  und  die  Polare  d  der  Verbindungslinie  der 
beiden  andern  Kegelspitzen. 

Dualisiren  wir  vollständig  und  lassen  Fi  die  absolute  Curve  ft* 
sein,  Fi  aber  ein  Paraboloid,  so  ergiebt  sich  der  Complex  der  Strahlen^ 
von  denen  rechtwinklige  Tangentialebenen  an  das  Paraboloid  kommen,  als 
von  der  Art  [222/.  Die  Ebene  x  ist  die  unendlich  ferne,  Doppel- 
strahlen sind  die  Tangenten  an  ^*  aus  dem  unendlich  fernen  Berüh- 
rungspunkte der  Fläche  und  deren  Berührungssehne.  Die  4  Knoten- 
punkte von  9^^  sind  in  den  beiden  Hauptebenen  die  Schnitte  der  Di- 
rectrix  der  Hauptparabel  mit  der  Focalparabel. 

Der  aus  einem  unendlich  fernen  Punkte  kommende  endliche  Strah- 
lenbüschel des  Complexes  liegt  in  der  Directorebene  des  betreffenden 
parabolischen  Berührungscylinders. 

Ein  [222]"  wird  der  in  Nr.  765  besprochene  Weiler'sche  Com- 
plex, wenn  0  auf  f^  liegt. 

860  Einen  harmonischen  Complex  von  der  Art  [(11)22]  erhäU  man  auf 

zwei  Weisen: 

Wir  vereinigen  die  Bedingungen  für  [222]'  und  [222]",  nehmen 
also  an,  dass  ^  ein  Kegel  sei,  der  seine  Spitze  P  auf  f^  hat,  und  dass 
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fiyf^  ZU  den  leiden  übrigen  Kegeln  des  Büschels  harmonisch  sind.  Doppel- 
strahlen sind  die  Verbindungslinie  d  der  Spitzen  dieser  Kegel,  ihre 
Polare  d'  und  die  Schnittkanten  d^^  d^  des  Kegels  f^  mit  der  Ebene 
%  =  Fd, 

Der  Painvin'sche  Complex  für  ein  gleichseitiges  {oder  orthogonales) 
Paraboloid  gehört  hierher. 

Doch  mit  einem  Complexe  dieser  Art  haben  wir  schon  in  I,  Nr.  122, 
146  zu  thun  gehabt:  dem  Complexe  der  Axen  der  Gewinde  eines  Ge- 
büsches 8^  oder  dem  Complexe  der  Strahlen,  welche  in  Bezug  auf 
zwei  Gerade  g\  g'  —  die  Grandgeraden  Yon  8^  —  gleiche  Parameter 
haben.  Das  Feld  %  und  der  Bündel  P  sind  a.  a.  0.  schon  gefunden; 
der  BestandOieil  <D'  der  singtMren  Fläche  ist  das  Oylindroidj  der  Ort 
der  Axen  der  Gewinde  des  Büschels  durch  das  Netz  \g'g"^  (I,  Nr.  110). 
Der  Complex  wird  durch  die  projectiven  Büschel  der  Gewinde  mit  der 
gemeinsamen  Axe  g\  bezw.  g"  erzeugt,  wobei  solche  mit  gleichem 
Parameter  entsprechend  sind;  die  Leitgeraden  der  erzeugenden  Strahlen- 
netze müssen  C^  durchlaufen,  und  Leitgeraden  dieser  Fläche  sind  die 
beiden  Treffgeraden  der  4  Leitgeraden  der  Grund -Strahlennetze,  also 
das  gemeinsame  Loth  h  auf  g\  g"  und  die  unendlich  ferne  Gerade  1^, 
welche  beide  schneidet:  doppelte  und  einfache  Leitgerade  des  Cylin- 
droids.  Auf  der  Regelfläche  liegen  auch  /,  g"y  je  die  eine  Leitgerade 
des  einen  und  andern  Grund*  Strahlennetzes.  Aber  g\  g"  kann  man 
(Nr.  122,  123,  146)  durch  jedes  Dupel  g(,  g{  der  Involution  Z'  er- 
setzen,  die  auf  dem  zu  \g'g'^  gehörigen  Cylindroide  liegt,  ohne  dass 
das  Cylindroid  und  der  Complex  sich  ändert;  also  durchlaufen  diese 
g^y  g^'  unsere  <D',  und  sie  ist  mit  dem  Cylindroide  identisch.  Diese 
Involution  I'  ist  nun  auf  <!}^  die  den  Complex  erzeugende  (Nr.  820). 
Aber  wir  haben  unsern  Complex  noch  als  einen  harmonischen  zu  er- 
kennen: er  ist  der  Painvin*sche  Complex  zu  dem  gleichseitigen  Paräbo- 
loide  (I,  Nr.  120),  das  zu  [g'g']  (und  zu  den  Ißigi'])  gehört,  dem  Orte 
der  Punkte  gleicher  Entfernung  von  g\  ^'  und  der  Enveloppe  der 
Ebenen,  welche  die  Strecken  auf  den  Strahlen  des  Netzes  \9g"^  zwi- 
schen den  Leitgeraden  senkrecht  halbiren.*)  Es  lässt  sich  aber  leicht 
beweisen,  dass  irgend  ein  Strahl  l  von  \g'g'^  Schnittlinie  von  zwei  zu 
einander  rechtwinkligen  Ebenen  ist,  die  in  der  eben  beschriebenen 
Weise  zu  zwei  andern  Strahlen  dieses  Netzes  gehören.  Der  Kegel, 
der  durch  Rotation  von  g'  um  l  entsteht,  schneide  g"  in  y^,  Y^\  X,, 
2,   auf  g    seien   die   Punkte,    die   durch    die  Rotation  nach    Yj,  Y^ 


*)  Die  Grenzpunkte  B.^^  H^  des  Cylindroids  (I,  Nr.  111)  sind  die  Brennpunkte 
der  Hanptparabeln  dieses  Paraboloids. 
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gelangen;    so   sind  X^Y^,  X^Y^   diese   beiden  anderen  Strahlen   von 

Auf  die  ßweite  Weise  entsteht  ein  Cotnplex  [(11)22],  wenn  /i  Eegei 
ist  und  mit  f^  eine  Gerade  gemein  hat.  Sind  dann  Ä,  B  die  beiden 
Berührungspunkte  der  Flächen  des  Büschels  {Ä  die  Spitze  von  /*,), 
a,  ß  die  zugehörigen  Berührungsebeoen,  so  sind  die  gemeinsame  6e- 
rade,  die  in  ß  befindliche  Polare  Yon  a  nach  f^,  die  zweite  Kante  Ton 
fi  in  a  und  die  zweite  öerade,  in  ß,  derjenigen  Fläche  des  Büschels, 
welche,  in  Bezug  auf  f^,  f^^  zum  andern  Eegel  harmonisch  ist,  die 
Doppelstrahlen  d^^  d^y  d\  d\  A  und  ß  sind  P  und  %, 

Die  6  Doppeltangenten  der  singulären  Fläche  sind  hier  ebenfalls 
zu  je  zweien  zusammengefallen:  1,2;  3,4  in  die  Tangenten,  welche 
d^y  d^  trefien,  5,6  in  die  Erzeugende  von  <Z^,  welche  df,  d'  trifft  Dies 
führt  wieder  zu  3  InYolutionen  und  zu  3  harmonischen  Complexen,  de- 
nen je  die  zweiten  Doppelstrahlen  als  singulare  Strahlen  zugehoren^ 
und  sswoTy  da  bei  der  ersten  Weise  d^,  d^  gleichartig,  bei  der  zweiten 
ungleichartig  entstehen,  ssu  einem  von  jener,  smeien  von  dieser  Art. 

861  Zu  einem  Eemcomplexe  [(11)(11)11]  führen  /i,  /i,  wenn  sie  sidi 

in  mvei  Kegelschnitten  m'y  m"  schneiden;  <Z^  sei  dem  Paare  yJ  ii!'  der 
Ebenen  derselben  in  Bezug  auf  f^ ,  f^  harmonisch  zugeordnet.  Alle 
ihre  Berührungsebenen  sind  singulär  (Nr.  750),  also  ist  <Z^  der  eine 
Theil  der  singulären  Fläche.  Die  ihr  gugehörigen  singulären  Strahlen 
müssen  die  Doppellinie  p  von  y!y^'  treffen^  erzeugen  also  eine  Congruenz 
2,  Grades  von  der  Art  II,  Nr.  487,  In  dem  Vierseite  dd^dd^  auf  **, 
▼on  dem  p  die  eine  Diagonale  ist,  haben  wir  die  4  Doppelstrahlen. 
Der  andere  Theil  O^  der  singulären  Fläche  wird  von  den  Kegelpaaren 
umhüllt,  welche  je  zweien  zn  f^^f^  harmonischen  Flächen  des  Büschels 
fif^  umgeschrieben  sind;  zugehöriger  singulärer  Strahl  einer  Tangen- 
tialebene ist  die  Kante,  längs  deren  sie  den  betreffenden  Eegel  be- 
rührt; da  diese  Kegel  ihre  Spitze  auf  der  zweiten  Diagonale  p^  haben,  die 
nach  ^  zu  j?  polar  ist^  so  erhält  auch  die  Congruenz  singulärer  Strahlen, 
die  zu  Ol*  gehört y  eine  gerade  sing%däre  Linie  p^.  Durch  diese  Specia- 
lität  zeichnet  sich  der  harmonische  Complex  auSy  während  sonst  bei  einem 
[(11)  (11)  11]  diese  beiden  Congruenzen  allgemeine  durch  das  Doppel- 
strahlen-Vierseit  gehende  Flächen  tangiren. 

Zu  einer  geg^>enen  singulären  Fläche  (4^*,  9^)  mit  Vierseits- Durch- 
schnitt sind  zwei  harmonische  Complexe  möglich:  bei  dem  einen  ist  p  der 
<D^,  Pi  der  O^*  zugeordnet,  bei  dem  andern  umgekehrt.  In  dem  Tan- 
gentenbüschel werden  die  6  Doppeltangenten  durch  die  beiden  Er- 
zeugenden der  berührten  Fläche,  jede  zwei  vertretend,  und  die  beiden 


J 
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gememsamen  Tangenten  repräsentirt:  1^2;  3  ^4;  5^6.  Also  giebt 
es  eine  Involution  1,3;  5,6  und  zwei  Doppelstrahlen. 

^  jedem  der  beiden  Complexe  giebt  es  ciber  hier  cx)^  Paare  /,,  /^. 
Schneidet  man  nämlich,  wenn  wieder  p  der  4^  zugeordnet  wird,  diese 
Fläche  mit  zwei  durch  p  gehenden  Ebenen  (i,  fi'  in  den  Curven  m\ 
m",  so  giebt  es  zwei  Flächen  2.  Grades  /*],  /*8,  welche  den  beiden  Ee- 
geln,  die  der  4^^'  umgeschrieben  sind  und  durch  m  gehen,  längs  dieser 
Curve  eingeschrieben  sind  und  durch  m'  gehen;  sie  ergeben  sich  auch, 
wenn  tn'  und  tn"  vertauscht  werden.  Man  kann  die  beiden  doppelt 
unendlichen  Systeme  auch  so  beschreiben.  Alle  Flächen  des  einen 
Systems  sind  aus  dem  dreifach  unendlichen  Systeme  der  Flächen 
2.  GradeS;  welche  9^,  <D|^  in  zwei  Gegenecken  des  Durchschnitts-Yier* 
seits  tangiren,  diejenigen,  welche  ihre  eine  und  dann  auch  die  andere 
Regelschaar  in  dem  einen  der  beiden  harmonischen  Complexe  haben. 

Das  lehrt,  dass  sich  kein  specieUerer  Complex  ergid)ty  wenn  man 
fif  f%  ^^  i^  einem  Vietseite  schneiden  lässL  Dann  aber  ist  der  harmo- 
nische Complex  der  einen  Art  mit  dem  der  anderti  identisch;  weil  es  sich 
um  eine  Büschel-Schaar  handelt.  Zwei  zu  /] ,  ^  harmonische  Flächen 
haben  nur  dann  noch  weitere  gemeinsame  Tangentialebenen,  wenn  die 
eine  ausartet;  und  man  sieht  so,  warum  die  singulären  Strahlen  ent- 
weder die  eine  oder  die  andere  Diagonale  treffen. 

Ein  besonders  interessanter  Fall  ist  der  Complex  der  Strahlen, 
welche  zwei  Kugeln  harmonisch  schneiden;  p  ist  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade der  Potenzebene  fi',  p^  die  Centrale,  <D^  die  Kugel  des  Büschels, 
welche  ihren  Mitteilpunkt  in  der  Mitte  zwischen  denen  Jf^,  M^  von  /*|,  /j 
hat  Der  etveite  Theil  O^  der  singulären  Fläche  wird  von  den  Ebenen 
umhüllt,  welche  d^f^  in  s^wei  zu  einander  orthogonalen  Kreisen  schnei- 
den: er  ist  die  Rotationsfläche  der  harmonischen  Curve  der  beiden  Kreise, 
welche  irgend  eine  Ebene  durch  die  Centrale  aus  den  Kugeln  ausschneidet: 
diese  hat  M^,  M^  zu  Brennpunkten. 

Sie  ist  keineswegs  immer  ein  Hyperboloid,  wie  Segre  und  Loria 
S.  227  behaupten;  die  genannte  Curve  kann  Hyperbel,  reelle  und  reell- 
imaginäre Ellipse  sein.  Bei  zwei  orthogonalen  Kreisen  ist  sie  das 
Paar  der  Mittelpunkte,  und  damit  haben  wir  den  Uebergang  von  Hy- 
perbel zu  Ellipse.  Ist  bei  zwei  sich  schneidenden  Kreisen  der  Winkel 
M1SM2,  wo  S  der  eine  Schnitt  ist,  stumpf  oder  spitz,  so  ist  die  Curve 
Hyperbel  oder  Ellipse;  ebenso  ist  sie  Ellipse,  wenn  einer  der  Kreise 
den  andern  umschliesst;  liegt  bei  sich  ausschliessenden  Kreisen  der 
Mittelpunkt  des  einen  Nullkreises  ihres  Büschels  in  der  Mitte  zwischen 
ihren  Centren,  so  findet  der  Uebergang  von  Hyperbel  zu  reell-imagi- 
närer Ellipse  durch  reell-imaginäres  Punktepaar  statt. 
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Ferner  gehören  hierher  der  Weiler'sche  Gomplex  fär  eine  cen- 
trische  Rotationsfläche  2.  Grades,  in  deren  Mittelpunkt  0  gelegt  ist^ 
f&r  eine  Kugel,  bei  welcher  0  beliebig  liegt,  vor  allem  aber  der  Pain- 
vin^sche  Complex  für  eine  centrische  Rotationsfläche  F^.  Der  Bestand- 
iheil  $^  der  singulären  Fläche  ist  die  zu  F^  confocäle  Botationsflächey  welche, 
in  Bezug  auf  F^  und  F^  ^  ^\  dem  Paare  der  Brennpunkte  M'M" 
der  F^  (auf  der  Drehaxe)  harmonisch  ist;  d.  h.  deren  Meridiancurve  so 
confocal  zti  der  von  F^  ist,  dass  die  detnsdben  Brennpunkte  zugehörige 
Birectrix  doppelt  so  weit  von  ihm  entfernt  ist  als  bei  dieser. 

Die  Drehaxe  ist  p]  sie  schneidet  Q^  oder  nicht,  je  nachdem  diese 
elliptisch  oder  hyperbolisch  ist:  die  Doppelstrahlen  sind  immer  ima- 
ginär. ^^  liegt  auf  dem  zweiten  Bestandtheile  ^^^  als  die  eine  Be- 
rührungscurve  des  jP^  und  F2  umgeschriebenen  Torsus;   daher  ist  9j^ 

die  Kugel,  welche  ^  in  den  Scheiteln  auf  der  Drehaxe  tangirt:  mit  dem 

a*  4-6* 
Halbmesser  -— -^— ^-,  wo  a  der  Polar-  und  6  der  Aequator-Halbmesser 

von  ^1  ist. 

862  Zu  harmonischen  Complexen  von  der  Art  [(11)(11)2]  —  Hirst'schen 

Complexeu  —  kann  man  auf  zwei  Weisen  gelangen: 

I.  /*!,  ^2  schneiden  sich,  wie  eben,  in  zwei  Kegelschnitten  m\  m'  und 
sind  überdies  zu  den  beiden  Kegeln  ihres  Büschels  harmonisch;  dadurch 
kommt  die  Diagonale  p-^  als  fünfter  Doppelstrahl  hinzu. 

Der  Erzeugung  kann  man,  ohne  den  Complex  zu  speciälisiren,  die 
spedellere  Form  geben,  dass  /i  eine  allgemeine  Fläche,  f^  ein  Kegel  ist, 
denen  ein  Geradenpaar  und  ein  Kegelschnitt  gemeinsam  sind. 

Die  Hirst'schen  Complexe,  welche  zu  einer  singulären  Fläche 
(*^;  <y,  ö']  Sy  S*)  gehören,  entstehen  durch  die  00^  Oorrelationen  zwi- 
schen 0,  </  (oder  S,  jS*),  durch  welche  **  erzeugt  wird.  Unter  ihnen 
ist  eine  (S  so  beschaffen,  dass  die  projectiven  Punktreihen  conjugirter 
Punkte  auf  00'  involutorisch  sind.  Dann  giebt  es  00^  Flächen  /i  von 
der  Eigenschaft,  dass  die  Gorrelation  zwischen  0  und  </  durch  das 
Polarsystem  von  ^  hervorgerufen  wird,  so  dass  die  Polare  eines  Punktes 
von  6  oder  </  stets  in  seiner  Polarebene  nach  fj^  liegt.  Es  seien  T, 
T  die  Berührungspunkte  von  <&*  mit  6,  6  —  in  allen  Oorrelationen 
die  Pole  von  66'  — ,  so  berühren  die  gesuchten  Flächen  in  5,  5* 
die  Ebenen  nach  TT'-^  indem  wir  noch  irgend  zwei  conjugirte  Punkte 
jener  Correlation  (S  für  diese  Flächen  conjugirt  sein  lassen ^  erhalten 
wir  ein  doppelt  unendliches  System  von  Flächen.  Die  Correlation, 
welche  das  Polarsystem  einer  von  ihnen  zwischen  6,  6'  inducirt,  stinunt 
mit  6  überein.     Indem  jeder  Strahl  des  zu  S  gehörigen  Hirst'schen 
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Gomplexes  zwei  in  Bezug  auf  die  f^  conjngirte  Punkte  verbindet,  haben 
wir  den  harmonischen  Complex  erhalten,  der  zu  f^  und  dem  Ebenen- 
paare  Cf/  gehört*);  womit  eine  noch  weitere  Specialisirung  V  der  Er- 
Zeugung  erhalten  ist 

Die  andere  wesentlich  verschiedene  Erzeugung  ist: 

IL  fyy  f^  sind  jswei  Kegel  (mit  den  Spitzen  S,  S*)^  welche  eine  Ge- 
rade d^  gemeinsam  hohen.  Die  4  übrigen  Doppelstrahlen  sind  die  zwei- 
ten Schnittkanten  d\  d  der  beiden  Berührungsebenen  <T,  </  längs  d^  je 
mit  dem  nicht  berührten  Eegel  und  die  Polaren  ef/,  d^  dieser  Ebenen 
je  nach  demselben  Eegel.  ^  ist  durch  dies  Yierseit  und  die  cubische 
Baumcurve,  in  der  sich  f^,  f^  schneiden,  bestimmt. 

Der  Eegel  f^  berührt  längs  d^y  d  die  Ebenen  d^  (d^,  d),  f^  ebenso 
längs  d^,  d'  die  Ebenen  d^  (d^y  d')]  jeder  Eegel  des  einen  Büschels 
bestimmt  den  des  andern. 

Die  Yertauschung  von  d,  d'  mit  d^y  d^  giebt  einen  zweiten  Complex. 

ZM.r  singulären  Fläche  gehören  zwei  durch  II  and  ein  durch  I  cr- 
zeugter  Complex y  wie  das  auch  wieder  die  3  Involutionen  zeigen,  zu 
denen  die  3  doppelten  „Doppeltangenten^'  in  einem  TangentenbQschel 
von  ^  (die  beiden  Erzeugenden  und  die  TrefFgerade  von  6ö')  führen. 

Die  Erzeugung  I  (dualisirt)  lehrt,  dass  der  zu  einem  Botations- 
paraboloide  gehörige  Painvin'sche  Complex  hierher  gehört  S,  S*  sind 
der  Brennpunkt  auf  der  Axe  und  der  unendlich  ferne  Berührungspunkt. 

^  ist  das  confocale  (und  coaxiale)  Rotationsparaboloid,  dessen 
Scheitel  doppelt  so  weit  vom  Brennpunkte  entfernt  ist  als  der  des 
gegebenen. 

Von  den  Doppelstrahlen  ist  nur  die  unendlich  ferne  Gerade  der 
Parallelkreis-Ebenen  reell. 

Femer  gehört  hierher  der  Complex  der  Strahlen,  welche  nach  zwei 
gegebenen  Punicten  S,  S*  rechtwinklige  Ebenen  senden  (duale  Erzeugung 
zu  I').  ^  ist  die  Kugel  über  SS*  als  Durdimesser,  Alle  Complex- 
kegel  sind  orthogonal,  alle  Comp! excy linder  Rotationscylinder. 

Ein  derartiger  Complex  ist  derjenige  der  Geraden,  wdche  von  zwei 
gegebenen  Tunkten  A^,  A^  ein  gegebenes  Entfemungs-Verhältniss  m^  :  i», 
hcd)en.  Sind  nämlich  S,  S*  die  Punkte,  welche  AiA^  nach  dem  Ver- 
hältnisse m^ifn^  theilen,  so  gehen  nach  ihnen  von  den  Strahlen  un- 
seres Gomplexes  rechtwinklige  Ebenen. 

Der  Fall  m^im^^l  wurde  in  I,  Nr.  276  betrachtet:  es  ergab 
sich  ein  tetraedraler  Complex. 


*)  Vergl.  die  in  Nr.  816  erwähnten  Abhandlungen  von  Hirst. 
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863  Ein  harmonischer  tetraedraler  Camplex  [(11)(11)(11)]  entsteht,  toenn 
bei  der  Ergeugtmg  T  des  vorigen  Falls  die  Ebenen  des  Paars  e^  in 
Bezug  auf  f^  conjugirt  sind. 

Die  Yom  Polarsystem  von  fi  inducirte  Gorrelation  zwischen  6,  <( 
artet  in  eine  solche  mit  zwei  singulären  Punkten  T,  T'  (deren  Paar 
die  9^  darstellt)  aus;  da  eine  solche  auf  eine  Projectivitat  zwischen 
den  Büscheln  (T^  6)  und  {T\  ff)  hinausläuft^  auf  deren  entsprechenden 
Strahlen  conjugirte  Punkte  der  Correlation  liegen,  so  sieht  man,  wie 
ein  tetraedraler  Complez  entsteht.  Das  Tetraeder  ist  SS*  TT',  wo 
Sy  S*  die  Schnitte  von  f^  mit  öd'  sind;  seine  4  Ebenen  werden  von 
allen  Gomplexstrahlen  harmonisch  geschnitten^  so  dass  diese  SjpecieUere 
Erzeugung  hinreicht 

Jede  f^j  welche  in  zwei  Ecken  des  Tetraeders  eines  tetraedralen 
Complexes  die  nach  der  Gegenkante  gehenden  Ebenen  berührt  und 
die  beiden  andern  zu  conjugirten  Ebenen  hat,  kann  in  Verbindung  mit 
letzteren  zur  Erzeugung  dienen.  Ihre  £egelschaaren  sind  x  (Nr.  818), 
und  zwar  gehören  sie  zu  zwei  Strahlennetzen  aus  demselben  Systeme. 

864  Ein  harmonischer  Complex  von  der  Art  [(22)11]  ergiebt  siehj  wetm 
fit  f%  ß^^  Kegelschnitte  m\  ni'  gemein  hohen  und  zum  Ebenenpaare  ft'/i" 
und  einem  Kegel  des  Büschels  harmonisch  sind.  Dieser  wird  (Nr.  861) 
der  Kegel  ^,  der  mr  singulären  Fläche  gehört;  die  Ebene  9  geht  von 
seiner  Spitze  nach  der  Doppellinie  (i'ii".  Wenn  /ö  der  zweite  Kegel 
und  f^  ihm  in  Bezug  auf  f^,  f^  harmonisch  zugeordnet  ist,  so  ist  die 
Spur,  in  q>,  des  Tangentialkegels  aus  der  Spitze  von  /J)  an  ^  der  Kegel- 
schnitt 9^'  "^^^^  Gerade  von  q>  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  beiden 
Tangentialebenen  von  ihr  an  eine  Fläche  des  Büschels  noch  eine  zweite 
Fläche  desselben  berühren;  die  dadurch  im  Flächenbüschel  entstehende 
Involution  wird  mit  derjenigen,  welche  fi,  f^  zu  Doppelelementen  hat, 
identisch,  wenn  die  Gerade  jene  Spurcurve  berührt;  d.  h.  dieselbe  ist 
Enyeloppe  aller  der  Kegel,  welche  zwei  zu  f^,  f^  harmonischen  Flächen 
des  Büschels  umgeschrieben  sind. 

Die  beiden  Begegnungspunkte  von  m',  m"  sind  die  Punkte  JF',  F", 
in  denen  0^  von  den  in  9  gelegenen  Kanten  von  0^  tangirt  wird. 

Die  ^  tangireuden,  bezw.  die  0^  schneidenden  singulären  Strahlen 
treffen  f  ^  f*V''>  hezw.  f  (die  Polare  von  9  nach  <&*),  welche  hier 
an  Stelle  von  W^^  V^  des  allgemeinen  Falls  getreten  sind.  In  jedem 
Tungentenbüschel  von  0^  giebt  es  nur  eine  f  treffende  Gerade;  also 
gehört  mr  gegebenen  singulären  Fläche  nur  ein  harmonischer  Complex.  Alle 
Kegelschnitte,  in  denen  die  Ebenen  durch  f  den  Kegel  O'  schneiden,  sind 
Complexcurven,  und  ihre  Tangenten  sämmtlich  singulär;  und  ebenso  dual. 
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Jedes  Ebenenpaar  (ifi'  durch  f  führt  0u  einem  erzeugenden  Paare 

fif  ff 

Der  Painvin^sd^  CompUXj  der  sur  Botationsfläche  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel  gehört^  fallt  unter  diese  Art:  9^  ^^^  ^^^  Kreis  in  der 
Aequatorebene,  der  von  den  Brennpunkten  beschrieben  wird,  9^  aber 
ist  die  Punktkugel  um  den  Mittelpunkt  der  Fläche. 

Ebenso  gehört  der  Complex  der  Geraden,  die  in  Bezug  auf  eine 
gegebene  Gerade  l  ein  gegebenes  Moment  M  haben  (I,  Nr.  66),  hierher. 
In  jeder  BerQhrungsebene  eines  Botationscylinders  um  l  vom  Radius  r 
liegen   2   Büschel   von   parallelen  Oomplexstrahlen   mit   der   Neigung 

arc  sin  —  gegen  Z;   singalärer  Strahl  ist  die  unendlich  ferne  Gerade. 

Ist  r  "»  M,  so  vereinigen  sie  sich;  dieser  Cylinder  wird  0^,  die  singu- 
lären  Strahlen  sind  senkrecht  zu  seinen  Kanten,  treffen  also  die  Polare 
des  unendlich  fernen  Punktes  von  l  in  Bezug  auf  Ä^  welche  f  wird; 
dadurch  ist  der  Complex  als  harmonisch  charakterisirt.  Bildet  die 
Richtung  nach  einem  unendlich  fernen  Punkte  mit  l  den  Winkel  % 
so  sind  die  Ebenen  der  von  ihm  kommenden  Complex-Strahlenbüschel 

Tangentialebenen  des  Gylinders  vom  Radius  -^ — ;  sie  fallen  zusammen 

in  die  Ebene  nach  Z,  wenn  sin  9 :»  oo  oder  tg  9  =  +  ^5  folglich  liegen 
die  entsprechenden  Punkte  auf  ^.  Diese  ist  die  Ourve  ä^^-  Jede 
Complexcurve  ist  also  ein  Kreis,  jeder  Complexkegel  ein  Rotations- 
kegel. 

Wenn  f^,  f^  sieh  längs  eines  Kegelschnitts  h  (in  der  Ebene  x)  be-  865 
rühren^  so  sei  0^  harmonisch  zur  Doppelebene  x  in  Bezug  auf  f^j  f^» 
Jeder  Strahl,  welcher  4^  tangirt,  schneidet  f^j  f^  harmonisch;  also  ist 
der  harmonische  Complex  ein  Tangentencomplex,  und  m  jedem  Tangenten- 
camplexe  gi^t  es  00'+*  Paare  von  Flächen  f^f^  oder  F^F^. 

Der  Painvin'sche  Complex  für  eine  Kugel,  sowie  der  Weiler'sche 
Complex  fQr  eine  Kugel  und  ihren  Mittelpunkt  als  0  sind  Tangenten- 

complexe  der  concentrischen  Kugeln  vom  Radius  r}^,  bezw.  -  - .  *) 

In  Bezug  auf  die  dritte  und  vierte  Klasse  wollen  wir  uns  mit  je  866 
einem  Beispiele  begnügen. 

Bei  einem  beliebigen  Complexe  von  der  Art  [(22)11]  umhüllen 
die  von  den  Punkten  von  4>2  kommenden  Büschel  von  singulären 
Strahlen  mit  ihren  Ebenen  einen  Kegel  ^^^  der  durch   eine   auf  ^ 


*)  Der  TangeDtencomplez  gebOrt,  weil  ohne  consingaläre  Complexe,  za  keiner 
der  4  Klassen. 

Sturm,  Liniengeometrie.    III.  32 
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gelegene  ProjecÜTitat  entsteht  mit  den  sich  selbst  entsprechenden 
Strahlen  f,  y\  Für  einen  der  consingnlären  Complexe  wird  diese 
Projectivitat  InTolotion,  der  Kegel  V^  ein  Doppel-Ebenenbüschel  mn 
f^ip'qT;  das  ist  der  harmonische  Complez.  Zerfallt  4^  in  9^7";  so 
jedoch,  dass  diese  Ebenen  noch  darch  getrennte  Tangenten  \%  \"  Ton 
9^  gehen  —  Art  [(22)  2]'^  — ,  so  geht  jene  Projectiyitat  über  in  eine 
zwischen  (2^  q/)  und  (F^  q/')y  in  der  nnn,  damit  V^  wieder  in  f,  \" 
berühre,  diese  Strahlen  dem  ^'q>"  entsprechen.  Soll  aber  ein  Ebenen- 
büschel um  diesen  entstehen,  so  moss  die  Projectivitat  so  ausarten, 
dass  er  in  beiden  Büscheln  der  singulare  Strahl  ist.  Das  hat  dann 
aber  zur  Folge,  dass  auch  die  erzeugende  Projectivitat  zwischen  O^ 
und  (F, q>)  ausartet  und  der  Complex  zerfallt.  Somit  ergiebt  sich  bei 
[(22)2]  kein  harmonischer  Complex. 

Wenn  aber  f,  \"  und  q>\  9"  zusammenfallen  —  Art  [(42)]''  — , 
so  ist  dieser  Strahl  sich  selbst  entsprechend:  die  Büschel  (2^  9'), 
(JP,  fp")  sind  (Nr.  850)  bei  jedem  der  zugehörigen  Complexe  perspectiv. 
Alle  Complexe  sind  harmonisch.  So  gehören  die  beiden  [(42)]  0ur  driäen 
Klasse,  [(22)2]  zur  vierteil 

Im  Falle  [(22)11]  haben  wir  im  Tangentenbüschel  eines  Punktes 
von  0^  die  Tangente  desselben  als  Doppelstrahl  der  Involution,  und 
die  beiden  0^  berührenden  Tangenten,  welche  ein  Paar  derselben  bil- 
den; der  andere  Doppelstrahl  ist  der  singulare  Strahl  des  harmonischen 
Complexes.  Zerfallt  4^  in  9',  9",  so  fallen  jene  beiden  Tangenten  in 
die  Treffgerade  von  g>ip'  zusammen,  die  so  zweiter  Doppelstrahl  der 
Involution  wird;  aber  er  gehört  zu  einem  doppelten  Gebüsche  unter 
den  consingularen  Complexen;  [(22)2]'^  besitzt  keinen  harmonischen 
Complex.  Bei  [(42)]^'  aber  fallen  alle  3  Strahlen  zusammen;  für  die 
Involution  haben  wir  zunächst  nur  einen  Doppelstrahl,  jeder  andere 
Strahl  des  Tangentenbüschels  kann  zweiter  sein,  jeder  zugehörige  Com- 
plex ist  harmonisch. 

Zu  einem  solchen  Complexe  gelangt  man,  tvenn  f^  eine  bdidnge  Fläche 
ist,  f^  aber  in  0t€ei  Ebenen  q>\  g>'  zerfällt ,  die  sich  in  einer  Tangente  f 
von  fi  schneiden.  F  ist  der  Berührungspunkt,  q>  aber  —  entgegen  der 
Behauptung  von  Segre-Loria  —  die  der  Tangentialebene  t  von  f^ 
in  F  in  Bezug  auf  ip',  tp"  harmonisch  zugeordnete  Ebene.  0^  ist  der 
Schnitt  der  9  mit  derjenigen  Fläche  des  Büschels,  die  dem  einzigen 
Kegel  desselben  in  Bezug  auf  f^  und  fp  ^"  harmonisch  zugeordnet  ist 

867  Wir  schliessen  mit  einigen  Bemerkungen  über  den  Ort  der  Strah- 

len,  welche  zwei  Kegelschnitte  Jc^,  Je^  oder  zwei  Flächen  2.  Grades  /j,  /, 
nach  gegebenem  Doppdverhälinisse  X   (oder  dem  reciproken)   schneiden. 
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Dieser  Ort  ist  eine  Curve  4.  Klasse^  lezw.  ein  Cofnplex  4,  Grades.  Wir 
fanden  den  Complex  [(111)  (11)1]  als  Ort  der  Strahlen^  welche  die 
singulare  Fläche  2.  Grades  9  und  zwei  Ebenen ^  die  in  einer  ihr  an- 
gehörigen  Geraden  d  sich  begegnen,  nach  cönstanteni  Doppelverhält- 
nisse  schneiden;  offenbar  hat  sich  das  Gebüsche  [c7]  doppelt  abge- 
sondert. 

Wenn  \^  Jc^  sich  doppelt  berühren,  so  zerfallt  die  Curve  4«  Klasse 
in  zwei  dem  Büschel  der  k  angehörige  Kegelschnitte  Jc\  k'\  welche  zur 
(ebenfalls  im  Büschel  befindlichen)  harmonischen  Curve  und  dem  Paare 
der  Berührungspunkte  harmonisch  sind.  Es  lässt  sich  leicht  beweisen, 
dass  ki,k^  von  zwei  Tangenten  jedes  dritten  Kegelschnitts  des  Büschels 
nach    gleichen  Doppelverhältnissen    geschnitten   werden.     Im  Büschel 

entsteht  durch  die  k\  k"  eine  Involution,  wenn  A,  -r  sich  ändern. 

Negatives  Doppel verhältniss,  ausser  —  1,  ist  nicht  möglich. 

Ebenso  eerßUt,  wenn  f^,  f^  sich  längs  eines  Kegelschnitts  k  tangiren^ 
der  Complex  4.  Grades  in  die  Tangentencomplexe  zweier  Flächen  der 
Büschel' Sehaar j  welche  zur  Grundfläche  des  harmonischen  Complexes 
(Nr.  865)  und  zum  Kegelschnitte  k  harmonisd^  sind.*) 


*)  Weiler,  ZeiUchr.  f.  Mathem.  u.  Phys.  Jg.  29  S.  192. 
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Dieser  Anhang  bringt  einige  Nachtrage  zu  den  beiden  ersten 
Bänden  y  welche  sich  nicht  in  den  Text  des  dritten  Bandes  verweben 
liessen. 


868  In  I;  Nr.  251  wurde  die  siebenfache  Unendlichkeit  (2er  cubischen 

Bauwcurven  gewonnen,  denen  ein  gegebenes  Gewinde  F  zugehört;  es  ergab 
sich;  dass  durch  3  gegebene  Punkte  Ä,  B^  C  cx>^  von  diesen  Cur  Ten 
gehen:  wenn  a,  ß,  y  deren  Nullebenen  sind,  also  die  Schmiegungs- 
ebenen  jener  Punkte  für  alle  diese  Curven,  so  legt  ein  Strahl  in  einem 
dieser  Schmiegungsstrahlen-Büschel,  z.  B.  a  in  {A^  a)  als  Tangente 
eine  von  den  Curven  fest.  Es  sei  o  die  Ebene  ABC  und  0  ihr  Null- 
punkt oißy.  Zwei  Strahlen  a,  a^  von  {^Ay  a)  als  entsprechende  Gre- 
raden  bestimmen  eine  Homologie,  von  welcher  die  incidenten  Elemente 
Oy  o  Centrum  und  Ebene  sind  (I,  Nr.  242).  In  ihr  sind  die  beiden 
durch  a  und  a^  festgelegten  Curven  unseres  Systems  entsprechend. 

Demnach  liegen  die  cx>^  cubischen  Baumcurven,  denen  das  Gewinde 
r  zugehört  und  welche  durch  A,  B,  C  gehen^  auf  demselben  Kegel.  3.  Ord- 
nung, der  seine  Spitze  im  Nullpunkte  0  der  Ebene  ABC  hat  Ihre 
Schmiegungsebenen  schneiden  in  diese  Ebene  die  nämliche  Curve  3.  Klasse  ein. 

Die  Doppelkante  des  Kegels,  die  gemeinsame  Doppelsecante,  aus 
0,  aller  dieser  Curven,  ist  der  harmonische  Strahl  der  Ebene  o  in 
Bezug  auf  das  Dreiflach  der  drei  Ebenen  a,  /3,  y*) 


*)  Schröter,  Theorie  der  Oberflächen  2.  Ordnung  und  Ranmcurven  8.  Ord- 
nung S.  88S.  —  Eine  Curve  3.  Ordnung  mit  Doppelpunkt  ist  eindetUig  durch  ihre 
drei  Wendepunkte  und  Wendetangenten  bestimmt.  Wenn  C7|',  C7,'  die  Constitnenten 
eines  CurvenbüscheU  3.  Ordnung  sind,  so  beschreiben  die  Schnittpunkte  der  ersten 
Polaren  eines  Punktes  X,  der  eine  Gerade  I  durchläuft,  in  Bezug  auf  sie  eine 
Curve  4.  Ordnung;  diese  durchschneidet  sich  mit  der  bei  2'  sich  ergebenden  in 
den  zum  Punkte  IV  gehörigen  4  Schnitten  und  den  12  Doppelpunkten  des  Bfl- 
schels.  Wenn  nun  w^^  ir,,  to,  die  drei  Wende  taugen  ten  sind  und  t  die  Gerade, 
auf  der  die  Wendepunkte  liegen,   so  sei  (7/  diese  Gerade  dreifach  und  C,^  das 


J 
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Die  Doppelsecanten,  welche  aus  einem  beliebigen  Punkte  von  o 
kommen,  liegen  in  einer  Ebene  durch  0. 

Wenn  A,  B,  C  unendlich  fem  sind,  so  gehen  die  cubischen  Raum- 
curyen,  welche  dann  auf  einem  zur  Axe  von  F  parallelen  Cylinder 
3.  Ordnung  liegen,  durch  Verschiebung  aus  einander  hervor. 

Sind  blos  2  Punkte  A,  B  gegeben,  so  erhalten  wir  oo'  zu  F  ge-  869 
hörige  cubischen  Raumcurven  durch  sie  und  je  oo^,  welche  dieselben 
2  Strahlen  a,  b  von  (A,  a),  (£,  ß)  zu  Tangenten  haben.  Es  seien 
i2",  Rj^  zwei  von  ihnen;  weil  die  Sehnen-ßegelschaaren  derselben,  zu 
denen  a,  b  gehören,  diese  gemein  haben,  so  haben  auch  die  Leit- 
schaaren  zwei  Gerade  gemeinsam.  Wenn  eine  von  diesen  die  Gurven 
in  X,  X|  trifiFt,  so  haben  wir  eine  Gollineation  mit  den  Axen  o,  b,  in 
welcher  X,  X^  entsprechend  sind;  sie  transformirt,  da  a,  &  zu  F  ge- 
hören, dies  Gewinde  in  sich  selbst  (I,  Nr.  240),  also  die  zu  F  gehörige, 
a,  b  in  A,  B  berührende  und  durch  X  gehende  R^  in  die  zu  F  ge- 
hörige, ebenfalls  a,  b  in  A,  B  berührende  und  durch  X^  gehende  und 
dadurch  eindeutig  bestimmte  R^^  So  gehen  die  cx>^  Raumcurven  aus 
einer  von  ihnen  durch  die  oo^  möglichen  Collineationen  mit  den  Axen 

a,  b  hervor,  oder  je  zwei  von  ihnen  aus  einander  durch  eine  dieser 
Collineationen.  Die  Geraden,  die  in  den  verschiedenen  Collineationen 
einer  Geraden  x  entsprechen,  befinden  sich  alle  in  der  Regelschaar 
(a&o;);  gehört  daher  x  zu  der  durch  a,  b  gehenden  Sehnen-Regelschaar 
von  jB^,  so  wird  diese  sich  selbst  entsprechend  in  allen  diesen  Colli- 
neationen, also  auch  Sehnen-Regelschaar  der  andern  Gurven. 

Die  oo^  zu  r  gehörigen  cubischen  Raumcurven,  welche  in  A,  B  die 
Strahlen  a,  b  der  Büschel  {A,  c),  {B,  ß)  zu  Tangenten  haben,  liegen  auf 
derselben  durch  a,  b  gehenden  FläcJhe  2.  Grades,  Die  Schmiegungs-.oder 
Nullebenen  cc,  ß  sind  die  Berührungsebenen  dieser  Fläche  in  A,  B. 

Wenn  a',  V  die  beiden  Strahlen  von  (-4, «),  (JB,  ß)  sind,  welche 

b,  bezw.  a  treffen  und  zwar  in  2),  G,  so  i^i  ABCD  ein  gemein- 
sames Schmiegungs- Tetraeder  aller  oo^  Raumcurven,  und  die  Fläche 
2.  Grades  geht  durch  das  Yierseit  aabb\     Dasselbe    bestimmt   in  F 


Tripel  der  to.  Erste  Polare  eines  beliebigen  Punktes  in  Bezug  auf  C7| '  ist  t  dop- 
pelt, die  eines  Punktes  von  t  selbst  ist  unbestimmi  Die  ersten  Polaren  in  Bezug 
auf  tßito^to^  sind  durch  die  3  Doppelpunkte  gehende  Eegehchnitte.  Infolge  dessen 
zerfallen  jene  Gurven  4.  Ordnung  in  die  Gerade  t  doppelt  und  die  Polar- Kegelschnitte 
der  Punkte  tJ,  tV  in  Bezug  anf  WiW^w^,  Der  einzige  Punkt,  den  diese  noch  ge- 
mein haben,  ist  der  einzige  Doppelpunkt  einer  (nicht  zerfallenden)  Curve  des 
Bfischels.  Man  erkennt  ihn  leicht  als  den  Punkt,  für  welchen  t  zweite  Polare  in 
Bezug  auf  Wito^w^  iet,  oder  als  den  harmonischen  Pol  von  t  in  Bezug  auf  das 
Dreiseit  to^tc^w^. 
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ein  StrahlennetZ;  and  jedem  Gewinde  durch  dies  Netz  ist  eine  durch 
das  Yierseit  gehende  Fläche  2.  Grades  zugeordnet,  welche  die  zu  dem 
Gewinde  gehörigen  und  a^  b  ia  A,  B  berührenden  cubischen  Baam- 
curven  enthält. 

Die  (xfl  cubischen  Baumcuryen,  welche  zu  F  gehören  und  durch 
Äy  B  gehen,  führen  also  zu  oo'  Flächen  2.  Grades,  welche  a,  ß  in 
Ay  B  tangiren.  Die  dreifache  Unendlichkeit  der  Flächen  2«  Grades, 
welche  diese  Berührung  eingehen,  wird  also  nicht  erschöpft. 

Jede  Fläche  2.  Grades,  welche  durch  eine  zu  F  gehörige  cubische 
Baumcurve  geht,  enthält  deren  oo^;  denn  die  beiden  zu  F  gehörigen 
Sehnen  aus  der  auf  der  Fläche  befindlichen  Sehnen -Regelschaar  der 
Gurve  sind  Tangenten,  weil  diese  allein  unter  den  Sehnen  der  Cunre 
zu  F  gehören.  Somit  haben  wir  eine  a,  h  in  A^  B  berührende  cu- 
bische Baumcurye  Ton  F,  mithin  cx>^  auf  der  durch  sie  und  a,  h 
bestimmten  Fläche  2.  Grades,  d.  i.  auf  der  gegebenen.  Die  Zahl  der 
Flächen  2.  Grades  durch  die  cubischen  Baumcuryen,  die  zu  F  gehören, 
ist  daher  oo' +*""*. 

Jedem  Gewinde  F  ist  ein  achtfach  unendliches  System  von  Flächen 
2,  Grades  zugeordnet j  von  denen  jede  oo^  dem  F  fiiigehörige  cubische  Baum- 
curven  trägt:  sie  haben  alle  dieselbe  Begeischaar  der  Fläche  mr  Sehnen- 
Begelschaar  und  berühren  die  beiden  eu  F  gehörigen  Geraden  derselben  in 
den  nämlichen  Punkten  (mit  den  Berührungsebenen  dieser  Punkte  als 
zugehörigen  Schmiegungsebenen). 

Eine  einfachere  Beziehung  dieser  Flächen  zum  Gewinde  habe  ich 
nicht  gefunden.*) 

Durch  einen  Punkt  A  gehen  oo^  cubische  Baumcurven,  weldie  jsu 
einem  gegd^enen  Gewinde  F  gehören;  sie  befinden  sich  auf  den  oo^  Kegein 
2.  Grades,  u^elche  A  mr  Spitze  haben  und  die  NuUebene  a  dieses  Punktes 
tangiren^  je  oo^  airf  jedem  dieser  Kegel,  die  dann  wiederum  aus  irgend 
einer  von  ihnen  durch  die  yerschiedenen  Homologien  heryorgehen,  f&r 
welche  A,  a  Centrum  und  Ebene  sind.    Daraus  folgt,  dass  die  5  Punkte, 


*)  Es  wurde  yorhin  yon  einer  CoUineation  gesprochen,  die  ein  Qewinde  in 
sich  selbst  überführt,  eine  ihm  zugehörige  cubische  Ranmcarye  aber  in  eine  an- 
dere. Damit  ist  gesagt,  dass  die  Behauptung  in  I,  Nr.  867,  dass  jede  Gollmeation, 
welche  ein  €te winde  in  sich  üherführt,  auch  jede  der  ihm  zagehOrigen  cubischen 
Banmcunren  in  sich  Überfahrt,  nicht  richtig  ist.  Das  zeigt  auch  die  Vergleichmag 
der  a.  a.  0.  erhaltenen  Sätze  mit  dem  zweiten  Theile  meiner  Abhandlang  Math. 
Annalen  Bd.  86  8.  466:  eine  Collineation  hat  eine  Bedingung  zu  erfüllen,  nm  ein 
Gewinde  in  sich  zu  transformiren,  hingegen  zwei,  damit  eine  cubische  Baumcorye 
in  sich  flbergeht.  Es  soll  heiseen:  Von  den  oo^^  CoUineationen,  welche  ein  Ge- 
winde in  sich  iransformiren,  führen  je  oo*  jede  der  oo'  zugehörigen  onbischen 
Baumcuryen  in  sich  Über. 
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iodche  fsweien  von  diesen  Curven  gemeinsam  sind,  in  der  Spüge  A  des 
Kegels  sieh  vereinigt  haben.*) 

Wenn  eine  cubische  Baumcurve  B^  gu  einem  Gewinde  F  gehört,  so  870 
befindet  sich  Uire  Tangentenfläche  8^  in  demselben;  ihre  Büdcurve  bei  der 
eindeutigen  Abbildung  von  F  in  den  Punktraum  2^,  welche  in  I,  Nr.  202  ff. 
besprochen  warde,  ist,  weil  sie  in  ein  u- Strahlennetz  yon  F  4  Erzeu- 
gende sendet  y  eine  Baumcurve  4.  Ordnung  B^^  offenbar  2.  Art  wegen 
der  eindeutigen  Beziehung  auf  S^  oder  22 ^  aber  nickt  die  allgemeine 
Baumcurve  dieser  Art,  sondern  ein  interessanter  Specialfall.  Den  Schmie- 
gungsstrahlen-BQscheln  von  B^  entsprechen  die  Tangenten  dieser  Curve^ 
weil  jeder  zwei  unendlich  nahe  Erzeugende  von  8^  enthält;  die  Con- 
gmenz  3.  Grades  der  Schmiegungsstrahlen  von  B^  hat  mit  der  einer 
Geraden  von  27^  entsprechenden  u-Regelschaar  in  F  6  Strahlen  ge- 
meinsam (I;  Nr.  205);  also  ist  B^  vom  Range  6.  Der  Hauptstrahl 
u  der  Abbildung  scheidet  aus  F  ein  singuläres  Strahlennetz  {F,  u)  aus, 
dessen  Strahlenbüscheln  je  nur  ein  Punkt  entspricht;  diese  Punkte 
bilden  in  S^  die  Hauptcurve  Tc^  der  Abbildung;  jeder  von  jenen  Bü- 
scheln enthält  3  Schmiegungsstrahlen  von  ü^  da  durch  seinen  Scheitel 
3  Schmiegungsebenen  gehen;  folglich  gehen  durch  jeden  Punkt  von 
Tc^  3  Tangenten  der  B^.  Die  Curve  der  Schnittpunkte  der  Tangenten 
dieser  Baumcurve  4.  Ordnung  2.  Art  ist  also  nicht,  wie  im  allgemeinen 
Falle,  eine  Dqppelcurve  6.  Ordnung  auf  der  Tangentenfläche  6.  Ordnung, 
sondern  ein  dreifacher  Kegelsdinitt. 

Die  4  Punkte,  in  denen  ü^^  sich  auf  kj*  stützt,  sind  die  Berüh- 
rungspunkte der  vierpunktig  tangirenden  Schmiegungsebenen  und  zu- 
gleich die  4  Punkte,  in  denen  sie  von  eigenen  Tangenten  nochmals 
geschnitten  wird.**) 

Bei  der  jnoeieindeutigen  Abbildung  eines  Gewindes  F  in  den  FufJct-  871 
räum  2^,  welche  in  I,  Nr.  199  ff.  behandelt  wurde,   ergab  sich  eine 
Fläche  2.  Grades  ip^,  deren  Punkten  zwei  vereinigte  Strahlen  von  F 
und   deren  Tangenten   die  Strahlenbüschel  von  F  —  jeder  zwei  — 
correspondiren.***)   Die  Flächen  2.  Grades  in  S^,  in  welche  die  Strahlen" 


*)  Die  meieten  dieser  Sätse  —  zum  Theil  in  anderer  Form  —  habe  ich  vor 
etwa  8  Jahren  ans  einer  Arheit  kennen  gelernt,  welche  mir  Herr  Otto  Gntsche 
in  Breslau  zur  Eenntnissnahme  mittheilte;  ich  gebe  sie  hier  mit  den  Beweisen, 
die  ich  im  Anschlüsse  an  meine  Darstellung  gebildet  habe,  nachdem  sich  Herr 
Gut  sc  he  mit  dieser  Veröffentlichung  einverstanden  erklärt  hat. 

**)  Mit  diesem  Specialfalle  der  Ranmcurve  4.  Ordnung  2.  Art  haben  sich  Em. 
Weyr  und  Adler  beschäftigt  (Wiener  Sitzungsberichte  Bd.  72  S.  686,  Bd.  86  S.  919). 
***)  In  Bezug  auf  diese  Fläche  vergL  auch  Nr.  787. 
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neiise  von  F  sich  ahbüden,  sind  dieser  <p^*  je  längs  eines  K^elsckniUs  um- 
geschrieben^  die  KegdsdiniUe,  loelche  die  Bilder  der  Regdschaaren  von  F 
sindf  berühren  sie  zweimal. 

Lassen  wir  den  Scheitel  eines  StrcMenbüschels  von  F  eine  Ebene  s 
durchwandern^  so  erzeugt  die  Bildgerade  die  Congrtiene  der  Tangenten  von 
9j';  welche  sieh  auf  diyenige  Tangente  t^  von  tp^  sUUzen,  die  das  Bild 
des  Büschels  von  F  in  s  ist:  ein  Specialfall  der  in  II,  Nr.  487  bespro- 
chenen Congraenz. 

Die  Scheitd  und  Ebenen  associirter  SiraMenbüschd  von  Fy  d.  h. 
solcher,  welche  dieselbe  Bildgerade  in  E^  haben,  bewegen  sich  cdfUnear: 
diese  CoUineaticn  ist  die  windschiefe  Involution^  die  eu  dem  StraJdenneUe 
FA  der  sich  selbst  associirten  Strahlen  gehört,  dessen  Leitgerade  zu  Axen 
hat  Die  aus  den  Spuren  dieser  Leitgeraden  in  s  kommenden  Strahlen- 
büschel von  F  sind  sich  selbst  associirt;  ihnen  entsprechen  die  Geraden 
yon  9^^  welche  sich  im  Berührungspunkte  von  t^^  schneiden;  dies  sind 
Dqppelstrahlen  der  obigen  Congruem, 

IL 

872  Einen  interessanten  Fall,  in  dem  sich  die  Sehnencongruenz  einer 
cubischen  Eaumcurve  ergiebt  (II,  Nr.  304,  309),  hat  Krüger*)  gefunden. 
Die  Schwerpunkte  sowohl  wie  die  Hohenpankte  der  Schuittdreiecke 
einer  cabischen  ßaumcarve  R^  mit  parallelen  Ebenen  sind  in  gerader 
Linie  gelegen,  und  diese  ,,Schwerlinien^',  „Höhenpunktslinien'';  für  die 
verschiedenen  Stellungen  der  Schnittebenen  construirt,  erzeugen  die 
Sehnencongruenz  einer  von  R^  verschiedenen  cubischen  Baumcurve, 
bezw.  die  der  R^  selbst;  wegen  des  Beweises,  der  zu  viel  Raum  be- 
anspruchen würde,  verweise  ich  auf  die  Krüger 'sehe  Abhandlung. 

873  In  ly  Nr.  283  wurde  schon  die  Normalencongruenz  einer  Flädie 
2.  Orades  F^  als  eine  (6,  2)  mit  4  singulären  Ebenen  4.  Grades  erkannt, 
also  von  der  zweiten  Art.  Diese  4  Ebenen  sind  die  Hauptebenen  von 
F^  und  die  unendlich  ferne  Ebene  @.  Die  singulären  Cnrven  4.  Klasse 
in  jenen  sind  die  Evoluten  der  Hauptcurven;  die  in  (S  entsteht  durch 
die  Geraden^  welche  die  Punkte  der  Curve  F^®  mit  den  entsprechen- 
den Punkten  der  zu  ihr  nach  der  absoluten  Curve  ft'  polaren  Carve 
verbinden. 

Die  singulären  Ebenen  2.  Grades  ergeben  sich  folgendermassen.  Es 
seien  X,,  X,,  X,,  %^  die  4  Schnitte  jP^^^,  t,-  die  Tangenten  in  ihnen 

*)  Zeitschrift  f.  Mathematik  a.  Physik  Jg.  40  8.  196. 


^ 
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au  fi'y  Qi^  li  die  Geraden  der  einen  und  andern  Schaar  von  F^  durch 
%iy  endlich  yt^  ki  die  Ebenen  Ugif  Uh»  Dies  sind  die  gesuchten  Ebe- 
nen; denn  z.  B.  die  Normalen  der  Punkte  von  gi  fallen  alle  in  die 
Ebene  yt  und  umhüllen  in  ihr  eine  Parabel.  Die  Schnittlinien  ytXi 
sind  die  t^  und  liegen  in  @.  Die  Diagonalponkte  {(^(X^Xg;  ^^A 
»  =  (Xi^s,  %%%i),  ®  =  (Xi2;4,  %^%^)  sind  die  Pole  der  Hauptebeneu 
ay  ßy  y  nach  F^\  folglich  liegt  gj^^  als  BerQhrungspunkt  einer  durch 
%i%^  und  9(  gehenden  Tangentialebene  von  F\  in  a,  die  Tangenten 
tj,  tj  von  ft'  treffen  sich  auf  der  %  gegenüber  liegenden  Diagonale 
S9(S,  die  auch  in  a  liegt;  daher  fallt  yi^^j  welche  g^l^  mit  tit,  ver- 
bindety  in  a  und  so  liegen 

in  a:   y^Xj,  y^X^,  y^X^,  y^il,;        in  ß:   yjAj,  ^3^1,  y^A^,  y^A,; 
in  y:   y^A^,  y^A^,  y^Aj,  yjA^;        in  @:    y^A^,  y,Aj,  yjAj,  y^A^. 

Die  ^  Gruppen  der  singülären  Ebenen  bilden  also  die  duale  Figur 
au  derjenigen  dreier  desmischer  Tetraeder:  desmisch  heissen  bekanntlich 
drei  Tetraeder,  wenn  zwei  (und  dann  je  zwei)  von  ihnen  in  4  Weisen 
so  perspectiv  liegen^  dass  die  4  Perspectivitätscentren  in  den  Ecken  des 
dritten  sich  befinden. 

Brennfläche  der  Normalencongruenz  ist  die  Fläche  der  Slrüm- 
mungs-Mittelpunkte.  *) 

Zu  drei  confocalen  Congruenzen  (2,  6)  zweiter  Art,  deren  singulare  874 
Punkte  drei  desmische  Tetraeder  selbst  bilden^  fuhrt  die  cubische  Fläche. 
Mit  ihnen  wollen  wir  uns  etwas  genauer  beschäftigen;  sie  wurden  von 
Gremona  in  seiner  Preisschrift  über  die  cubischen  Flächen  vom  Jahre 
1866 '^'^)  behandelt,  also  ungefähr  gleichzeitig  mit  Eummer's  und 
Plücker's  die  Liniengeometrie  begründenden  Schriften. 

Die  12  Doppelpunkte  der  3.4  weiteren  Geradenpaare^  welche  an  den 
3  Seilen  eines  Dreiseits  der  Fläche  F^  hängen,  sind  die  Ecken  von  drei 
desmischen  Tetraedern.  Das  ist  am  besten  mit  Hilfe  der  Bezeichnung 
der  27  Geraden  der  Fläche  zu  erkennen,  die  mit  einer  Doppelsechs: 

ÖTi  o,  ag  {74  ög  «6 
61  62  fcj  64  &ß  6e 

zusammenhängt;  jede  der  15  übrigen  Geraden  du  trifft  zwei  a  und 
zwei  bj  nämlich  a^,  Uk^  bi,  b^.  Es  sei  Qxb^c^^  das  betrachtete  Dreiseit; 
an  a^j  b^,  c^^  hängen  bezw.  die  weiteren  Paare: 


*)  Vergl.  Wälscb,  Wiener  Sitzungsberichte  Bd.  96  S.  649,  £d.  97  S.  683. 
**)  Journal  für  Mathematik  Bd.  68  8.  1  Kap.  IX;  Cremona,  Grundzäge  einer 
allgemeinen  Theorie  der  Oberflächen  (deutsch  von  Cnrtze,  Berlin  1870)  Tbeil  III 
Kap.  V. 
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«1 , h , 

h^9}    h^Uf    h^5f    *6^16  ^^J    «4<V4>    ^^7    ^^ 

^1 

^^If     ^^9    ^^4ßf    ^^4S 

mit  den  Doppelpunkten: 

A»    -^>    -^>    -^4  5       ^If    ^%9    ^1    ^4,\       ^7    C^t>    Q*    ^4- 

Es  laufen  dann: 

Ä,B,,  Ä^B^,  ^B„  A^B^  in  0^,     ^,JB„  A^B,,  A^B^,  ^B,  in  C„ 
AiB^,  A^B^f  ^z^if  -^4^a  ^^^  (^st      -^i^4>  -^t-^s;  A-^i  -^^i  ^  ^4 
zusammen;  denn  z.  B.  die  Dreiseite  frs^s^>  ^s^^i  l^t^ben  A^  B^^  C^ 
auf  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen,  ^4^^i  ^14^4^1  ebenso  A^j  Bf,  G^, 

^s^4^4>  ^»^4^  <^i®  -^9  ^i9  (^%y  ^-  8-  w- 

Bezeichnen  wir  nun  das  Dreiseit  einfacher  mit  dbc  und  seine 

Ecken  he^  ea,  ab  mit  Ay  B^  C. 

Die  erste  Polarfläche  (?  von  C  sehneidet  F\  ausser  in  a,  b,  noA 
in  einer  Baumcurve  4,  Ordnung  L  Art,  der  Berührungscurve  (^  des  von 
C  kommenden  Beruhrungskegels  der  F\  Sie  geht  ersichtlich  durch  die 
8  Doppelpunkte  At,  Bi.  Folglich  kommen  Ton  jedem  der  4  Punkte 
d  4  Doppelsecanten;  dies  bedeutet,  dass  diese  4  Punkte  Q  die  Spiteen 
der  4  durch  (^  gehenden  Kegd  2.  Grades  sind.  Die  beiden  Geraden  Ton 
f  durch  einen  dieser  Pankte  treffen  (^  zweimal  und  sind  Kanten  des 
Kegels.  Jede  Fläche  des  Büsdids  (d^)  schneidet  daher  die  F^  in  einem 
KegdschnittCj  dessen  Ebene  durch  c  geht. 

Eine  der  drei  Congrueneen,  mit  denen  mr  uns  beschäftigen  ufoUen^ 
entsteht  folgendermassen.  Jeder  Strahl  y  des  Bündels  C  hat  zwei  weitere 
Schnitte  T,  T'  mit  der  Fläche;  ihre  Tangentialebenen  i,  |'  schneiden  sith 
in  einem  die  Congruene  erzeugenden  Strahle  x.  Die  beiden  nach  y  gehen- 
den Ebenen  durch  a,  b  seien  a,  /),  die  in  ihnen  befindlichen  Kegel- 
schnitte der  Fläche  ft«,  ft^,  7)  7^  sind  deren  Begegnungspuukte,  und 
weil  die  £,  ^  sie  in  diesen  Punkten  berühren,  so  sind  die  Spuren  von 
o;  in  a,  ^  die  Pole  X«,  Xß  von  y  nach  diesen  Kegelschnitten  ftay  ^ß^ 
Also  können  wir  unsere  Congruene  auch  definiren  cds  Ort  der  Verbindungs- 
linien der  Pole,  in  Bezug  auf  zwei  Kegelschnitte  der  Fläche  in  Ebenen 
durch  a,b,  des  Schnittstrahls  dieser  Ebenen.  Daraus  erhellt  wiederum, 
dass  X  auch  Verbindungslinie  der  Spitzen  der  beiden  Kegel  3.  Grades  ist, 
welche  durch  ^a,  ^ß  gelegt  werden  können  und,  wie  bekannt,  die  F^  je 
noch  in  einem  dritten  Kegelschnitte  Ry  schneiden,  dessen  Ebene  y 
durch  c  geht,  x  ist  die  Polare  von  y^^aß  in  Bezug  auf  alle  Flachen 
2.  Grades  des  Büschels  (Sta^ß)  oder,  wie  wir  ihn  kürzer  bezeichnen 
wollen,  des  Büschels  [a/3]. 
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Die  Berflhrangscurve  des  Tangentialkegels  an  F^  aus  einem  be- 
liebigen Punkte  P  ist  6.  Ordnung:  p^  und  erhält  aus  jedem  Punkte 
6  Doppelsecanten.  Sie  schneidet  jede  von  den  27  Geraden  zweimal; 
also  gehören  zu  den  Ton  C  kommenden  Doppelsecanten  die  Geraden 
a,  b  und  zwar  doppelt.  Denn  die  Tangenten  Ton  p^  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  a,  b  fallen  beide  in  die  Ebene  Pa,  Pb]  folglich  sind  a,  b 
Erzeugende  der  abwickelbaren  Fläche  der  doppelten  Berührungsebenen 
der  GurTe  p^]  yon  jedem  Punkte  dieser  Fläche  kommen  (II ,  Nr.  297) 
zwei  in  die  Erzengende  vereinigte  Doppelsecanten  an  die  Curve.  Daher 
sendet  C  nur  noch  2  andere  Doppelsecanten  an  sie,  und  diese  beweisen, 
dass  durch  P  zwei  Schnittlinien  x  gehen.  Die  Cangruena  ist  2,  Ordr 
mmg. 

Die  oben  erwähnten  Pole  Xa,  Xß  befinden  sich  auf  der  ersten  875 
Polarfläche  G^  des  Punktes  0.  Der  zweite  Punkt,  in  dem  ein  Strahl 
y  durch  C  diese  Polarfläche  schneidet,  ist  dem  C  harmonisch  zugeord- 
net in  Bezug  auf  die  beiden  Schnitte  ftafi^  oder  T,  Y]  d.  h.  die  beiden 
Ton  a,  ß  aus  C^  ausgeschnittenen  Geraden  a,  V  sind  die  Polaren  von 
C  in  Bezug  auf  ft«;  ft/9>  und  demnach  liegt  der  Pol  Xa,  Xß  der  Ge- 
raden y^aßm  Bezug  auf  ft«,  &ß  auf  a\  b\ 

Durch  Xaj  Xß  entsteht  also  auf  C*  eine  eindeutige  Vencandtschaftf 
und  unsere  Cangruenz  ist  der  Ort  der  Verbindungslinien  entsprechender 
ISmJcte,    In  den  Punkten  van  c^  vereinigen  sieh  msammengehorige  Pele 

Xay    Xß, 

Die  Pole  Ton  a  in  Bezug  auf  die  verschiedenen  ft«  erfttUen  die 
cubische  Raumcurve  a\  in  der  die  ersten  Polarflächen  der  Punkte  von 
üj  ausser  in  a,  einander  durchschneiden.  Dieser  Curve  begegnet  die 
Ebene  eines  Büschels  (C,  rf)  von  Strahlen  y  dreimal;  daraus  folgt^  dass 
die  Pole  Xa  dieser  Strahlen  eine  Raumcurve  4.  Ordnung*)  erzeugen, 
welche  a  dreimal  schneidet.  Weil  sie  einer  ebenen  Scbnittcurve  C^ia 
viermal  begegnet,  entsteht  durch  die  Strahlen  y,  welche  die  Punkte 
dieser  Onrve  zu  Polen  X»  haben,  ein  Kegel  4.  Ordnung;  für  ihn  ist 
a  dreifache  und  b  einfache  E!ante.  Der  Kegel  4,  Ordnung,  welcher 
ebenso  zu  einer  von  Polen  Xß  durchlaufenen  Scbnittcurve  C*iß  gehört, 
hat  b  zur  drei-  und  a  zur  einfachen  Kante;  die  10  Kanten,  die  beiden 
Kegeln  sonst  noch  gemeinsam  sind,  lehren,  dass  10  mal  Xa  auf  jenem 
und  der  zugehörige  Xß  auf  diesem  Schnitte  liegt;  oder,  u^enn  der  eine 
van  den  beiden  Punkten  X«,  Xß  einen  ebenen  Schnitt  von  G*  durchläuft, 
so  beschreibt  der  andere  eine  Curve  10.  Ordnung  auf  dieser  Fläche. 


*)  VergL  A.  Brambilla,  Bendiconti  dell*  Accademia  di  Napoli  Mai  1S96. 
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Lassen  wir  tj  eine  Ebene  a  werden^  so  sondert  sich  yon  der  Gunre 
der  Pole  Xß  die  Gerade  a  ab,  da  sie  jeden  ihrer  Punkte  zum  Pole  in 
Bezag  auf  das  Geradenpaar  ac  hat;  es  bleibt  eine  Gurre  3.  Ordnung. 
Xa  durchläuft  die  in  der  Ebene  a  gelegene  Gerade  a.  Einer  Geraden 
a\  erfüllt  von  Polen  Xa,  entspricht  also  eine  Gar?e  3.  Ordnong  von 
Polen  Xß.  welche  den  a   (zu  denen  b  gehört)  zweimal  begegnet. 

Weil  jede  b'  mit  einer  a  einen  ebenen  Schnitt  bildet,  so  entspricht 
einer  Yon  Xa  erfüllten  Geraden  V  eine  Baomcurve  7.  Ordnung  yon 
Punkten  Xß.*) 

Wenn  a  ein  Geradenpaar  enthält,  so  ist  für  ein  y  von  (C,  a)  im 
allgemeinen  Pol  Xa  der  Doppelpunkt  Äi,  und  ihm  entsprechen  also 
alle  Punkte  der  cubischen  Raumcurve.  Für  den  Strahl  y  aber,  der 
durch  Ai  geht,  fällt,  da  er  in  diesem  Punkte  dann  die  Gurve  fi^  be- 
rührt, auch  Xß  nach  Äi.  Die  Gurve  3.  Ordnung  geht  also  durch  ^i, 
und  der  Kegel  2.  Grades,  der  sie  aus  Ai  projicirt,  gehört  zur  Gon- 
gruenz;  so  sind  die  Punkte  Ai  und  Bi  als  singulare  Kegel  2.  Grades  der 
Congruenss  erkannt 

Ein  ebener  Schnitt  G*ia  wird  von  der  entsprechenden  Gurre 
10.  Ordnung  erstens  in  den  4  sich  selbst  entsprechenden  Punkten  d^ia 
getroffen;  die  6  übrigen  Punkte  sind  Pole  Xß,  die,  ebenso  wie  die 
zugehörigen  Xa,  in  £«  liegen;  so  dass  wir  so  6  in  dieser  Ebene  ge- 
legene Gongruenzstrahlen  XaXß  habeu;  die  Congruenß  ist  6.  Klasse, 
und  die  schon  gefundenen  8  singulären  Punkte  2.  Grades  Ai,  Bi  zeigen, 
dass  sie  von  der  zweiten  Art  ist.  Als  die  4  Übrigen  singulären  Punkte 
(4.  Grades)  ergeben  sich  die  4  Doppelpunkte  Ct.  Für  jeden  von  ihnen 
ist  nämlich  die  Gegenseite  des  Dreiseits,  zu  dem  er  gehört^  die  c,  und 
C  also  Doppelpunkt  eines  an  derselben  hängenden  Geradenpaars;  das 
hat  zur  Folge,  dass  C  Spitze  eines  der  Kegel  2.  Grades  ist,  welche 
durch  die  zu  Q  gehörige  Berührungscurve  gehen;  aus  C  kommen  also 
an  diese  Gurve  oo^  Doppelsecanten,  und  durch  d  gehen  daher  cx>' 
Strahlen  der  Gongruenz. 

Es  ist  leicht,  die  beiden  Begelschaar-Beihen  in  der  Congruensf  zu 
ermitteln.  In  der  abwickelbaren  Fläche  4.  Klasse,  welche  der  F^  längs 
eines  Sta  umgeschrieben  ist  und  a  zur  doppelten  Ebene  hat,   bringen 


*)  Projicirt  man  die  Xa,  Xß  aus  zwei  Paukten  0,  0'  von  C  auf  die  Ebenen 
2^,  Z\  80  ergiebt  sich  ein  interessantes  Beispiel  der  Cremon  ansehen  Verwandt- 
scbaft  10.  Grades,  die  in  Cremona^s  Reihenfolge  die  zweite  ist  und  in  jeder 
Ebene  einen  siebenfachen,  5  dreifache  und  5  einfache  Hauptpunkte  hat.  In  £  ist 
der  siebenfache  die  Spur  der  durch  0  gehenden  Geraden  h' ;  die  Spar  der  Geraden 
a  durch  0  und  die  Projectionen  der  Äi  sind  die  dreifachen.  Einfache  Haupt- 
punkte sind  die  Projectionen  des  Xa,  der  dem  in  0'  liegenden  Xß  entspricht, 
und  der  yier  Xa,  welche  zu  den  Strahlen  CBi  gehören. 
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die  Ebenen^  welche  in  den  Schnitten  eines  Strahls  von  (C>  a)  mit  fta 
tangiren,  eine  Involution  hervor.  Die  Doppelebenen  dieser  Involution 
kommen  von  den  Strahlen  des  Büschels  (C>  a)  her,  welche  &a  tangi- 
ren;  die  beiden  in  cc  vereinigten  Ebenen  bilden^  da  durch  ihre  Be- 
rührungspunkte ein  Strahl  von  (C,  a)  geht,  auch  ein  Paar.  Die  Schnitt- 
linie eines  Paars  dieser  Involution  bestimmt  eine  dem  Torsus  einge- 
schriebene Fläche  2.  Grades.  Die  Regelschaar  derselben,  welcher  sie 
angehört;  ruft  wiederum  im  Torsus  eine  Involution  hervor,  welche  mit 
der  unserigen  dieses  Paar  und  das  der  Doppelebene  gemein  hat  und 
demnach  mit  ihr  identisch  ist. 

Also  wird  die  Regelschaar  durch  die  Schnittlinien  gepaarter  Ebenen 
der  Involution  gebildet  und  gehört  der  Gongruenz  an. 

Jede  Ebene  a,  ß  liefert  so  eine  in  der  Gongruenz  enthaltene 
Regelschaar;  enthält  sie  ein  Geradenpaar,  so  wird  dieselbe  ein  Kegel 
mit  der  Spitze  im  Doppelpunkt,  da  ja  die  beiden  Tangentialebenen 
immer  durch  die  eine  und  die  andere  Gerade  gehen. 

Confocäl  sind  die  3  zu  den  Punkten  A,  B,  C  gehörigen  Gongruemen. 

Unsere  Gongruenz  wurde  schon  von  Gremona  als  Ort  der  Schnitt-  876 
linien  entsprechender  Berilhrungsebenen  zweier  collinearer  Flächen  2.  Gra- 
des erkannt   (II,  Nr.  463).     Ich   werde  mich  im  Folgenden  im  allge- 
meinen seiner  Darstellung  anschliessen. 

Wir  halten  die  Ebene  y  durch  c  fest.  Für  jede  a  durch  a  bekom- 
men wir  dann  eine  Polare  üy  des  Strahls  ay  im  Bezug  auf  den  Büschel 
[ay],  und  ebenso  für  jede  ß  durch  6  eine  Polare  Jy  von  ßy  in  Bezug 
auf  \ßy].  Beide  liegen  in  der  Polarebene  des  Punktes  aßy  in  Bezug 
auf  die  Fläche  [aßyl^  welche  durch  ^aj  ^^y  ^/  geht,  und  schneiden 
sich  im  Pole  von  y  nach  dieser  Fläche.  Folglich  erzeugen  die  Polaren 
üy  und  by  zwei  verbundene  Regeischaaren;  die  gemeinsame  Trägerfläche 
Hy  wird  so  der  Ebene  y  zugeordnet  Sie  wird  durch  die  Polarebenen  der 
Punkte  aßy  je  in  Bezug  auf  die  zugehörige  Fläche  [aßy]  umhüllt  und 
durch  die  Pole  von  y  für  diese  Flächen  erzeugt 

Weil  die  ay,  ßy  durch  die  Punkte  JB,  A  des  Dreiseits  abc  gehen, 
so  gehören  die  Regeischaaren  der  ay,  by  zu  denjenigen  unserer  drei 
Gongruenzen,  welche  den  Punkten  B,  A  zugeordnet  sind,  und  bilden 
je  die  einen  Reihen  in  ihnen,  wenn  y  geändert  wird. 

In  der  zu  C  gehörigen  Gongruenz  befinden  sich  die  Regeischaaren 
der  ba  auf  den  Ha  und  der  aß  auf  den  Hß, 

Auf  ayj  bezw.  by  liegen  die  Spitzen  der  beiden  Kegel  aus  dem 
Büschel  \ay],  bezw.  [ßy]  und  kommen  damit  auf  die  Fläche  Hy. 

Die  Polaren  a\  b'  von  C  in  Bezug  auf  ^ay  &ß   liegen   auf  der 
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ersten  Polarfläche  C*  Ton  C]  sie  schneiden  sich  auf  aß^  und  ihre  Ebene, 
eine  Tangentialebene  von  C^,  ist  Polarebene  von  C  nach  dem  Büschel 
[aß].  Die  Pölarehenen  von  C  nach  den  verschiedenen  Bäschdn  [aß] 
umhiiUen  also  die  erste  Polarfläche  C^  von  C.  In  jedem  dieser  Büschel 
geht  eine  Fläche  durch  den  festen  Kegelschnitt  fiy  in  y.  Sonach  ist 
O*  auch  Enveloppe  der  Polard>enen  von  G  in  Bezug  auf  die  Flächen 
[ccßy]y  sie  ist  unabhängig  von  y  und  bleibt  fest,  wenn  y  sich  ändert; 
fallt  diese  Ebene  in  die  Ebene  ^  des  Dreiseits  abe^  so  kommt  aßy 
nach  C  und  diejenige  Hy,  die  der  Lage  vou  y  in  jd  entspricht,  ist  die 
Polarfläche  CK 

Kehren  wir  aber  wiederum  zu  einer  beliebigen  festen  Ebene  y 
zurück. 

Die  Polare  von  aß  in  Bezug  auf  den  Büschd  [aß],  ein  Strahl  der 
zu  C  gehörigen  Congruenz,  ist  die  Schnittlinie  der  Polard)ene  von  C  m 
Bezug  auf  diesen  Biischel  und  der  Polarebene  des  Punktes  aßy  in  Bezug 
auf  die  Fläche  [aßy].  Jene  Polarebene  berührt  C\  diese  fly,  und  sie 
bewegen  sich  coUinear  um  diese  Flächen,  wenn  aß  den  Bündel  C  durch- 
läuft In  der  That,  wenn  die  erstere  Ebene  einen  Tangentialkegel  von 
C  beschreibt,  so  durchläuft  der  stets  auf  aß  gelegene  Berührungs- 
punkt einen  Kegelschnitt  auf  C^,  der  a,  b  trifft,  weil  diese  auf  C 
liegen;  seine  Projection  aus  C  auf  y  ist  je  der  Punkt  aßy,  welcher 
demnach  einen  durch  B,  A  gehenden  Kegelschnitt  erzeugt;  die  Strahlen 
ay,  ßy  bewegen  sich  daher  projectiv  um  diese  Punkte,  folglich  durch- 
laufen auch  die  Polaren  Oy,  by  die  beiden  Regeischaaren  von  Hy  pro- 
jectiv, und  die  Verbindungsebene,  die  Polarebene  von  aßy  nach  [aßy], 
umhüllt  einen  Kegel  2.  Grades;  womit  die  CoUineation  bewiesen  und 
unsere  Congruenz  von  neuem  als  (2,  6)  zweiter  Art  erkanrU  ist 

Wir  können  die  Congruenz  aus  jeder  Ebene  y  durch  c  und  ihrer 
Fläche  Hy  ableiten;  wenn  nun  y  die  Ebene  eines  der  Geradenpaare 
ist,  etwa  mit  dem  Doppelpunkte  C^  so  sind  alle  Flächen  [aßy]  Kegel 
2.  Grades,  die  ay  und  by  gehen  stets  durch  0^;  die  beiden  Regeischaaren 
vereinigen  sich.  Hy  wird  ein  Kegel  mit  der  Spitze  in  (7|.  Die  Polar- 
ebenen der  Punkte  aßy  in  Bezug  auf  die  Flächen  [aßy]  gehen  alle 
durch  Ci]  aber  wenn  sich  ay,  ßy  projectiv  um  B,  A  bewegen,  so 
durchlaufen  Oy,  by  projectiv  die  Kantenschaar  des  Kegels;  ihre  Yer- 
bindungsebene  umhüllt  einen  Kegel  2.  Grades  aus  C^.  Jedem  Tan- 
gentialkegel von  C*  entspricht  ein  Kegel  aus  C^  projectiv,  und  kommt 
jener  selbst  aus  Oj,  so  liefern  beide  concentrischen  Kegel  durch  die 
Schnittlinien  entsprechender  Berührungsebenen  einen  Eegd  4.  Ordnung, 
den  singulären  Kegel  aus  C^  für  unsere  Congruenz, 
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Durch  die  Spitee  P  eines  Kegels  aus  dem  System  der  Flächen  [aßy]  877 
gehen  2  vereinigte  Strahlen  einer  jeden  der  3  Congruenssen.  Für  die  zu  C 
gehörige  bedeutet  das,  dass  von  C  zwei  in  aß  vereinigte  Doppelsecanten 
an  die  Berührungscurye  des  Tangentialkegels  von  F^  aus  P  kommen: 
die  Tangenten  dieser  Curve  in  den  Punkten  Yy  Y  von  a/3,  in  denen 
sich  die  beiden  Kegelschnitte  ^a,  ^ß  schneiden  und  deren  Tangential- 
ebenen 1^  I'  (an  F^)  den  Kegel  berühren  und  also  durch  P  gehen, 
fallen  in  eine  Ebene.  Die  ersten  Polarflächen  von  P  nach  JP  und 
nach  dem  Tripel  der  3  Ebenen  aßy^  in  denen  die  3  auf  dem  Kegel 
gelegenen  Kegelschnitte  sich  befinden,  haben  dieselbe  Schnittcurve  mit 
dem  Kegel;  die  Tangente  an  dieselbe  in  Y  ist  der  vierte  harmonische 
Strahl  ^  zu  PF  in  Bezug  auf  die  von  |  aus  a,  ß  ausgeschnittenen 
Geraden,  denn  so  ergiebt  sie  sich  bei  der  Polarfläche  in  Bezug  auf 
(a/}^);  da  sie  auch  F^  tangirt,  so  ist  sie  Tangente  der  oben  genannten 
BerOhrungscurve,  und  infolge  dieser  ihrer  Construction  liegt  sie  mit 
der  Tangente  \)   von  Y  in  derselben  Ebene  durch  aß. 

Durch  die  Berührungscurve  c^  des  Tangentialkegels  aus  C  geht  eine 
Fläche  8y  2.  Grades^  welche  den  &y  in  der  festen  Ebene  y  enthält  In 
Befsug  auf  sie  ist  y  Polarebene  von  C,  Dazu  construiren  wir  für  den 
Büschel  ((^)  die  Pampolare  von  C,  d.  h.  die  cnbische  Fläche  der  Kegel- 
schnitte, in  denen  die  Flächen  von  ((^)  von  ihren  zu  C  gehörigen  Polar- 
ebenen geschnitten  oder  von  ihren  aus  C  kommenden  Tangentialkegeln 
berührt  werden*),  oder  die  Fläche  der  Punktepaare  auf  den  Strahlen 
durch  (7,  welche  in  Bezug  auf  alle  Flächen  von  (e*)  conjugirt  sind. 
Diese  Definition  lehrt,  dass  die  Pampolare  den  Kegel  C&'  längs  (^ 
tangirt;  dasselbe  thut  auch  F^.  Zum  Büschel  (if)  gehört  auch  C, 
welche  von  ihrer  Polarebene  in  a,  b  geschnitten  wird;  also  haben  F^ 
und  die  Pampolare  ausser  jener  Berührungscurve  noch  a,  b  gemein, 
sie  sind  identisch:  jeder  Kegelschnitt  von  F^  in  einer  Ebene  durch  c 
liegt  in  der  Polarebene  von  G  nach  der  Fläche  des  Büschels,  die  ihn 
enthält 

Betrachten  wir  nun  wiederum  einen  Büschel  [ay],  wo  y  unsere 
feste  Ebene  ist.  Seine  Pampolare  für  C  enthält,  weil  C  in  der  Ebene 
a  des  einen  Basis- Kegelschnitts  liegt^  diese  Ebene  ganz;  es  bleibt  als 
eigentliche  Pampolare  eine  Fläche  2.  Grades,  welche  längs  fty  den 
Kegel  Oity  berührt.  Jede  Fläche  des  Büschels  enthält  noch  einen  Stß\ 
die  Berührungspunkte  der  Tangenten  aus  C  an  ihn  liegen  auf  dieser 
Pampolare  3.  Grades,  also  thut  es  die  ganze  c^,  die  bei  den  verschie- 


*)  Vergl.  meine  Synthetischen  ünterBUchungen  über  die  Fl&chen  8.  Ordnung 
Nr.  9. 


i 
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denen  ^ß  durch  diese  Berührongspunkte  entsteht.  Folglich  ist  die 
Pampolare  mit  Sy  identisch,  da  sie  mit  ihr  €^  und  fty  gemeinsam  hat. 

Sy  ist  also  Fampolare  von  C  in  Beäug  auf  alle  Büschel  [ay]^  [ßy\$ 
die  fswr  festen  Ebene  y  gehören.  Folglich  befinden  sich  auf  ihr  die  Spitsen 
edler  Kegel  aus  diesen  Büscheln,  denn  darch  diese  gehen  die  betreffenden 
Polarebenen;  und  sie  sind  die  Schnitte  mit  Polaren  ay,  by,  welche  die 
eine  oder  andere  Begelschaar  Yon  Hy  erfüllen;  also  bilden  sie  die 
Schnittcurve  von  Sy  mit  Hy. 

Verändern  wir  y^  so  erzengen  die  8y  einen  Büschel,  die  Hy  hin- 
gegen bilden  ein  System  von  Flächen  2.  Grades,  von  dem  durch  jeden 
Punkt  2  gehen;  denn  die  einen  und  andern  Begelschaaren  dieser 
Flächen  erzeugen  ja  die  za  B,  bezw.  A  gehörige  von  unsern  drei  con- 
focalen  Congruenzen. 

Infolge  dessen  entsteht  auf  einer  Geraden  eine  Correspondenz  [4,  2], 
in  der  die  Schnitte  mit  correspondirenden  Flächen  Sy  und  Hy  ent- 
sprechend sind. 

Von  den  6  Coincidenzen  sind  zwei  die  Schnitte  mit  C^,  in  der  ja, 
wenn  y  nach  ^  fällt,  sich  Sy  und  Hy  vereinigen.  Die  4  übrigen  be- 
weisen, dass  die  Kegelspitssen  in  dem  Systeme  der  Flächen  2,  Orades, 
wdche  durch  3  Kegeischnitte  van  F^  in  Ebenen  durch  a,  5,  c  gehen,  eine 
Fläche  4.  Ordnung*)  ergeugen:  die  gemeinsame  Brennfläche  der  drei  Con- 
gruen$en. 

878  Eine  Erzeugung  der  Congruenjs  (2,  5)  hat   del  Re"*^)  angegeben. 

Man  beisiehe  einen  Ebenenbündel  0  collinear  auf  das  StrahJenfeld  einer 
Tangentialebene  t^  einer  Fläche  2.  Grades  F*  und  schneide  jede  Ebene 
von  0  mit  der  (jnceüen)  Berührungsebene  von  F*  aus  dem  entsiprechenden 
Strahle  von  t^;  durch  diese  Schnittlinien  entsteht  die  Congruenn. 

Dem  Berübmngskegel  aus  einem  Punkte  P  an  jP^  entspricht  in 
0  ein  Kegel  2.  Grades;  dessen  durch  P  gehende  Tangentialebenen 
liefern  die  beiden  Strahlen  der  Congruenz  aus  diesem  Punkte.  In  einer 
Ebene  %  entstehen  durch  entsprechende  Ebenen  von  0  und  F^  zwei 
Strahlenfelder  von  solcher  Verwandtschaft,  dass  jedem  Strahle  des 
ersten  ein  Strahl  im  zweiten,  jedem  des  zweiten  2  Strahlen  im  ersten 
correspondiren  und  wenn  der  eine  Strahl  einen  Büschel  beschreibt,  der 


*)  Anch  dieser  Beweis  der  4.  Ordnung  der  Kegel spitzen-Fl&che  ist,  mit  Au8> 
nähme  des  Schlaases,  von  Cremona  gegeben  worden.  Ausserdem  sind  oock  zo 
diesen  drei  confocalen  Congruensen  zn  erwähnen:  Schar,  Journal  f.  Mathematik 
Bd.  96  S.  207,  W.  Stahl,  ebenda  Bd.  101  S.  7S,  Hambert,  Journal  de  Math^- 
matiqnes  Ser.  lY  Bd.  7  S.  891. 

**)  Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo  Bd.  I  8.  279. 
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entsprechende;  bezw.  die  entsprechenden  einen  Kegelschnitt  umhüllen. 
Dies  ftthrt  nach  dem  Correspondenz-Princip  der  Ebene  (I,  Nr.  32)  zu 
5  Coincidenzen,  den  Strahlen  der  Gongraenz  in  %, 

Der  Scheitel  0  des  Bündels  ist  der  singulare  Punkt  4.  Orades; 
ferner,  3  Punkte  von  Xq  liegen  in  ihren  entsprechenden  Strählen  von  0; 
sie  sind  die  singulären  Punkte  3.  Grades.  Dem  Tangentenbüschel  von 
F^  in  Xq  entspricht  in  0  ein  EbenenbQschel,  welcher  in  x^  einen  0ur 
Congruen»  gehörigen  Strahlenbüschel  einschneidet.  Die  Geraden  g^^  l^ 
von  JP'  in  x^  mögen  den  Ebenen  ^^^  ^o  ^^^  ^  entsprechen;  die  Ebenen- 
büschel um  jene  schneiden  in  diese  die  beiden  weiteren  Strahlenbüschel 
der  Congruem  ein.  Jedem  Strahle  x  von  (0,  y^  entspricht  ein  Punkt 
von  g^  und  die  durch  ihn  gehende  Gerade  l  der  andern  Schaar  von 
F^\  Xy  l  bewegen  sich  projectiv  und  treffen  sich  dreimal.  So  kommen 
wir  zu  3  in  y^  gelegenen  Punkten^  von  denen  ein  Kegel  2,  Grades  an  die 
CongruenB  kommt,  und  ebenso  enthält  Xq  3  singulare  Punkte  2.  Grades. 

Eine  Gongruene  (7,  2)  bilden  die  Axen  der  Paraboloide,  welche  ein  879 
gegebenes  Polartetraeder  11  haben.*)     Diese  Paraboloide  ^'  bilden  eine 
Schaarschaar,   deren  Grugdebenen   die   unendlich  ferne  Ebene  S  und 
die  7  Ebenen  sind,   welche  von  @  harmonisch  getrennt  werden  durch 
Ecke  and  Gegenebene  oder  durch  zwei  Gegenkanten  von  77. 

Die  Axe  eines  der  $^  ist  die  Polare,  nach  ihm,  der  Geraden, 
welche,  in  Bezug  auf  die  absolute  Curve  ^,  zu  dem  unencflich  fernen 
Berührungspunkte  der  Fläche  polar  ist. 

Wir  begnügen  uns  mit  dem  Nachweise  der  Klasse  und  Ordnung 
und  einigen  Bemerkungen  über  die  singulären  Ebenen. 

Es  sei  X  eine  beliebige  Ebene;  die  $',  welche  @  in  den  Punkten 
von  ®7e  tangiren,  bilden  eine  Schaar,  die  Pole  von  sr  in  Bezug  auf 
sie  eine  in  1$  gelegene  Punktreihe,  die  zur  Reihe  der  Berührungspunkte 
auf  (Sor  projectiv  ist  und  daher  auch  zum  Strahlenbüschel  der  Polaren 
derselben  in  Bezug  auf  ^;  folglich  geht  zweimal  einer  von  diesen 
Strahlen  durch  den  entsprechenden  Pol  von  ar,  und  seine  Polare  nach 
dem  betreffenden  $'  fällt  in  x. 

Die  Polaren  einer  Geraden  £  in  (£  in  Bezug  auf  die  ^'  bilden 
eine  Oongruenz  3.  Ordnung;  denn  die  Polarebenen  eines  Punktes  P 
umhüllen  eine  Fläche  3.  Klasse;  also  gehen  3  durch  i  und  demnach 
3  Polaren  von  j  dufch  P.  Es  seien  j'  die  Polaren,  in  Bezug  auf  Ä*, 
der  Berührungspunkte  3E,  mit  @,  der  betreffenden  $^;  so  sind  jeder  j^ 
3  Gerade  j^'  zugeordnet,  während  jeder  ^\  wenn  X  zu  ihr  nach  ^^  polar 


^)  Meister-Rasche,  Zeitschrift  f.  Mathematik  und  Physik  Jg.  84  S.  84. 

Sturm,  Lüdengeometrie.    HI.  33 
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ist,  die  Polare  £  von  PX  in  Bezug  auf  das  in  X  berührende  $^  ent- 
spricht. Beschreibt  i^  einen  Büschel,  so  durchläuft  X  eine  Punktreihe^ 
$^  eine  Schaar,  die  Polarebene  von  P  einen  Torsus  3.  Klasse  und  ihr 
Schnitt  %  mit  @  eine  Curve  3.  Klasse ,  welche  also  in  der  Verwandt- 
schaft zwischen  j:  und  i  dem  Strahlenbüschel  yon  j:'  entspricht.  Das 
Correspondenz-Princip  lehrt,  dass  es  14-3-t-3='7  Goincidenzen  giebt, 
und  die  entsprechenden  Geraden  P3£  sind  die  durch  P  gehenden  Axen« 

Die  Ebene  @  ist  die  singulare  Ebene  6.  Grades,  und  die  Cur?e 
6.  Klasse  ist  der  Ort  der  Tangenten  der  in  den  verschiedenen  Punkten 
von  ß^  tangirenden  ^\  welche  je  der  Tangente  von  &^  polar  sind, 
oder  der  Strahlen,  welche  den  Tangenten  von  ft^  je  gepaart  sind  in  den 
Involutionen,  die  um  die  verschiedenen  Punkte  von  ^  durch  die  Strah- 
len nach  den  Gegenecken  des  Polvierseits  i7(£  bestimmt  werden.  Auf 
ft'  entsteht  eine  Gorrespondenz  [5,  1]  von  Punkten  X,  H'y  derartig, 
dass,  wenn  O  ein  fester  Punkt  in  (S  ist,  XD,  3EX^  in  der  Involution 
um  m  gepaart  oder  harmonisch  sind  in  Bezug  auf  das  Geradenpaar, 
in  dem  (E  von  dem  in  3E  berührenden  $^  geschnitten  wird;  5  ergiebt 
sich  daraus,  dass  die  Hesse'sche  Curve  3.  Ordnung  der  Berührungs- 
punkte der  ^^,  in  Bezug  auf  welche  X'  und  O  conjugirt  sind,  U^  ausser 
in  H'  noch  fünfmal  schneidet.  Die  6  Goincidenzen  dieser  Gorrespon- 
denz liefern  die  durch  O  gehenden  Tangenten  der  Gurve  6.  Klasse. 

Zu  dm  10  singtMren  Ebenen  3.  (Grades  gehören  die  4  Ebenen  von 
77,  in  denen  je  die  Axen  van  oo^  gur  Schaarschaar  gehörigen  Parabeln 
liegen. 

Die  6  übrigen  singulären  Ebenen  3.  Grades  sind  nicht  so  un- 
mittelbar ersichtlich. 

Analog  sind  bei  der  CcngruenSj  ebenfalls  (7,  2),  iveJche  durch  die 
Axen  der  durch  4  gegebene  Punkte  gehenden  Botationsparaboloide  gAüdet 
unrd*),  die  singulare  Ebene  6.  Grades,  die  @  wie  hier,  und  6  von  den 
10  singulären  Ebenen  3.  Grades  leicht  zu  finden,  während  die  4  übrigen 
weniger  einfach  zu  ermitteln  sind. 


Am  Schlüsse  von  Nr.  854  wird  man  den  Fall  vermissen,  dass  Fj^ 
ein  Kegel  io  beliebiger  Lage  zum  Punktepaar  K/E^  ist;  es  ergiebt 
sich  da  ein  schon  behandelter  Fall,  nämlich  [(211)11]  mit  zwei  sich 
schneidenden  Büscheln  von  Doppelstrahlen  und  einer  Reihe  von  Strah- 
lennetzen durch  dies  Büschelpaar.    Während  früher  (Nr.  841)  das  Ge- 

*)  J.  B.  Eck,  Ueber  die  Vertheilnng  der  Axen  der  RotatioDsfl&chen  2.  QradeB, 
welche  durch  gegebene  Punkte  gehen,  (Dissertation  von  Münster  1890)  S.  S9;  vergl. 
anch  II,  Nr.  459. 
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büsche  G  durch  einen  Strahl  des  einen  und  einen  des  andern  Doppel- 
büschels gelegt  wurde,  können  wir  es  (Nr.  846)  auch  durch  den  einen 
Doppelbüschel  legen;  die  Spitze  des  Kegels  Fj^  giebt  dann  den  andern. 
Die  Mannigfaltigkeit  5  des. Grundbüschels  von  G  und  die  Mannigfaltig- 
keit 8  des  Kegels  2.  Grades  in  S^  giebt  die  Mannigfaltigkeit  13  dieser 
Art     An  sie  schliessen  sich  dann  [(221)1]  und  [(321)]  an. 

In  Nr.  836,  837  ist  vergessen  zu  erwähnen,  dass  die  vier  dort 
behandelten  Arten  durch  Montesano's  Abbildung  sich  ergeben,  wenn 
der  Kegel  J\^  die  (allgemeine)  Grundfläche  K^^  so  schneidet,  dass  die 
Schnittcurve  einen  Doppelpunkt,  einen  Rückkehrpunkt  besitzt,  in  zwei 
Kegelschnitte  mit  getrennten,  bezw.  vereinigten  Schnitten  zerfällt. 
Uebrigens  ergeben  sich  alle  Arten  mit  einer  doppelten  Begelschaar 
ebenso  gut  bei  einem  Grund-Kegelschnitte  (Nr.  824)  als  bei  einer  all- 
gemeinen Grundfläche;  denn  man  kann  das  Gebüsche  G,  statt  durch 
2  getrennte  Geraden  jener  Regelschaar,  auch  durch  2  unendlich  nahe 
legen.  Bei  [(111)(11)1]  kann  man  diese  Grundgeraden  auch  in  die 
beiden  isolirten  Doppelstrahlen  legen:  JF\'  und  die  Grundfläche  K^^ 
beide  allgemein,  berühren  sich  dann  längs  eines  Kegelschnitts;  wird 
derselbe  ein  Geradenpaar,  so  erhält  man  [(211)(11)]  (Nr.  841). 
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Verzeichniss  von  Benennungen. 


r',  C,  Q*^  bedeutet:  Gomplex  2.  Grades,  Coograens  2.  Grades,  Regelflftche  4.  Grades 
I.  Art,  S^\  S^\  S^*  quadratisches  System  2.,  8.,  4.  Stufe  von  Gewinden.  Die  Zahl 

giebt  die  Seite  an. 


AsBOCÜrte  Strahlen  in  einem  T':  262. 
Aeussere  Punkte,  Ebenen  eines  F':  310. 
Ausserordentlicher    Doppelstrahl    einer 
C«:  160. 

Basis  eines  Bflschels  B(r'):  148. 

Basis  eines  Büschels  6(0*):  202,  802. 

Basis  eines  Büschels  B(^^):  205. 

Basis  einer  Polarcorrelation  von  Ge- 
winden: 207. 

Battaglini'scher  Gomplex:  348. 

Bündel  von  Gewinden  und  Strahlen- 
netsen:  182. 

Bündel  von  Regeischaaren  und  Strahlen- 
netiBen:  196. 

Bündel-Feld:  465. 

Bündel  von  Strahlengebüschen:  214. 

Büschel  B  (F«):  220. 

Büschel  B  (C):  202. 

Büschel  B  (9«):  205. 

Büschel  von  Regeischaaren:  195. 

Büschel  von  Strahlennetzen:  191. 

Caporali*8  Abbildung  eines  F':  272. 
Gentral-Parallelopiped:  98. 
Gomplezflftche:  8. 
Gonjugirte  Durchmesser  und  Gylinder- 

axen:  96,  97. 
Gonjugirte  Gewinde  und  Systeme  von 

Gewinden:  208. 
Gonisch  berührend:  462. 
Gonsingul&re  F*:  84. 
Gonsingul&re  C:  177. 
Gonsingul&re  9^:  122. 
Gonsinguläre  Gorrespondenzen  [2,2]:  861. 
Guspidalaxe  eines  Guspidalpunktes:  5. 
Guspidalgerade:  12. 
Guspidaler  Doppelstrahl:  167. 
GorrespondeuBen  [2]p,  [2]^,  [2,  2]^:  1. 

Gorrespondenzen  [2]J,  [2]^,  [2,2]**:  366. 


Gorrespondenz  [2,2]^:  362. 
Gyklische  Gorrespondenzen:  70. 
Gylinderaxen  von  F*:  97. 

Doppelgebüsche  £^  ^  von  Regeischaaren: 
143. 

Doppelgewinde  in  einer  Reihe  consin- 
gulärer  F':  38. 

Doppelgewinde  eines  Systems  von  Ge- 
winden: 218. 

Doppel-Involution:  70. 

Doppelstrahl  eines  F':  355. 

Doppelstrahl  mit  lauter  stationären  Ebe- 
nen, Punkten:  437. 

Dupel  (von  Strahlen),  Dnpelgebüsohe, 
Dupelsysteme  2^  eines  F':  184,  186. 

Dupel,  Dupelbündel,  Dupelsysteme  6, 
einer  C:  200,  201. 

Dupel  von  Strahlenbüscheln:  131. 

Dupel  von  Gewinden  s.  Polardupel. 

Elliptische  Dupel  (Polardupel):  288. 
Elliptische  5,*,  Äg»,  S^^i  289. 
Elliptische  F':  298. 
EUiptisch-hyperbolische  S^'^i  289. 
Elliptisch-hyperbolische  F*:  298. 

Feld  von  Regeischaaren  eines  F':  138. 
Feld  von  Strahlengebüschen:  214. 
Focalquateme:  119. 
Focal-Regelfläche :  178. 
Fundamental-Gewinde  eines  F*:  88. 
Fundamental-Gewinde  einer  C*:  181. 
Fundamental-Gewinde  einer  q*i  254. 
Fundamental-Gewinde  eines  Quadrupels 

von  Strahlen  einer  Regelschaar:  266. 
Fundamental- Strahlennetze  einer  C^:  59. 
Fundamental-Regelschaaren    einer    ff* : 

113. 


YerzeichoisB  von  BenennuDgen. 
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Fandamentaler  Büschel  eiBOs  r':   890. 
Fandamentales  Netz  eines  r':  464. 

Gattungen  I,  . . .  VllI  von  r«:  298—300. 
Gattungen  Illa,  lUb,  Va,  Vb,  Via,  VIb: 

823—827. 
Gebüsche  von  Begelschaaren  eines  r': 

187. 
Glieder  einer  Kette:  183. 
Grad  einer  Reihe  consingolärer  F*:  34. 
Grad  eines  Systems  von  Gewinden:  206. 
Grundfläche  K^*  der  Montes an o 'sehen 

Abbildung:  396. 

Harmonischer  Complex:  828. 
Harmonische  Gurve:  829. 
Hauptfläche:  168. 
Hauptcurye,Hauptstrahlen,Hauptbüschel 

bei  Abbildungen:  267,  272,  274. 
Hauptsystem  H^^i  147. 
Hirst* scher  Complex:  480. 
Hyperbolische  Dupel  (Polardupel) :  283. 
Hyperbolische  5,«,  S,,\  8^*:  289. 
Hyperbolische  F*:  298. 


Nebencompleze:  224. 

Painvin'scher  Complex:  861. 
Pampolare  eines  Punktes  in  Bezug  auf 

einen    Büschel    von    Kegelschnitten, 

Flachen  2.  Grades:  118,  611. 
Polare  eines  Strahls,  Polar- Strahlennetz, 

Polargewinde  in  Bezug  auf  einen  F':  2. 
Polare,  Polar-Begelschaar,  Polar-Strah- 

lennetze  in  Bezug  auf  eine  C:  102. 
Polarebene  eines  Punktes  in  Bezug  auf 

r*:  88. 
Polarpunkt  einer  Ebene  in  Bezug  auf 

r«:  92. 
Polarcorrelation   (Polarsystem)  im   Ge- 

winderaume:  207. 
Polargewebe,  Polargebüsche,  Polametz, 

Polarbüschel:  207,  208. 
Polar  -  Sextupel    (Polar  -  Seohsgewinde) : 

209. 
Polardupel,  Polartripel,  Polarquadrupel, 

Polarquintupel:  288—286. 
Polar-Begelschaar  eines  Punktes,  einer 

Ebene  in  Bezug  auf  ein  S^^:  234. 


Innere  Punkte,  Ebenen  eines  F*:  810. 

Invarianten  eines  F*:  89. 

Involution  zwischen  Strahlennetzen,  Re- 

gelschaaren,  Dupeln:  68,  69. 
Involution  auf  einer  q*:  106. 
Involutionslage  von  zwei  Dupeln  eines 

r":  186. 
Involutionssystem  von  J":  87. 
Involutorische  Complexe:  36. 
Isolirte  Fundamental-Gewinde :  422. 

Kette  von  Dupeln:  184,  201. 

Kette  von  Gewindenetzen:  148. 

Kette  von  Regeischaaren:  138. 

Kern  einer  Polarcorrelation  von  Gewin- 
den: 207. 

Kemcomplex  einer  räumlichen  Corre- 
lation:  420. 

Linear  berührend:  462. 

Mittelpunkt  eines  F':  100. 
Montesano's  Abbildung:  896. 


»eell-imaginäre  S^*,  iSg«,  S^*:  289. 
Reell-imagin&re  F':  298. 
Reihe  von  Regeischaaren  in  einem  F' 
oder  einer  C*:  183,  186. 

Singulare  Berührongscurve  einer  C*:  108. 

Singulare  Fläche,  singulärer  Punkt,  sin- 
gulare Ebene  eines  F':  14,  16. 

Singulärer  Strahl  eines  F*:  16. 

Singulärer  Strahl  2.,  8.  Ordnung:  49,  62. 

Singulärer  Strahl  einer  O:  68. 

Singuläres  Strahlennetz:  68. 

Speoialisirte  8^*  (einfach,  zweifach,  drei- 
fach): 408,  468. 

Stationäre  Punkte,  Ebenen  eines  F*:  28. 

Stationärer  Doppelstrahl:  460. 

Stationäre  Geraden:  464. 

Strahlenbüschel-Paar,  -Dupel:  181. 

Strahlenbüschel- Systeme  ©js*  ^^'^• 

Systeme  S^*  von  Gewinden  eines  F': 
146. 

System  H,^(F%  H,'(C%  H/  (e*):  144, 
202,  205. 


518  VerseichnisB  von  Benennungen. 

Tangential -Strahlennetz,  Tangentialge-  Terbandene  Involutionen  einer  q*:  106. 

winde:  14.  VerknClpfte  Begelsohaar-GebuBche  eines 

Tangentiftlgewebe:  213.  r':  138. 

Tetraedroid:  847.  Verknüpfte    Regelschaar- Reihen    eines 

Träger  einer  Complexfl&che:  3.  T'  oder  einer  C*:  136. 
Träger  eines  Feldes  von  Begelschaaren: 

138.  Weiler 'scher  Complex:  364. 


Druckfehler  und  Berichtigungen. 

S.  19  Z.  14  y.  u.  1.  das  Netz  si  die  Netze. 

S.  48  Z.  3  y.  u.  1.  679  st.  680. 

S.  63  sind  die  beiden  ersten  Zeilen  zu  streichen. 

S.  111  Z.  16,  17  V.  0.  1.  gehen,  enthalten,  berühren  st.  geht  u.  s.  w. 

S.  161,  162  sind  q^  und  9^'  zu  yertauschen. 

S.  226  Z.  4  y.  u.  ist  680  zu  tilgen. 

S.  267  Z.  9,  10  V.  0.  1.  in  2^   st.  2^. 

S.  334  Z.  19  y.  u.  ist  761  zu  tilgen. 

S.  341  Z.  6  y.  0.  1.  gerechnet  st.  geordnet. 

S.  426  Z.  4  0.  fehlt  „ab"  hinter  ^i'. 

Band  I. 

S.  74  Z.  9,  10  y.  u.  1.  {ahe)  st.  (ahc). 

S.  166  Z.  8  y.  u.  1.  zweifach  st.  vierfach. 

S.  194  Z.  2  y.  u.  1.  TgT^  st.  F^T^, 

S.  221  Z.  13  y.  0.  l.  einfach  unendliche  st.  einfache. 

S.  334  Z.  16  y.  u.  1.  {Ä,  (5),  (B,  a)  st.  (A,  a),  (JB,  (J). 

S.  347  Z.  17  y.  o.  ist  „der"  vor  91^  zu  tilgen. 

S.  367  Z.  2  y.  u.  L  CX)'  st.  00*. 

Band  II. 

S.  XII  Z.  18  y.  0.  1.  (6,2)1  ^^  (^»2). 

S.  9  Z.  6  y.  0.  ist  „singulären"  zu  streichen. 

S.  62  Z.  14  y.  o.  1.  Bückkehrkanten  st.  Bückkehrtangenten. 

S.  74  Z.  26  y.  0.  1.  7  at.  6  (die  siebente  Gruppe  ist  G^  auf  S.  261). 

S.  161  ist  der  Absatz:  Die  Verzweigungspunkte  auf  V  ...  zu  streichen. 

S.  176  Z.  11  y.  u.  1.  von  den  st.  von  der. 

S.  193  Z.  6  y.  u.  1.  reellen  Brennpunkten  st.  reellem  Brennpunkte. 

Vergl.  auch,  was  in  Bd.  III  S.  314<-316,  8.  436  Anm.  und  S.  602  Anm.  gesagt  ist 
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